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Uber die Grundlagen der Quantenmechanik. 
Von 


L. Hilbert, J. v. Neumann und L. Nordheim in Géttingen. 


§1. 
Einleitung. 


Die neuere Entwicklung der Quantenmechanik, die an die Arbeiten 
von Heisenberg’), Born und Jordan einerseits und Schrédinger*) anderer- 
seits ankniipft, hat es erméglicht, das ganze Gebiet der Atomerscheinungen 
unter einen einheitlichen Gesichtspunkt zusammenzufassen und die wich- 
tigsten Beobachtungsergebnisse zu erkliren, so daB man kaum noch 
zweifeln kann, in ihr einen Gedankenkomplex von gleicher Bedeutung wie 
etwa die klassische Mechanik oder Elektrodynamik gefunden zu haben. 
Bei dieser hohen Bedeutung der Quantenmechanik ist es ein dringendes 
Bediirfnis, ihre Prinzipien so klar und allgemein wie méglich zu erfassen. 
Hier hat nun Jordan*) im Anschlu8 an eine Idee von Pauli‘) eine Formu- 
lierung und Begriindung der Theorie gegeben, die von groBer Allgemeinheit 
ist und dem physikalischen Charakter der zu grunde liegenden Erschei- 
nungen sehr gut angepaBt erscheint. Unabhangig von Jordan ist Dirac *) 
zu ahnlichen Anschauungen gelangt. 


Die vorliegende Abhandlung ist aus einer Vorlesung hervorgegangen, 
die D. Hilbert im Wintersemester 1926/27 iiber die neuere Entwicklung 
der Quantenmechanik hielt, und deren Vorbereitung mit wesentlicher Hilfe 
von L. Nordheim geschah. Wichtige Stiicke der mathematischen Durch- 

) 8S. z. B. W. Heisenberg, Math. Annalen 95 (1926), S. 683. 

*) E. Schrédinger, Abhandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig 1927. 

*) P. Jordan, Zeitschr. f. Phys. 40 (1927), 8. 204 und Gott. Nachr. 1926, 8S. 162. Die 
formalen Zusammenhiinge sind zum Tei! auch unabhingig von F. London. Zeitsobr. 
f. Phys. 40 (1926), S. 193 gefunden worden. 

*) W. Pauli jr., Zeitschr. f. Phys. 41 (1927), 8. 21. 

‘) P. A. M. Dirac, Proc. Royal Soc. (A), 118 (1927), S. 621. 
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fiihrung riihren von J. v. Neumann her. Die endgiiltige Abfassung dieser 
Abhandlung hat L. Nordheim besorgt. Wir glauben, da die Formulierung 
der Jordanschen und Diracschen Gedanken, zu der wir hier gelangt sind, 
erheblich einfacher und daher durchsichtiger und leichter verstandlich 
geworden ist. 

Der physikalische Grundgedanke der ganzen Theorie besteht darin, 
daB an Stelle von strengen funktionalen Beziehungen der gewdhnlichen 
Mechanik iiberall Wabrscheinlichkeitsrelationen treten. 

Die Art dieser Relationen wird am besten durch ein besonders wich- 
tiges Beispiel erklirt. Ist der Wert W,, der Energie des Systems bekannt, 
und zwar gleich dem n-ten Eigenwert eines gequantelten Systems, so ist 
nach Pauli 

| ¥, (2) |” 
die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, daB die Koordinate des Systems einen 
Wert zwischen z und z+ dz hat, wenn y, die zu dem Eigenwert W, ge- 
hérige Eigenfunktion bedeutet. 


Allgemein wird verlangt, da8 zwischen zwei verschiedenen mechani- 
schen GréBen F, und F, stets eine solche Wahrscheinlichkeitsbeziehung 
besteht. Unter mechanischer GréSe verstehen wir hierbei Dinge wie 
Entfernungen, Bahnradius, Energie, Impuls, d.h. GréBen, die in der ge- 
wohnlichen Mechanik Funktionen einer mechanischen Koordinate g und 
des zu ihr kanonisch konjugierten Impulses p sind. 


Wir beschranken uns dabei der Einfachheit halber auf Systeme mit 
einem einzigen Freiheitsgrad. Jedoch ist diese Beschrinkung keineswegs 
wesentlich, und es lassen sich Systeme mit mehreren Freiheitsgraden ganz 
analog behandeln. Auf die Wahl des Koordinatensystems kommt es ferner, 
wie sich herausstellen wird, nicht an. 

Der Weg, der nun zu dieser Theorie fiihrt, ist folgender: Man stellt 
gewisse physikalische Forderungen an diese Wahrscheinlichkeiten, die durch 
unsere bisherigen Erfahrungen und Entwicklungen nahe gelegt sind, und 
deren Erfiillung gewisse Relationen zwischen den Wahrscheinlichkeiten er- 
fordern. Dann sucht man zweitens einen einfachen analytischen Apparat, 
in dem GréBen auftreten, die genau dieselben Relationen erfiillen. Dieser 
analytische Apparat, und damit die in ihm auftretenden RechengréBen, 
erfahren nun auf Grund der physikalischen Forderungen eine physikalische 
Interpretation. Das Ziel ist dabei, die physikalischen Forderungen so 
vollstandig za formulieren, daB der analytische Apparat gerade eindeutig 
festgelegt wird. Dieser Weg ist also der einer Axiomatisierung, wie sie 
z. B. in der Geometrie durchgefiihrt worden ist. Durch die Axiome werden 
die Relationen zwischen den geometrischen Gebilden, wie Punkt, Gerade, 
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Ebene, beschrieben, und dann gezeigt, daB diese Relationen gerade ebenso 
bei einem analytischen Apparat, nimlich den linearen Gleichungen erfiillt 
sind. Dadurch kann man wieder umgekehrt aus den Eigenschaften der 
linearen Gleichungen geometrische Satze gewinnen. 


Genau so ordnet man in der neuen Quantenmechanik formal nach 
einer bestimmten Vorschrift jeder mechanischen GréBe ein mathematisches 
Gebilde als Reprisentanten zu, das zuniichst eine reine RechengrdBe ist, 
aus der man aber Aussagen iiber die Reprisentanten anderer GréBen, und 
dann durch Zuriickiibersetzung Aussagen iiber wirkliche physikalische Dinge 
erhalten kann. 


Solche Reprisentanten sind die Matrizen in der Heisenbergschen, die 
q-Zahlen in der Diracschen und die Operatoren in der Schrédingerschen 
Theorie und ihrer jetzigen Weiterbildung. 


Es ist also zu beachten, daB wir zwei ganz verschiedene Klassen 
von Dingen betrachten, namlich einerseits die meBbaren Zahlenwerte phy- 
sikalischer GréBen und andererseits die ihnen zugeordneten Operatoren, 
mit denen lediglicch nach den Regeln der Quantenmechanik gerechnet wird. 

Das oben angedeutete Verfahren der Axiomatisierung wird nun in 
der Physik gewdéhnlich nicht genau so befolgt, sondern der Weg zur Auf- 
stellung einer neuen Theorie ist, wie in der Regel, so auch hier, folgender. 


Man mutma8t meistens den analytischen Apparat, bevor man noch 
das vollstaindige Axiomensystem aufgestellt hat, und kommt dann erst 
durch die Interpretation des Formalismus zur Aufstellung der physikalischen 
Grundrelationen. Es ist schwer, eine solche Theorie zu verstehen, wenn 
man diese beiden Dinge, den Formalismus und seine physikalische Inter- 
pretation, nicht scharf genug auseinanderhilt. Diese Scheidung soll hier 
méglichst deutlich durchgefiihrt werden, wenn wir auch, dem jetzigen 
Zustand der Theorie entsprechend, noch nicht eine vollstaindige Axiomatik 
begriinden wollen. Das, was jedenfalls eindeutig festliegt. ist der analy- 
tische Apparat, der — rein mathematisch — auch keiner Abianderung 
fihig ist. Was dagegen modifiziert werden kann, und vorausichtlich auch 
noch werden wird, ist die physikalische Interpretation, bei der eine ge- 
wisse Freiheit und Willkiir besteht. 


Durch die Axiomatisierung verlieren die vorher etwas vagen Begriffe, 


wie Wahrscheinlichkeit und so weiter, ihren mystischen Charakter, da sie 
dann durch die Axiome implizit definiert sind. 
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§ 2. 
Die physikalischen Axiome. 


Wir gehen jetzt dazu iiber, die physikalischen Forderungen anzugeben. 
Thr Sinn wird allerdings vielleicht erst dann véllig klar werden, wenn ihr 
Zusammenhang mit dem Formalismus erlautert ist. Die Schwierigkeit der 
neuen Vorstellungen beruht zum groBen Teil darauf, daB diese physikali- 
schen Forderungen selbst sehr fremd und neuartig erscheinen. Es sei ferner 
gleich hier darauf hingewiesen, da8 die Forderungen I—VI nur die allge- 
meinen Richtlinien fiir die Wahl des analytischen Apparates gehen sollen, 
aber keine eindeutige logische Festlegung. 

Zunachst fassen wir unser obiges Postulat von dem Wahrscheinlich- 
keitszusammenhang in eine Formel. 

I. Zu zwei mechanischen GréSen F,(pq) und F,(pq) gibt es stets 
eine Funktion zweier Variablen 


p (xy; F, F,) 
py (zy; F, F,) @(xy; F, F,) = w(xy; F, F,) 
die relative Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir ist, daB fiir gegebenen Wert 
y von F, der Wert von F, zwischen x und x + dz liegt. 


pm hei®t dabei die Wahrscheinlichkeitsamplitude. Diese Definition 
bedeutet also, daB die Wahrscheinlichkeit, da8 fiir festes y der Wert von x 
im Intervall ab} liegt, proportional zu 


derart, da8 


b 
J w(xy; F, F,)dz 


ist. Nur Aussagen dieser Art sollen einen physikalischen Sinn haben. 
Da dieses Integral im allgemeinen noch von y abhingt, so sieht man, 
da8 unsere Wahrscheinlichkeiten nur relative sein kénnen ‘). 

II. Die Amplituden bzw. Wahrscheinlichkeiten sollen weiter noch 
folgenden Bedingungen geniigen. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, da8 fiir 
einen gegebenen Wert von F, = 2, F, einen Wert zwischen y und y+ dy 
habe, sei durch dieselbe Funktion w(xy; F, F,) gegeben. Diese Forderung 
zeigt iibrigens wieder, daB unsere Theorie nur relative Wahrscheinlichkeiten 
geben kann. 

I{I. Weiter wird zu verlangen sein, daB fiir die Beziehung einer 
GréBe zu sich selbst, also fiir w(xy; F,F), eine scharfe Bestimmung 
eintritt, derart, daB also jeder mechanischen GréBe wirklich ein bestimm- 
ter Zahlenwert zugeordnet werden kann. 





*) Uber die Normierungsméglichkeiten siehe P. Jordan, Zeitschr. f. Phys. 41 (1927), 
8. 797. 
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IV. Eine weitere sehr wichtige Beziehung stellt die Kompositions- 
regel zweier Amplituden dar. Seien F,, F,, F, drei mechanische GréBen, 
und x, y,z die zugehérigen Zahlenwerte, so soll die Beziehung gelten 


p (xz; F, F,) = S p(xy; F, F,) (yz; F, F,) dy. 


Diese Forderung stellt offenbar ein Analogon zu dem Additions- und 
Multiplikationstheorem der gewéhnlichen Wahrscheinlichkeitsrechnung dar, 
nur daB sie hier fiir die Amplituden anstatt fiir die Wahrscheinlichkeiten 
selbst gelten soll. 


Hierin besteht eben der charakteristische Unterschied zu der gewéhn- 
lichen Wahrscheinlichkeitsrechnung, daB iiberall an Stelle der Wahrschein- 
lichkeiten selbst zunichst die Amplituden auftreten, die im allgemeinen 
komplexe GréBen werden, und erst absolut genommen und quadriert ge- 
wohnliche Wahrscheinlichkeiten ergeben. 

V. Als weitere physikalische Forderung ist noch zu stellen, daB die 
Wahrscheinlichkeiten nur von der funktionalen Natur der GréBen F, (pq) 
und F,(pq) abhangen, also ihrer kinematischen Verkniipfung, und nicht 
etwa noch von speziellen Eigenschaften des gerade untersuchten mecha- 
nischen Systems, wie etwa seiner Hamiltonschen Funktion. 

VI. Als letzte Forderung ist schlieBlich zu stellen, daB die Wahr- 
scheinlichkeiten unabhangig von dem speziell gewahlten Koordinatensystem 
werden, 

Diesen Forderungen, deren eventuelle wechselseitige Abhangigkeit und 
Vollstandigkeit wir nicht weiter untersuchen wollen, wird nun geniigt durch 
den mathematischen Formalismus einer allgemeinen Operatorenrechnung. 
Die Schrédingerschen Differentialgleichungen und die eingangs erwahnte 
Deutung der Eigenfunktionen kommen dabei als Spezialfalle heraus, was 
natiirlich die stirkste Stiitze fiir die Richtigkeit der hier dargestellten 
Anschauungen bildet. 

Nach der Erklarung der logischen Struktur der Theorie kommen wir 
zu dem Hauptpunkt, dem analytischen Formalismus. Dabei sei besonders 
betont, daB wir in der vorliegenden Darstellung zugunsten einer leichteren 
Verstindlichkeit und Durchsichtigkeit auf vollstandige mathematische Exakt- 
heit verzichten, und es insbesondere dahingestellt sein lassen, abzugrenzen, 
in welchem Bereich einzelne Operationen durchfiihrbar bzw. zulassig sind. 


§ 3. 
Grundformeln der Operatorrechnung. 


Der Zusammenhang der Schrédingerschen Theorie mit dér Heisenberg- 
schen Matrizenmechanik wird bekanntlich durch eine Operatorenrechnung 
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geliefert’). Diese erweist sich nun in entsprechender Verallgemeinerung als 
das analytische Geriist der allgemeinen Quantenmechanik. Wir stellen des- 
halb zunachst die wichtigsten Regeln zusammen, ohne allerdings die ana- 
lytischen Voraussetzungen, die fiir ihre Giiltigkeit jedesmal erforderlich sind, 
genau zu priifen. 

Als linearen Operator bezeichnen wir eine Zuordnung, bei der jeder 
Funktion f eines Argumentes eine Funktion 7'f entspricht. Dabei soll 
(1a) T(f+g)=Tf+Tq, 

(1b) T(cf)=cTf 
sein, wenn c eine Konstante ist. 


Weiter erklaren wir noch folgende Rechenoperationen fiir zwei Opera- 
toren 7’ und § 


(2a) (T+ 8)f=Tf+ Sf, 
(2b) (cT)f=c(Tf), 
2c) (T8)f=T(Sf). 


Ferner definieren wir den Ubergang zu dem konjugiert komplexen Opera- 
tor durch 


(3) Tf=(T7); (f (x) = f(#)). 


Sind T und S lineare Operatoren, so sind es T, 7+ 8, cT und TS 
offenbar ebenfalls. 

Die durch (2a) und (2b) definierte Addition ist offenbar kommutativ 
und assoziativ, die Multiplikation assoziativ und in bezug auf die Addition 
distributiv. Hingegen ist das kommutative Gesetz fiir die Multiplikation 
nicht immer erfiillt. 

Der Operator, der jeder Funktion f diese selbst zuordnet, ist offenbar 
ebenfalls ein linearer Operator. Wir bezeichnen ihn mit 1. Fiir ihn gilt 
identisch 


T1=—1T=T. 
Gibt es zu einem Operator 7 einen anderen Operator S, so da& 
TS=ST=1 
wird, so nennen wir S zu 7 reziprok und bezeichnen ihn mit 7’. Also ist 


(5) TT? =—T'T=1. 

”) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79 (1926), S. 734. DaB sich die Matrizen als 
ein Spezialfall linearer Operatoren auffassen lassen, wurde zuerst von M. Born und 
N. Wiener, Zeitschr. f. Phys. 86 (1926) 8S. 174, erkannt. 


—_ 


-=— *., eee tt 


~ >, s&s ~~, 
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Fiir zwei beliebige Operatoren gilt ferner, wie leicht ersichtlich, die Regel 
(6) (TS) *=S°T™. 

Es ist nun fiir spitere Zwecke notwendig, anzeigen zu kénnen, welche 
Variable die Argumente von f bzw. 7'f sein sollen. Dies ist um so mehr am 
Platze, als die Variabeln in vielen Fallen nicht alle reellen Werte annehmen 
diirfen, sondern auf ein gewisses Eigenwertspektrum beschrinkt werden 
miissen. Wir fiihren zu diesem Zwecke ein neues Symbol, den vollstandigen 
Operator rs) ein, welcher anzeigen soll, daB durch die Operation 7’, 
angewandt auf eine Funktion f(y), diese in eine Funktion (7'f) (x) tiber- 
gefiihrt wird. Dabei kénnen speziell auch z und y dieselbe Variable wer- 
den. Zu einem bestimmten Operator 7 gehéren also eine ganze Schar voll- 
standiger Operatoren pv), q's), eves 


Fiir das Rechnen mit vollstandigen Operatoren ry), gs) fihren wir 
folgende naheliegende Bezeichnungen ein 
7®) ~ 76), 
7) 90 —(r+ 80, 
(7) oT) — (7), 
ry) g) ie (rs)©), 
(79) (9-4, 
ferner fiir Funktionen mehrerer Variablen f(y, v) 


(78) (79) + 8°)) ry, 0) = 79 ry, ») +8) ry, »). 


Mit Hilfe der vollstandigen Operatoren kann man — das ist der 
eigentliche Grund zu ihrer Einfiihrung — eine Integraldarstellung der 
Operatoren erreichen. 


(8) Try) =f play) fy)dy. 
Hierbei nennen wir y(zy) den Kern des Operators 7), Hat p's) den 


Kern ¢(xy), so hat offenbar q's) den Kern p(uv). Der Kern ist dabei 
bereits durch den unvollstindigen Operator 7’ bestimmt, jedoch ist die 
Darstellung nur fiir die vollsténdigen Operatoren méglich. Der Integra- 
tionsbereich in (8) erstrecke sich stets von — oo bis +-0co. Etwaige andere 
Bereiche lassen sich ja stets durch geeignete Definition von p(xy) auf 
diesen Fall zuriickfiihren (z. B. sei p(xy) = 0 auBerhalb eines bestimmten 
Intervalls ab). Fiir die Kerne y(xy) setzen wir nur voraus, daB sie im 
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Unendlichen geniigend stark verschwinden, damit die Integrale (8) sinn- 
voll sind. Um den Operator, der zu einem bestimmten Kern gehért, zu 


‘ : : (7) 
kennzeichnen, schreiben wir auch, wenn erforderlich, 7,”, und ebenso be- 


zeichnen wir den zu einem bestimmten Operator gehérigen Kern mit ¢,. 


Um unbeschrinkt mit den Integraloperatoren operieren zu kénnen, 
wollen wir ihren Kreis dadurch erweitern, daB wir auch uneigentliche 
Funktionen als Kerne zulassen. So kénnen wir den Einheitsoperator 1 
forma! als Integraloperator mit Hilfe eines von Dirac eingefiihrten Sym- 
bols 6(z — y) darstellen. Wir definieren 


te 1)... — fa(xz—y)...dy—fd(y—z)... dy, 


(9) 1 f(y) = f(x) = f(x —y) f(y)dy = f o(y — x) f(y) dy. 


56(x — y) ist zwar keine gewéhnliche Funktion, 1a6t sich aber als Limes 
einer Reihe von Funktionen von u =x — y auffassen, die an der Stelle 
u = 0 ein Maximum haben, das in der Grenze unendlich scharf und hoch 
wird, dessen Integral jedoch endlich = 1 bleibt. Dieses Verhalten kann 
man auch dadurch beschreiben, daB man verlangt: Fiir jedes Intervall ab, 
(a < b) sei 

. 0, wenn 0 nicht in ab liegt, 
(10) f d(u)du = {3}, wenn 0 am Rande von ab liegt 

7 1, wenn 0 im Intervall ab liegt. 


Man kann dann 4(2—y) formal wie eine Funktion zweier Argumente 
y und 2 auffassen, die jedoch nur in der Verbindung u =z — y vor- 
kommen. Dabei sei 5(2 — y) gerade, also 


(10) d(x — y)=d(y—2). 

Mit Hilfe solcher Kerne kann man im allgemeinen jeden vollstin- 
digen Operator als Integraloperator darstellen. Jedenfalls setzen wir vor- 
aus, da diese Darstellbarkeit fiir alle in Betracht kommenden Operatoren 


modglich sei, ohne jedoch den Bereich dieser Operatoren hier genauer zu 
untersuchen. 


Mit Hilfe der 6-Funktion JaBt sich der Kern y (xy) eines Operators 
durch diesen selbst ausdriicken, denn es ist 


(4) >) 7" 
(1) ni) ay — a) = 7") 4(u—y) =f p(eu)d(u— y)du— (zy), 


d.h. p(xy) ist gleich dem Resultat der Anwendung der Operation ro «) 
auf d(u —y). 
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Fiir die Integraloperatoren auch in unserem erweiterten Sinne gelten 
offensichtlich folgende Rechenregeln 


») 
+y? 


(12) p\”) ai q\) qv) 7”) _ | 


’ uy ? 


(3) olf). 


C4 


Sodann betrachten wir die Multiplikation von Operatoren. Wir haben 
nach Definition 


7) ph?) (2) — fp (ey) {S w(ye)tle)de}ay 
= Sf p(xy)v(y2) f(2)dydz = f {f p(xy) p(yz) dy} fle) dz, 


d. h. das Produkt zweier Integraloperatoren wird wieder ein Integral- 
operator 


Zz y¥ z 
(18a) qi) pit) _ (2) 
mit dem neuen Kern 
(13b) x(az)= f p(xy)y(yz)dy. 


SchlieBlich bilden wir noch den Kern des zu 7,” reziproken 
Operators 


(nf) = can) 


den wir mit m~' bezeichnen wollen, es sei also 


u y 
(14) (rz) _ r=), 
Da nach Definition 
my°) (75) (45%) 2h9) 219) 
sein soll, so gilt nach der Kompositionsregel (13b) 
15) fp(cu)p-*(uy)du=f p(ux)p-*(yu)du=4(x—y), 
die wir als Orthogonalitatsrelation bezeichnen. 


Wir leiten jetzt fiir die Kerne der Operatoren weitere Funktional- 
gleichungen ab. Zunichst gelten fiir den Kern des Einheitsoperators die 
Gleichungen 


(16a) (eZ +eZ)a(2—y)=0 (e=—=*), 
(16b) (w7—y)d(z—y)=0. 


Die erste besagt namlich, daB 4 nur von der Differenz (2 — y) ab- 
hangt, und die zweite, da8 iiberall, wo (2 — y)+ 0 ist, 6 verschwinden 
mu8. Dabei ist « eine Konstante, die wir eingefiihrt haben, um spiter 
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den Anschlu8 an die Quantenmechanik zu gewinnen. Sie ist dann gleich 
a (k = Plancksche Konstante) zu nehmen, wird also rein imaginir. 


Durch die Gleichungen (16) wird 6(2 — y) andererseits auch bis auf einen 
konstanten Faktor festgelegt. 


Fiir die Kerne g~* der reziproken Operatoren erhalten wir nach (15) 
und (16) folgende Funktionalgleichungen 


(17a) (eZ +22) [o(uz)p-*(yu)du=0, 


(17b) (2—y)S p(ux)p-*(yu)du=0, 
die wir auch als Definition fiir g~* benutzen kénnen. 


Aus (16a) und (i6b) kénnen wir nun durch Anwendung der Ope- 
ration 7, Funktionalgleichungen fiir gy herleiten. Zuniachst gelten offenbar 
die Beziehungen 


jo . 
ri*)(.2 + *)a(2—y)=0, 


\ Oz dy 
(2) ( 2) (3) m(s) 
ie tag +8 oy T,*’ To" 3(a—y) =0. 
Nun ist nach (11) 


(3) i 
T, 6(x—y)=T,* 6(u—y)=(zry). 


(18) 


4 , 
Also erhalten wir aus (18), da T\ nur auf die Variable x und nicht 


auf y wirkt, und daher mit 7 vertauschbar ist, 


2 -1(3) , a 

(198) tn (eZ) a5" teh} o(e9)=0. 
Ebenso ergibt sich aus (16b) die Gleichung 

(19b) (r'*),2-1() _ yho(ey) =o. 
Wir fiihren noch die Bezeichnungen 

(20a) p®) — 2) 2 p-1(2) -_ (a) a 1 (2) 


ein. Die letzte Umformung dient dazu, 7*), 7-12) durch ihre Kerne 
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ausdriicken zu kénnen, wozu ein Wechsel der Variablen nétig ist. Mit 
(20) schreiben sich also die Funktionalgleichungen (19) 


(21a) (Fr) _ y) (zy) =0, 
(21b) (a=) 402) o(ey) =o. 
§ 4. 


Kanonische Operatoren und Transformationen. 


Wir fiihren jetzt weiter zwei spezielle Grundoperatoren g und p ein, 
namlich 


(22a, b) qf(x)=2f(x), pf(z)= o Le) 


or 
I z 


Fiir p *) und q 2) werden wir, wenn kein Mi®verstindnis zu befiirchten 
ist, auch einfach em bzw. xz selbst schreiben. Mittels g und p kann man 
weiter allgemeinere Operatoren aufbauen, indem man in einer Funktion 
F(pq), die als Potenzreihe in p zu denken ist, eben g durch z und p 
durch ¢ = ersetzt und das ganze wieder als Operator, der auf Funktionen 


von z anzuwenden ist, auffaBt. Bei solchen Operatorfunktionen kommt 
es natiirlich wesentlich auf die Reihenfolge der Faktoren an. Wir wollen 
iibrigens annehmen, daB sich alle vorkommenden Operatoren als solche 
Operatorfunktionen aus g und p aufbauen lassen. 


Auch diese Operatoren lassen sich alle mit Hilfe von uneigentlichen 
Kernen als Integraloperatoren darstellen (siehe besonders Dirac loc. cit., der 
den hierzu nétigen Formalismus konsequent durchfiihrt). Die zu g und p 
selbst gehérigen Kerne sind dabei 
(23a, b) xd(a—y) baw. ed'(x—y), 


wo 6'(u) als Limes der Ableitungen nach u« von denjenigen Funktionen 
zu denken ist, die selbst 5(w~) zum Limes haben. Man kann dann é 
formal so behandeln, als ob es eine richtige Ableitung von 6 wire. Mit 
der obigen Definition hat man in der Tat 


Sxd(x—y) f(y) dy =2f(z)=9f (2), 
feo(e—y) fly)ay = —er(y)a(e—9)|, 


+f 9 (2 —y)f' (y)dy =e = sft) = pf(z). 
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Nach (20) kénnen wir die Operatoren F und G@ als das Resultat 
einer Transformation der Grundoperatoren p und g der Form 


(24) A=TaT" 
auffassen, die wir eine kanonische Transformation des Operators a nennen. 


Die Operatoren p und g haben nun folgende sie auszeichnende Eigen- 
schaft. Es ist 


(25) (pq—qp)=el, 
denn wir haben 
(e 2 e—2e*) p(x) eA (xf(a))— xe“ (f(z) =ef(z) =elf(zx). 
Aus (20) und (25) folgt nun weiter, daB auch fiir F und G die ent- 
sprechende Relation 
(26) GF-—FG=e1 
gilt, denn wir haben der Reihe nach 
GF—FG=TpT'TqT'—TqT'TpT™ 
= T(pq—qp)T '=TelT =e, 


da 1 mit allen anderen Operatoren vertauschbar ist. Zwei Operatoren, 
die der Relation (26) geniigen, nennen wir zueinander kanonisch konju- 
giert. Aus der eben durchgefiihrten Uberlegung folgt dann sofort, daB 
die Eigenschaft zweier Operatoren, zueinander kanonisch konjugiert zu sein, 
invariant ist, gegen kanonische Transformationen. 

Wir wollen annehmen, da8 jeder Operator F sich durch eine kano- 
nische Transformation aus dem Grundoperator g erzeugen laBt. Diese 
Aussage la8t sich auch so ausdriicken, daB bei gegebenem F die Operator- 
gleichung 
(27) TqT ‘=F 
lésbar sein soll. 

Die Bedingungen, die F erfiillen mu8, damit dies méglich ist, wollen 
wir hier nicht untersuchen. 

Umgekehrt ist aber 7’ durch diese Forderung noch nicht eindeutig 
bestimmt. Nehmen wir an, wir hatten zwei verschiedene Lésungen T 
und § gefunden. Es sei also 

TqT'=F, SqS ‘=F, 
so folgt daraus 
T 'Sq=qT'S, 
d.h. T~’S.muB mit q vertauschbar sein, also 
(28) S= Ts, 
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wo s ein Operator ist, der mit gq vertauschbar ist. Es laBt sich beweisen, 
daB ein solcher Operator sich als Operatorfunktion von gq allein darstellen 
laBt: s = 8(q), so daB also 


(29) 8(q) f(x) = s(x) f(z) 


wird. Die allgemeine Lésung von (27) entsteht also dadurch aus einer 
speziellen Lésung 7, daB man diese rechts mit allen Funktionen von g 
allein multipliziert. 

Stellen wir nun die Operatoren 7 und § in der Integralform ri) 


q 
Zz 


) 
bzw. si dar, so 1éBt sich der Kern wy von S aus und s(q) wie folgt 
berechnen. Es ist nach (11) und (8) 


; (a) Aw) ( be .\ 
30a) w(xy)=(Ts8(q))" d(u—y)=T s(q)" d(u—y)) 
{2 
= 7 “No (u) d(u —y))= S p(xu) s(u) d(u —y)du 
= p(xy) s(y). 
Der Kern y~! des reziproken Operators S~* bestimmt sich nach dem- 


selben Verfahren unter Beachtung der Relation (6) zu 


, -1(%) mi(b) (nt (49) 
(30b) w-'(yx) =(T's8(q)) \e d(x —v)=(8(q)~*)” (r n 
-1(%) 


=e-(y)(P 7) 3( 2 — »)) = 8-*(y) (yz). 


O(a — v)) 


Hieraus folgt 
(31) v(xy)y*(yx) = p (zy) p-* (yz) 


Das Produkt des Kernes mit dem reziproken Kern ist also durch Angabe 
von F eindeutig bestimmt. 


§ 5. 
Physikalische Interpretation der Operatorrechnung. 

Wir sind jetzt in der Lage, die eigentlichen Behauptungen unserer 
Theorie aufzustellen. Diese gehen dahin, daB die eben entwickelte Operator- 
rechnung bereits der gesuchte analytische Formalismus ist, der unseren 
Wahrscheinlichkeitsbehauptungen zugeordnet ist, und zwar vollzieht sich 
diese Zuordnung folgendermaBen. 

Wir ordnen jeder mechanischen GréBe einen Operator zu, und zwar 
in genau derselben Weise wie Schrédinger. Namlich zuniichst zu einem 
in der klassischen Mechanik kanonisch konjugierten Variablenpaare g und p 
unsere Grundoperatoren 


: h 
(32) pf(x)=ef(x), f(x) = 2f(z) (= 955): 
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wo e die rein imaginare Konstante 7 ist. Zu einer Funktion F(pq), 


die als Potenzreihe in p gedacht sei, wird dann entsprechend der Operator 
zugeordnet, der durch Einsetzen dieser Grundoperatoren in F(pq) ent- 
steht. Diese Zuordnung ist hier natiirlich nicht eindeutig, da die Reihen- 
folge der Faktoren bei den Operatoren wesentlich ist. Diese Mehrdeutig- 
keit wird im wesentlichen, wie wir in § 8 sehen werden, dadurch be- 
seitigt, daB man die Realitét der entspringenden Wahrscheinlichkeiten 
fordert. Von den dortigen Ergebnissen nehmen wir das Resultat voraus, 
daB jeder mechanischen GréBe ein solcher Operator zugeordnet werden 
kann, so da die gleich zu definierenden Wahrscheinlichkeiten reell werden. 

Die Operatorfunktionen, die wir nach der obigen Festsetzung den 
mechanischen GréBen zuordnen, sind nun gerade die, welche wir in § 4 unter- 
suchten. Wir geben in Ubereinstimmung mit unseren Forderungen eine 
physikalische Interpretation der Operatorrechnung, indem wir behaupten: 

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude p (xy; q F) zwischen der Koordinate q 
und einer beliebigen mechanischen GréBe F(pq) — d. h. dafiir, dap bei 
gegebenem Werte y von F die Koordinate zwischen x und x +-dzx liegt — 
wird durch den Kern des Integraloperators geliefert, der den Operator q 
kanonisch in den zu der mechanischen GréBe F(pq) zugeordneten Ope- 
rator transformiert. 

Wir schlieBen gleich die Definition der Wahrscheinlichkeitsamplitude 
fiir zwei beliebige mechanische GréBen F,(pq) und F,(pq) an. Seiten 
T, und T, die Operatoren, die den Operator q kanonisch in die zu F, 
bzw. F, zugeordneten Operatorfunktionen transformieren, also 


T,qT,* = F,, T,qT, = F,, 
so ist p(xy; F,F,) gleich dem Kern des Operators 
(33) T= T,'T,. 


Diese zweite Definition enthalt natiirlich die erste als Spezialfall, indem 
wir F= F, und g= F, setzen. Wir kénnen dann 7,=1 nehmen und 
erhalten dann 

T=T,'T,=1T,=T7,. 


Es sei aber besonders darauf hingewiesen, da8 7 in (33) nicht etwa ein 
Operator ist, der F, kanonisch in F, iiberfiihrt. Dies wird vielmehr durch 
T, T;* geleistet, da in der Tat 

T; Ty" F,(T, T,') = T,(T;' F, T,)T;" a 297; = F, 


ist. Die Giiltigkeit von (33) wird aber durch die Fo:derungen IV ( Komposi- 
tionsgesetz) und VI (Unabhangigkeit vom Koordinatensystem) erzwungen. 
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Was uns jetzt noch zu tun iibrigbleibt, ist einerseits zu zeigen, daB 
die so definierten Wahrscheinlichkeiten unsere Forderungen erfiillen, und 
andererseits noch einige spezielle Falle genauer zu diskutieren und damit 
einige physikalische Folgerungen zu gewinnen. 

Aus den Wahrscheinlichkeitsamplituden g erhalt man die Wahrschein- 
lichkeiten w selbst durch Multiplikation mit der reziproken GréBe y~-* *) 


(34) w(xy; FL F,) = 9(zy; FF) p-' (yz; FF), 
wobei » und w~' der Orthogonalitatsrelation (siehe (15)) 
(35) Sexy; FF) p-* (ye; F, F,)dy = 6(2 —2) 
geniigen. 


Nach § 4 ist w(xy;q/F) unabhingig von der noch vorhandenen 
Willkiir von 7. Dasselbe gilt, wie natiirlich zu fordern ist, auch von 
w(xy; F,F,), wie man folgendermaBen nachweist. Nach (28) kénnen 
T, und T, héchstens durch 7, s,(q), 7,8,(q) ersetzt werden, wo s, und s, 
Operatorfunktionen von g allein sind, also 7 = 7>'T, durch 

S= 8; '(q) 5 T, 84(q) = 8; (9) T's, (q), 
und 7~' = 7," T, durch 
S~* = 8; "(q) T”*8,(q). 
Bei dieser Erweiterung wird der Kern gy, von S§ nach (11) 
als (3) “1 -(s) ls) «) 
5 (uy) = 8, °(q) T4,(q)"' d(u—y) = (8, *(9)) t a5(a)' d(u—y) 
= 8," (2) J pp(u) 8,(u) d(u — y)du= 4," (x) pp (zy) 4(y), 
und entsprechend 
~, (yz) = Pg-1 (yz) 
vu 
= (55 7(g) T*6,(9)) 3x — 0) = 05 *(y) 95" (y2) 4 (2) 
d.h. bei der Produktbildung fallen s, und s, heraus. w/(xy; F, F,) ist 
also unabhangig von der speziellen Wahl von 7, und 7,. 

Weiter ist nun insbesondere auch das Kompositionsaxiom IV erfiillt, also 
(36a) p (x2; P,P.) = JS p(2y; PF, F,) p(y2; F, ¥,) dy 
(36) @-*(20; FR) = So (ey; BP) (92s BA) ay, 
denn haben wir 7,, T,, 7,, so daB 

F,=7,9T;'; F,=T7, 97s"; F,= 3975» 


*) Diese Definition ist nur scheinbar von der des § 2 verschieden, wie in den 
§$§ 6—8 gezeigt wird. 
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so wird 
TF a FSR: Kas" Ses. 
woraus nach (33) und (13) die obige Regel ohne weiteres folgt. 
Aus der Kompositionsregel ergeben sich noch folgende Beziehungen. 
Nehmen wir F, = F,, so kommt 
p (xz; F,F,)= Jf o(xy; F,F,) e(y2; F,F,) dy, 
und da dies fiir alle F,, F, gelten mub, so muB 
y(xy; F,F,) =3(e—y) 
(yx; F,F,) = 6(2—y) 


sein. Das bedeutet aber: fiir die Wahrscheinlichkeitsbeziehung zwischen 
einer GréBe mit sich selbst ist ihr Wert unendlich scharf ausgezeichnet, so 
da8 man in Ubereinstimmung mit unseren Forderungen ihr wirklich einen 
eindeutigen Wert zuordnen kann. 


(37) 


Nehmen wir nun in der Kompositionsregel F, = F,, so folgt jetzt 
JS p(xy; F, F,) (yz; F, F,)dy =6(2—2z). 


Nach der Orthogonalitatsrelation (35) mu8 also 


(38a) Pp (yz; F, F,) =o" (yx; FF), 

(38 b) p (xy; F, F,) = p(xy; F, F,) 

sein. Damit bestatigen wir das Bestehen unserer Voraussetzung II 
(39) w(zy; F, F,)=w(yz; F,F,). 


Ferner sieht man auch, da8 ebenfalls die Forderung V erfiillt ist, 
daB die Wahrscheinlichkeitsbeziehung zweier GréBen nur von der kine- 
matischen Natur ihres Zusammenhanges abhangt, d. h. der reinen funktio- 
nalen Abhangigkeit von p und gq, da ja gar keine Bezugnahme auf weitere 
Eigenschaften des Systems erforderlich ist. 

Endlich ist die Wahrscheinlichkeitsbeziehung invariant gegen kano- 
nische Transformationen der Operatoren F, und F,, d.h. fiir belie- 
biges S ist 


(40) p(xy; F, F,) = p(ry;(SF,S*)(SF,S"')), 


denn bei der Transformation von F, und F, um S gehen 7, und 7, in 
ST, baw. ST, iiber, so daB T= T7,*T, und T~*=T,*T, ungeandert 
bleiben. Dies bedeutet, daB bei einem Ubergang zu einem anderen Koordi- 
natensystem die Reprisentanten der mechanischen GrdBen nach den Regeln 
der Quantenmechanik und nicht nach denen der gewdhnlichen Mechanik 


( 
( 


a. 7 


e 


cd 
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zu transformieren sind. Unter Beriicksichtigung dieses Umstandes ist es 


aber gleichgiiltig, welches Koordinatensystem zugrunde gelegt wird. Also 
ist auch die Forderung VI erfiillt. 


§ 6. 
Die Realititshedingungen. 


Wir kommen jetzt zu der schon erwahnten fundamentalen Frage, 
welche Bedingungen F bzw. F, and F, als Operatorfunktionen erfiillen 
miissen, damit die resultierenden Wahrscheinlichkeiten reell und positiv 
werden. Nur solche Operatoren kénnen sinnvollerweise als Reprisentanten 
mechanischer GréBen dienen, und wir werden so eine Bedingung fiir sie 
erhalten, die die Willkiir der Zuordnung im wesentlichen beseitigt. 


Die Realitat ist offenbar gesichert, wenn 
(41) y-'(yz; F,F,) = 9(zy; F, Fy) 
ist, da dann in Ubereinstimmung mit der Definition von w in § 2 
(42) w(ry; F,F,)= (ry; F,F,) 9 (yz; Fy F,) =|o(zy; F,F,)|° 


wird. Nun gibt es ja nach § 4 verschiedene gw, die zu denselben F,, F, 
gehéren. Es geniigt also, daB eines von diesen die obige Bedingung erfiillt, 
damit w reell wird. 


Wir untersuchen zunichst als ersten Schritt unter welchen Bedingungen 
es ein »(xy;qF) gibt, so dab 
e-*(yx; Fq)= 9 (xy; gF) 


wird. Dabei kénnen wir der Ubersichtlichkeit halber die Argumente g 
und F fortlassen, da es sich um ein reines Problem der Uperatorrechnung 
handelt. Dieses Problem ist, noch einmal formuliert, folgendes. 


Es sei F ein gegebener Operator. Welche Bedingungen muB er er- 
fiillen, damit es einen Operator 7’ mit dem Kern p(zy) gibt, so daB 


TqT =F, ah. p) gp le) _ pl) 


und 
(43) p-* (yx) = F(xy) 
wird. Fiir m bestehen nun die beiden Gleichungen (siehe (21)) 
. pod 
(see) (Fr) _ 2) »(uz)=0, 
. a 
(44b) (a) +22) o(uz)—0, 


Mathematische Annalen. 98. 2 
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wo G@ der zu F konjugierte Operator 
G=Tpt, ah. Gg) =p) (92) pt) 
ist. 
Soll nun die Realitatsbedingung (43) erfiillt sein, so muB g-* den 
zu (44) konjugiert komplexen Differentialgleichungen 


(45a) (#*) _ 5) 9-1(yu) =0, 


(45b) (a) —e2)@-*(yu)=0 


geniigen, wobei zu beachten ist, daB « rein imaginar ist. In § 3 hatten 
wir ferner fiir p~* die Funktionalgleichungen (siehe (17)) 


(46a) (eX +02) [p(ux) p-*(yu)du=0, 
y 


cz 
(46b) (x—y) f p(ux) p-*(yu)du=0 


abgeleitet. Das Bestehen der Realititsbedingung (43) ist demnach gleich- 
bedeutend mit der Vertriaglichkeit von (44), (45) und (46), und wir suchen 
dementsprechend die Bedingung hierfiir aufzustellen. 


Nun erhalten wir fiir die linke Seite von (46a) unter Beriicksichtigung 
von (44) und (45) 


(e< 4 eX) Je (ux) o-*(yu)dw 
=f (e- . a y-*(yu)du + fp (uz) (e 5 e = -*(yu)) du 


= 4 “1(yu)du +for( ux)G (w) y-"(yu)du 


om —f{e oles) —9 (uz) G") 9-1(yu)hdu, 
und entsprechend fiir (46 b) 
(x — y) fp (wx) p-*( yu)du 


=f{e- (yu) PO «) ‘iii etent™ o 


Die Bedingungen fiir (43) werden also 
(47 a) Sfe-(yuye™ 


(47) f{o-r(yu) FP“ 


‘(yu)}dw 


p(ux)— p(uz)a) 9-1(yu)\au =. 


p (ux) — p(uz)F*) o-*(yu) dw =0. 
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Sie sind jedenfalls erfiillt, wenn F und G fiir alle Funktionen f(u) und 
g(u) den Bedingungen 


(48 a) Slo r ‘f(u) — f(u) F pi 'g(u)\du =o, 
(48) fou) pu) — ¢(u) @™ g(u)\au =o 
geniigen. 


Um nun zu untersuchen, wann F und G diesen hinreichenden Be- 
dingungen (48) geniigen — die Notwendigkeit soll gleich hernach gezeigt 
werden —, fragen wir zunachst, wann es zu einem festen gegebenen Ope- 
rator A einen anderen Operator B gibt, so daB identisch in f und g 


(49) Sfocwya™ p(w) — r(u) B™ g(u)}au =o 


wird. Zunichst ist leicht festzustellen, daB es zu gegebenem A héchstens 
ein solches B geben kann; denn wire (49) fiir B, und B, erfiillt, so folgt, 
daB fiir alle f(w) und g(u) 
——- 
J t(u) (B,— B,) Letebiait 


sein muB, und das ist in der Tat nur fir 


(B,—B,)=0, also B,=B, 
méglich. 


Eine Lésung der Operatorgleichung (49) la8t sich nun sofort angeben. 
. ‘S , 
Sei »(xy) der Kern von A v) so wird 


(50) BY) f(y) = fe(yx) f(y)dy, 


denn in der Tat ist dann 


Si{go(u *) 6(u) — f(u)B Bp) g(u)}du 


=fg(u)A (s) f(v)du— f f( (u) iB °) g(v)du 
=fg(u)[f o(ur) f (v)dvjdu— fft(u)[f v(vu) g(v)dv]du 
= ff p(uv) g(u) f(v)dudv— ff p(vu)g(v) f(u) dvdu = 0. 


Dieses B, das nach der obigen Uberlegung durch (4{)) eindeutig bestimmt 
ist, bezeichnen wir mit A” und nennen es den zu A adjungierten Operator. 
Die Realitaétsbedingungen (48) sind also erfiillt, wenn 


Fa F* wd G=@" 
9* 
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ist, also Fund G zu sich selbst adjungiert sind. Solche Operatoren nennen 
wir auch hermitisch. Diese Bezeichnung ist dadurch begriindet, da8 die 
Bedingung F = F” fiir den Kern y(xy) von F 
(51) y(xy)= (yz 
besagt. 

Die Notwendigkeit dieser, mit (48) gleichbedeutenden Bedingung (51) 
ergibt sich nach P. Bernays folgendermaBen: 


Cu) 9/ (Ss) pm-1\(s) 
y(zy)=— PF" d(u—y)=T vo(T) 


(3) 


=T' vp'(vy) 


d(u—y) 


= fo(xv)vp-(vy)dv, 
also nach (43) 
p(xy) =f p(xv)G(yv)vdv, 
was die Behauptung (51) in Evidenz setzt. 


§ 7. 
Eigenschaften hermitischer Operatoren. 


+ 


Es seien noch einige weitere Eigenschaften der Operation * unter- 


(3) 


sucht. Es seien A’ \ 


.3 v) zwei beliebige (also nicht selbstadjungierte) 
Operatoren mit den Kernen (xy) bzw. y(xy). Nun hat at) den 
Kern @(y2), att) 
(52) A** =A. 


Ferner haben cA) bzw. a”) 4 plo) die Kerne cy(xy) bzw. 

-) z 
Aare Bi A rh also (c A)* \y! bzw. (4+.B)* 
bzw. @(yx)+ (yx). Daher gilt 


also wieder den Kern (xy), also ist 


die Kerne @@(yz) 


(53a) (cA)’ =éA', 
(53b) (A+ B)*=A’'+B* 
Endlich hat AB den Kern Sp(xu)p(u y)du, also(AB)* den Kern 


S@(yu)o(ux)dr = fo(ux)P(yu)du, 
so daB 


(54) (AB)* = B* A’. 
Sind A und B hermitisch, so ist A-+ B nach (53) auch hermitisch. 
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Dagegen cA nur dann, wenn ¢ reell ist, und nach (54) AB nur dann, 
wenn AB =BaA ist, 
Nach (54) erhalt man noch aus 
AA*=A*A=1, 
(A-*)* A" =A*(4"*)* =I, 


also allgemein 


(55) (A*)~* =(47*)*. 
Durch Einsetzen in (48) verifiziert man ferner leicht die Beziehungen”) 
(56) O*=0; 1° =1; gt=q; pt=p. 


Die Grundoperatoren 0, 1, q, p sind also selbst hermitisch. 

Aus (53), (54) und (56) findet man weiter 
(56a) s(q)* = 3(q) 

Fiir eine beliebige Operatorfunktion A(pq) erhalt man endlich die 
adjungierte Operatorfunktion A* (pq), indem man alle Produkte riickwarts 


liest, und alle Konstanten durch die konjugiert komplexen ersetzt (aus- 
genommen e« selbst; man hat den Ubergang zum konjugiert Komplexen, 


also vor Ersetzung von p durch e— 4 =» auszufiihren). So ist speziell z. B. 


8 


(57) (32, (9) p")" = Sp" 5, (9). 


Ist ferner F hermitisch, so set a es zu ihm stets ein kanonisch kon- 
jugiertes G, das ebenfalls hermitisch ist. Sei nimlich G zu F kanonisch 
konjugiert (aber nicht notwendig selbst hermitisch), so gilt also 


GF-—FG=el, 
und demnach nach (54) 
(GF—FG)* =(e1)* = —el, 
F* q* —Gt F* =—el, 
(58) Gt F* —F* Gt =e1. 


*) Fiir p ist (48) allerdings nur gewihrleistet, wenn f(u) und g(u) im Un- 
endlichen verschwinden. Vermittels der Kerndarstellung (23b) bestatigt man aber 
direkt (56) unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB 4’(z—y) eine ungerade 
Funktion von (x—y) ist. Diese Betrachtung ist iibrigens sehr verallgemeinerungs- 
fahig. Hat man eine beliebige Operatorfunktion F = A(pq), so wird bei Selbstadjunktion 
der Integrand von (48) ein vollstaindiges Differential eines Ausdruckes von f,g und 
deren Ableitungen nach u. Damit ist auch wieder gezeigt, daB man im allgemeinen das 
Bestehen von (48) bei hermitischem A nur fiir solche Funktionen f und g verlangen 
darf, die an den Integrationsgrenzen (d. h. im Unendlichen) verschwinden, weil man 
sonst offenbar zuviel verlangt. 
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Da nun F hermitisch, also F = F* sein soll, so ist auch 
G* F—FG* =el, 
und demnach 
5 (@+@*)F—4 F(G+G*)=el. 
Demnach ist der offensichtlich hermitische Operator 
(59) G, = 5(@ +6") 
ebenfalls zu F kanonisch konjugiert. 

Als letzten Punkt untersuchen wir schlieBlich noch, wie beschaffen 
der Transformationsoperator 7' sein muB8, damit F und @ _hermitisch 
werden. Aus 

TqT'=F; TpT'=G 
wird unter Beriicksichtigung von (54), (55) und (56) 
(608) Gt = (T"')* pT =(T*) "pT", 
(60b) Ft =(T")* q* T* =(T*)"* qT". 
F und G sind also dann und nur dann hermitisch, wenn 
TpT'=(T*) "pT, ah. T*Tp=pT* T, 
TqT*=(T*) "qT, dh T*Tq=qT' T, 
ist. Also mu8 7* T mit p und q vertauschbar sein, also auch mit allen 
Operatorfunktionen von p undq. Dies ist aber nur méglich, wenn 7* T 
selbst von p und g unabhingig und also gleich einer Konstanten ist 
(61) tT’ T=c'l. 
Da ferner nach (54) und (52) 
(T*T)* =T°T**=—=T'T 
ist, also 7'* 7 stets hermitisch ist, so muB (nach 53a) c* reell werden. 
Da man nun 7’ mit einer beliebigen Konstanten multiplizieren darf, so kann 


man durch |¢| dividieren, und man erhalt so als Bedingung dafiir, daB F 
und @ hermitisch sind: 
(62) TT=+1, T=+(T*)”. 
Einen Operator mit dieser Eigenschaft nennen wir hermitisch orthogonal. 
Ubrigens kommt, wie man Jeicht zeigt, nur das positive Vorzeichen in Betracht. 

Durch die Forderung, daB bei gegebenem hermitischen F der Trans- 
formationsoperator 7 

TqT'=F 

hermitisch orthogona! sein soll, ist jetzt iibrigens umgekehrt 7 bis auf 
einen konstanten Faktor vom absoluten Betrag 1 festgelegt. 
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In der Tat folgt aus 
TqT'=F; TpT'=G, 
SqS"=F; SpS'=G, 
zunachst 
T"Sp=pT"'S8; T'Sq=qT'S, 
woraus wie friiher auf 


T'*sS=cl, S=cT 


zu schlieBen ist, und wenn sowohl 7 als auch S§ hermitisch orthogonal 
sind, so mu8 


(63) c&é=\|e\*=1 
sein. 
Ist endlich 7’ hermitisch orthogonal, so ist es 7’ offensichtlich auch, 
und sind T und § beide hermitisch orthogonal, so auch 7S, da nach (54) 
und (62) 
(TS)(TS)* =TSS* T* 
=+t7TT*=—+1 


ist. Die hermitisch orthogonalen Operatoren bilden also eine Gruppe. 


§ 8. 
Die physikalische Bedeutung der Realititshedingungen. 


Wir gehen jetzt dazu iiber, die Bedeutung dieser Resultate fiir 
die physikalische Interpretation zu diskutieren. Wir haben gesehen: 
Die Realitét ist fiir w(xy;qF) sichergestellt, wenn F ein hermitischer 
Operator ist. Dann gibt es auch ein zu F kanonisch konjugiertes G, 
das ebenfalls hermitisch ist, und die Transformation von g, p auf F, G 
wird durch einen im wesentlichen eindeutig bestimmten hermitisch-ortho- 
gonalen Operator 7’ erreicht. Ist F dagegen nicht hermitisch, so la6t 
sich iiber die Realitét nichts aussagen. Wir werden daher annehmen, 
da8 nur hermitische Operatoren eine Bedeutung haben, also physikalischen 
GréBen zugeordnet werden diirfen. Diese Forderung mag zunichst sehr 
einschneidend erscheinen, sie schrinkt aber gerade die Willkiir, die bisher 
noch in der Méglichkeit der Zuordnung der Operatoren zu den mecha- 
nischen GréBen bestand, in passender Weise ein. Eine mechanische GréBe 
hatten wir ja als eine Funktion eines kanonischen Variablenpaares pq 
angenommen, und den zugehérigen Operator dadurch gewonnen, daB wir 
diese Funktion als Operatorfunktion ansahen. Diese Zuordnung ist aber 
nicht eindeutig, da ja bei der Operatorfunktion die Reihenfolge der Fak- 
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toren wesentlich ist. Durch passende Anordnung und lineare Kombination 
verschiedener Anordnungen ist es nun stets méglich, einen hermitischen 
Operator zu bilden, z. B. ist ja 4(A-+ A*) stets hermitisch. Eine solche 
»Symmetrisierung“ ist auch bisher stets in der Quantenmechanik bei der 
Aufstellung der Hamiltonschen Funktion gefordert und z. B. bei Schrédinger 
durch ein Variationsprinzip erreicht worden. Die Symmetrisierung selbst 
ist nun auch nicht eindeutig, sondern kann noch auf verschiedene Weisen 
vorgenommen werden. Man kann diese Unbestimmtheit aber in den 
meisten Fallen durch folgendes Verfahren umgehen. Zerfallt in einem 
bestimmten Koordinatensystem der Ausdruck der mechanischen GréBe 
F(pq) in F,(p)+ F,(q), also in die Summe einer Funktion von p allein 
und einer Funktion von g allein, so ist F(pq) als Operatorfunktiou schon 
hermitisch (falls nur die Koeffizienten reell sind) und man wird annehmen, 
da8 man damit den richtigen Operator hat. Denkbar sind natiirlich auch 


Erweiterungen, wie z. B. statt F,(p) auch aay Fi (P) 9(4) zu derselben 


mechanischen GréBe F,(p) zugeordnet werden kann. 

Im iibrigen ist hier gerade der Punkt, an dem Modifikationen der 
Theorie vorgenommen werden kénnen. Es wird nach dem bisherigen 
Verfahren der zu einer mechanischen GréBe gehérige Operator dadurch 
bestimmt, da®B man einfach die Funktion F(pq) zugrunde legt, die 
in der klassischen Mechanik diese GréBe darstellt, wobei eventuell nur, 
wie gesagt, ein gewisser Symmetrisierungsproze8 vorzunehmen ist. Es ist 
nun keineswegs ausgemacht, ja sogar sehr unwahrscheinlich, da8 dies schon 
in allen Fallen das richtige Rezept darstellt. Es scheint z.B. zu versagen, 
wenn man versucht, der in der Theorie der Spektren so fundamentalen 
Hypothese des magnetischen Elektrons Rechnung zu tragen. Ebenso ist 
es Dirac’®) neuerdings gelungen, durch Ejinfiihrung einer geeigneten modi- 
fizierten Hamiltonschen Funktion die Wechselwirkungen der Atome mit 
der Strahlung zu behandeln. 

Die Wahrscheinlichkeitsamplituden sind durch die obige Forderung, 
da8 der Transformationsoperator hermitisch orthogonal sein soll, ebenfalls 
nur festgelegt bis auf einen Zahlenfaktor vom Betrage 1. Diese Un- 
bestimmtheit entspricht physikalisch den willkiirlichen Phasenkonstanten 
in der gewéhnlichen Mechanik, doch sei darauf nicht naher eingegangen. 

Die Forderung, da8 F und @ hermitisch seien, bringt es mit sich, 
daB die Differentialgleichungen (44) fiir die Amplituden selbstadjungiert 
werden, und zwar in einem etwas weiteren Sinne, als es in der Theorie 
der Differentialgleichungen iiblich ist, da dieser Begriff dabei auch auf 


%) P. A. M. Dirac, Proc. Royal Soc. A 114 (1927), S. 243. 
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Differentialgleichungen mit komplexen Koeffizienten ausgedehnt wird (siehe 
hierzu Jordan, loc. cit. § 3). 

Alle Resultate hinsichtlich der Realitatsverhiltnisse von w(xy; qF) 
iibertragen sich ganz analog auf w(xy; F, F,). Dieses wird reell und 
nichtnegativ, wenn der zugeordnete Operator 7 = 7,~* 7; hermitisch ortho- 
gonal ist. Dies ist aber wegen der Gruppeneigenschaft sicher der Fall, 
wenn 7, und 7, fiir sich hermitisch orthogonal sind, was sich stets er- 
reichen la8t, wenn F, und F, beide hermitisch sind. Wie man leicht 
sieht, ist dies nicht einmal notwendig. Es geniigt, wenn es einen Ope- 
rator S gibt, so daB SF,S~* und SF,S~™ hermitisch werden. 


§ 9. 
Anwendung der Theorie auf spezielle Fille. 


Nachdem wir die allgemeine Theorie entwickelt haben, wenden wir 
sie auf einige wichtige Fille tatsichlich an und ziehen somit einige Folge- 
rungen aus ihr. Fiir gegebenes hermitisches F gelten die Differential- 
gleichungen (44) 


(648) (pr) _y)e(ey;qF)=0, 
(64) (+2) o(ey:¢F)=0, 
wobei G durch 

(65) GF—FG=el 


und die Forderung, hermitisch zu sein, bestimmt ist. Man kann also im 
allgemeinen die Differentialgleichungen aufstellen, ohne den Transformations- 
operator 7’ selbst zu kennen. Ist er bekannt, so lassen sich natiirlich die 
Lésungen von (64) sofort hinschreiben. Ist g, wie es meistens der Fall 
sein wird, bereits durch eine dieser Differentialgleichungen vollstandig be- 
stimmt, so mu8 die andere als Identitat erfiillt sein. 

Wir untersuchen nun folgende Fille. Zunichst sei F eine Funktion 
von g allein: 

F=f(q). 


Die Forderung, hermitisch zu sein, besagt dann einfach f= f, dh. die 
Reihenentwicklung von f(z) nach z soll reelle Koeffizienten haben. Die 
Funktionalgleichung (64a) lautet dann 


(rq) — y) o(29; @F)=0, 
(f(z) —y)e(zy;qF)=0. 
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D.h. aus y+ f(x) folgt p(zy;qF)=0. Da nun w(yz; Fg) = w(xy; qF) 
=|p(xy;qF)|° ist, so ist fir y+ f(x) auch w(xy;qgF)=0. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daB fiir gegebenen Wert y der Koordinate die durch F ver- 
tretene GréBe im Intervall ab liegt, 


(yx; Fq)dz, 


verschwindet also auch, falls f(z) nicht in diesem Intervall liegt, d.h. 
diese GréBe verhilt sich genau so wie die Funktion f(z) selbst. Fiir 
Funktionen von gq allein haben wir also dieselbe strenge funktionale Ab- 
haagigkeit wie in der gewdhnlichen Mechanik. 

Als nachsten wichtigen Fall nehmen wir F = p, suchen also w(zxy; qp). 
Auch dieses F ist nach unseren friiheren Ausfiihrungen hermitisch. Das 
zugehérige G kénnen wir leicht finden. Es ist der ebenfalls hermitische 
Operator — q, wie aus dem Bestehen der Relation 


GF-— FG=—qp+pq=el 
hervorgeht. (xy: yp) gvniigt also den Differentialgleichungen 


(65a) (-ate2)@ (zy; qp) = (-a+er )P(zy;qp)=0, 


(65 b) (p — y)@(2y; 9p) = (e2 — ) (xy; ap) = 0; 
hieraus folgt, bis au/ einen gleichgiiltigen Faktor, 
zy 
(66) p(zysqp)=e° , 
und da —q und p hermitisch sind, 
ty 
(66 b) p-*(yx; pq) =G(zysqp)=e * 


Also wird 

w(xzy;qp)=w(yz; pq)=1, 
(67 ) b 
J w(yx; pq) dy =b—a, 


a 
d.h. die Wahrscheinlichkeit, de fiir einen gegebenen Koordinatenwert 
der Impuls innerhalb eines bestimmten Intervailes liegt, ist proportional 
zu der GréBe dieses Intervalles, das bedeutet aber, daB alle Werte des 
Impules gleichwahrscheinlich sind. 
Der zu der Transformation g in p gehérige Operator — wir be- 
zeichnen ihn zum Unterschied von anderen Operatoren mit P — ist 


2\ 


(68) p® py) = fer) dy. 
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Die letzten Resultate sind alle ohne weiteres auch fiir die Wahr- 
scheinlichkeitsbeziehungen beliebiger Funktionen F, und F,, also fiir 
w(xy; F,F,) zu tibertragen. Es sei zunichst F,=—/f(F,), d.h. F, eine 
Funktion von F, allem. Wir suchen nun einen Operator S, so daB 


SqS'= F, 
wird. Dann bekommen wir 
Sf(q)S~'=f(SqS"') =f(F,) = Fy, 
und es wird nach (40) 
w (ay; F, F,) = w(xy; (SqS~*)(Sf(q)S~*)) = w(xy; qf(q)), 


d.h. auch hier geht wieder die Wahrscheinlichkeitsabhingigkeit in eine 
rein funktionale wie in der klassischen Mechanik iiber. 


Zweitens betrachten wir noch den Fall, daB 
GF-— FG=el 


sei, also F und G zueinander kanonisch konjugiert sind. Dann gibt es 
zunachst ein S, so daB 


SqS"'=F; SpS"*=G 
ist. Ferner ist mit dem in (68) eingefiihrten P 


p=PqP™', 
also 


(SP)q(SP)"'=G. 
Daher kénnen wir 7,= S; T, = SP setzen, also 
T=T;'T, =P. 
Daraus folgt aber wieder nach (68) und (40) 
ay _ay 
(69) p(zy;FG)=e', p-t(ya;GF)=e 
wlxy;GF)=1, 


e 


d. h. F und @ stehen wieder in derselben Beziehung zueinander, wie 
Koordinate und Impuls. Das bedeutet physikalisch, da8 alle Variablen- 
systeme (pq) gleichberechtigt sind, die durch kanonische Transformationen 
im Sinne der Quantenmechanik verkniipft sind. 


§ 10. 


Die Schrédingerschen Differentialgleichungen. 


Wir kommen jetzt zu der wichtigsten Anwendung der Theorie, nim- 
lich der Ableitung und Interpretation der Schrédingerschen Differential- 
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gleichungen. Man gelangt zu ihnen, wenn man nach dem Wahrschein- 
lichkeitszusammenhang zwischen Energie und Koordinate fragt. Die 
Energie ist in der klassischen Mechanik in der Hamiltonschen Funktion 
H(pq) als Funktion von Koordinate und Impuls dargestellt. Diese 
Hamiltonsche Funktion wiahlen wir dementsprechend (natiirlich wie bei 
Schrédinger nach passender Symmetrisierung) als unser F. Ferner fiihren 
wir fiir den Wert von F statt y die Bezeichnung W ein, um zu kenn- 
zeichnen, daB diese GréBe hier die Energie darstellt. Dann wird die 
Differentialgleichung (64a) 


(70) {H(e<,2)—W)o(2W;qH)—0, 


das ist aber genau die gewdhnliche Schrédingersche Differentialgleichung. 


Ihre Interpretation ist nach den in §5 festgelegten Gesichtspunkten 
folgende. o(zW;qH)= (Wz; Hq) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
dafiir, daB die wirkliche Lagekoordinate des Systems einen Wert zwischen 
z und z-+ dz hat, wenn der Wert W der Energie vorgegeben ist. Wenn 
nun die Schrédingergleichung, wie es im allgemeinen der Fall ist, diskrete 
Eigenwerte und Eigenfunktionen hat, so kommt in »(2W;qH) statt der 
kontinuierlichen Abhangigkeit von W eine Aufspaltung in die einzelnen 
Eigenfunktionen zustande. D.h. es ist 


(71) yp (zW,; gH) =y, (2), 


wo yw, die n-te zu dem Eigenwert W, gehérige Eigenfunktion ist. Damit 
ist zunaichst die in der Einleitung angegebene physikalische Deutung der 
Eigenfunktionen von Pauli als Spezialfall der allgemeinen Theorie erkannt; 
denn es ist nun |w,(x)|* die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Lage- 
koordinate des Systems einen Wert zwischen x und z+ dz hat, wenn 
das System selbst sich im n-ten Zustand befindet. Fiir W+ W,, gibt es 
hingegen keine iiberall regulire im Unendlichen verschwindende Funktion, 
die der Differentialgleichung geniigt. D.h. aber, die Wahrscheinlichkeit, 
da8 fiir einen solchen Energiewert die Koordinate des Systems in einem 
endlichen Intervall angetroffen wird, ist verschwindend klein, d. h. solche 
Zustinde kommen nicht vor. 


Die zweite inhomogene Schrédingersche Differentialgleichung mit eli- 
minierter Energiekonstante W erhailt man, indem man die zu H(pq) 


kanonisch konjugierte GréBe t(pq) als unser F(pq) nimmt. Dann wird 
nimlich aus (64b) 


(alex, z) tex ho(zy; qt)=0, 
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also gerade die zweite Schrédingergleichung 
P : 
(72) {a(e4, 2) +echy(e, t)=0, 


wenn man fiir y die Zeit ¢ einsetzt. Es ist also in der Quantenmechanik 
auch der Zeit ein Operator zugeordnet, und zwar gerade der zu der 
Hamiltonschen Funktion kanonisch konjugierte. Dies entspricht iibrigens 
ganz der gewéhnlichen Mechanik, in der man ebenfalls ¢ als die zu der 
Energie kanonisch konjugierte Variable auffassen kann. 

Die physikalische Bedeutung der Lésung y(z,t) dieser Differential- 
gleichung ist also, daB sie die Amplitude dafiir darstellt, daB zu einem 
gegebenen Zeitpunkt ¢ die Koordinate in ein bestimmtes Interval] fallt. 
Dies entspricht auch der Interpretation, die Born ihr gegeben hat **). 

Die Schrédingerschen Differentialgleichungen sind immer nur jedesmal 
eine der beiden allgemeinen Differentialgleichungen der Quantenmechanik. 
Die andere ist dann von selbst mit erfiillt. Sie liefern dabei Identititen, 
die man ebenfalls physikalisch interpretieren kann (siehe hierzu Jordan, 
loc. cit.). 

Wir sind im vorhergehenden immer so verfahren, als ob alle Variablen 
in einem kontinuierlichen Gebiet verinderlich waren, wahrend physikalisch 
ja gerade die Fille von besonderer Wichtigkeit sind, in denen diskrete 
gequantelte Zustiinde auftreten, und daher die Variablen auch diskontinuier- 
liche Wertebereiche zu durchlaufen haben. Unser Vorgehen ist aber zu- 
nachst durchaus konsequent und umfaBt ohne weiteres auch diese letzten 
diskontinuierlichen Fille, da wir ausdriicklich uneigentliche Funktionen 
wie d(2 — y) eingefiihrt haben, deren Auftreten nichts anderes bedeutet, 
als daB die entsprechenden Variablen nur gewisser diskreter Werte 
fabig sind. Durch Einfiihrung dieser Funktion kann man stets Summen 
als Integrale iiber solche uneigentliche Funktionen auffassen, und so 
kontinuierliche und diskrete Wertbereiche formal gleichmaBig behandeln. 


%) M. Born, Zeitschr. f. Phys. 40 (1925), 8. 167. Die allgemeine Lésung von (72) 








ast Wat 
(73) y (zr, t)= ZS oe wal(ze 
n 
at Wat |® 
wird dort so interpretiert, daB | c,e as | die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben 


soll, da8 das Atom sich im n-ten Quantenzustand befindet. c, e278 Wat * ist dann 
in unserem Sinne als Amplitude hierfiir zu betrachten. Das einzelne Summenglied in 
(73) ist dann die Amplitude dafiir, daB sowohl das Atom sich im n-ten Zustand be- 
findet und die Koordinate einen bestimmten Wert hat, und der ganze Ausdruck (73) 
die Amplitude dafiir, daB das Atom in irgendeinem Zustand sich befindet und die 
Koordinate einen bestimmten Wert hat, was mit obigem iibereinstimmt. Mit den Am- 
plituden l4Bt sich also wie mit gewdhnlichen Wahrscheinlichkeiten rechnen. 











30 D. Hilbert, J. v. Neumann und L. Nordheim. Grundlagen der Qantenmechanik. 


Die allgemeine Lésung von (70) also y(xW; qH) kann man dann formal 
in einem einzigen Ausdruck 


(74) (2W; gH) = Se,y,(z) 0(W — W,) + v2) ¢(W) 


zusammenfassen, wobei im allgemeinen ein diskreter und kontinuierlicher 
Bestandteil entsprechend dem diskreten und kontinuierlichen Termspektrum 
von W auftreten wird. Die Normierungskonstanten bzw. Funktion c, 
bzw. c(W), die die statistischen a priori Wahrscheinlichkeiten der ein- 
zelnen diskreten Quantenzustande bzw. der Intervalle des kontinuierlichen 
Spektrums angeben, lassen sich dabei im Prinzip aus der Forderung be- 
rechnen, daS der Transformationsoperator hermitisch-orthogonal sein soll. 
In diesem Sinne ist die Theorie also durchaus vollstandig und es bedarf 
zu der Erledigung solcher Fragen keiner neuen physikalischen Axiome. 
Auch kann man formal durch geeignete Anwendung der uneigentlichen 
Funktionen den ganzen Kalkiil als eine Art Matrizenrechnung formulieren 
und damit den eigentlich diskontinuierlichen Charakter der Quanten- 
mechanik deutlich zum Ausdruck bringen. Dies ist im wesentlichen die 
Methode von Dirac. 

Vom mathematischen Standpunkt ist aber die dabei eingeschlagene 
Rechnungsweise, besonders wenn man etwa versucht, solche Fragen wie 
dic obige nach den statischen Gewichten zu behandeln, ziemlich unbefrie- 
digend, da man nie sicher ist, in welchem Umfange die dabei auftretenden 
Operationen wirklich zulassig sind. Deshalb sehen wir zuniachst von der 
weiteren Ausfiihrung dieser Gedanken ab. Wir hoffen jedoch, bei anderer 
Geleyenheit auf diese Fragen zuriickkommen zu kénnen*’). 

Die allgemeine Theorie erhalt wohl sachlich in unserer Darstellung 
eine so durchsichtige und formal einfache Form, da8 wir sie hier in der 
mathematisch noch unvollkommenen Form durchgefiihrt haben, zumal eine 
ganz exakte Darstellung viel miihsamer und umstindlicher werden diirfte. 


12) Vgl. eine demnichst in den Géttinger Nachrichten erscheinende Abhandlung: 
»Mathematische Begriindung der Quantenmechanik* von J. v. Neumann. 


(Eingegangen am 6. 4. 1927.) 
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Kapitel I. 
Allgemeine Eigenschaften der Dimension’). 


1. Den Urysohnschen Gesichtspunkt vertretend, daB der tatsichliche 
Geltungsbereich der Betrachtungen der geometrisch-mengentheoretischen To- 
pologie*) derjenige der kompakten metrisierbaren Raume*) und deren Teil- 
mengen ist‘), verstehen wir im folgenden (falls nichts anderes ausdriick- 
lich vorausgesetzt ist) unter einem Raume E stets einen kompakten metri- 
schen Raum und dementsprechend unter einer Punktmenge eine Teil- 
menge eines solchen Raumes. 

Die auf diese Weise getrofiene Einschrinkung des Raumbegriffes laBt 
einen, seinem Umfange nach nicht zu unterschaizenden Spielraum fiir die 
Entwicklungen der mengentheoretischen Topologie: man braucht in der 
Tat nur daran zu denken, daB jeder metrisierbare, dem II. Abzdhibarkeits- 
axiom geniigende, topologische Raum einer Teilmenge eines (und desselben ) 
kompakten metrischen Raumes homéomorph*) und jeder dem II. Abzahl- 
barkeitsaxiom geniigende reguldre topologische Raum metrisierbar ist®). 

Es kann also z. B. jeder dem erwahnten Axiom geniigende, im kleinen kompakte 
(insbesondere jeder metrisierbare, im kleinen kompakte) Raum’) als Teilmenge eines 
kompakten metrischen Raumes betrachtet werden, was vom Standpunkt der mengen- 


theoretischen Topologie der (offenen) Mannigfaltigkeiten und derartigen Gebilde von 
Interesse sein diirfte. 


2. DefinitionI. (,,Die e-Aussonderung eines Punktes*.) Es sei C 
eine beliebige Punktmenge, z ein Punkt von C. Die Zerlegung der 
Menge C 

C=A+B+D 


1) Vgl. wegen Bezeichnungen Paul Urysohn, Uber die Machtigkeit der zusammen- 
hangenden Mengen (Math. Ann. 94, 8. 262). 

*) Darunter verstehen wir (im Gegensatz zum abstrakten, d. h. vor allem den 
axiomatischen Untersuchungen gewidmeten Zweige der modernen Topologie) denjeni- 
gen Teil der Topologie, der unter systematischer Benutzung mengentheoretischer Metho- 
den den anschaulich gegebenen geometrischen Boden doch nicht verlassen will. 

8) Also der dem II. Abzihlbarkeitsaxiom geniigenden, kompakten topologischen Réume. 
Siehe hierzu P. Urysohn, ,Ober die Metrisation der kompakten topologischen Raume“ 
Math. Annalen 92, S. 275) sowie ,,Zum Metrisationsproblem* (Math. Annalen 94, 8. 309). 

*) Vgl.iiber diesen Standpunkt Mémoire s. l. mult. Cant. I, Introduction, $§ 8, 9 
(Fund. Math. 7, 8. 41, 42, insbesondere FuBnote *), S. 41). 

Im folgenden werden wir den ersten bzw. zweiten Teil des ,Mémoire sur les 
multiplicités Cantoriennes“ durch Mém. I, bzw. Mém. II zitieren. 

5) Siehe P. Urysohn, ,Der Hilbertsche Raum usw.“, Math. Annalen 92, S. 302. 

*) Siehe P. Urysohn, ,Zum Metrisationsproblem“, Math. Annalen 94, S. 309 und 
A. Tychonoff, ,Uber einen Metrisationssatz von P. Urysohn“, Math. Annalen 95, 8. 139. 

7) Vgl. hierzu P. Alexandroff, ,Uber die Metrisation der im kleinen kompakten 
Riiume“, Math. Annalen 92, S. 294. 
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in drei paarweise zueinander fremde Mengen heiBt eine e- Aussonderung*) 
des Punktes x in bezug auf die Menge C, falls 

1. A>z, 

2. H(A,D)=0 (wobei wir stets H(A, D) fir AD+4AD setzen), 

8. A+ BcS(z, e)*). 

Die Menge B soll dabei eine e-aussondernde Menge heiBen. Der Be- 
griff der e-Aussonderung gestattet folgende Dimensionsdefinition einzu- 
fiihren: 

Definition II ( Dimensionsdefinition): 

II,. Wenn der Punkt 2 fiir jedes « >0 durch die leere Menge B = 0 
e-ausgesondert werden kann, setzen wir 


dim, C = 0 
und sagen, die Menge C sei im Punkte x nulldimenstonal. 


IIx C heiBt eine nulldimensionale Menge, falls sie in jedem ihrer 
Punkte nulldimensional ist. Wir setzen dann 


dim0=0. 
II,. Wenn der Punkt 2 der Menge C fiir jedes «> 0 in bezug auf 


C mittels einer héchstens n — 1-dimensionalen Menge «e-ausgesondert 
werden kann und wenn dabei nicht dim, C < n — 1 ist, so setzen wir 


dim. C =n 
und sagen, die Menge C sei im Punkte x n-dimensional. 


IIy C hei®t eine n-dimensionale Menge, falls sie in allen ihrer 
Punkte héchstens n-dimensional, und wenigstens in einem ihrer Punkte 
genau n-dimensional ist: 

dim C =n. 

II... Falls auf die soeben geschilderte Weise man fiir dim,C bzw. 
dim C(C +0) keine ganze Zahl n > 0 erhialt, setzt man definitionsgemaB 
dim, C bzw. dimC =oo. Wir fiigen noch bequemlichkeitshalber hinzu: 


*) Genauer: »EKine Aussonderung in der sphirischen Umgebung S (z, «)*. (Dabei 
bedeutet S(z,«) die Menge aller Punkte unseres Raumes, die vom Punkte z weniger 
als um « entfernt sind.) 

®) Diese Definition 148t sich unmittelbar auf allgemeine topologische Riume (so- 
gar auf beliebige Riume, wo die Hiaufungspunkte auf Grund einer Umgebungsdefi- 
nition erklart sind = Fréchetsche (V)-Raiume) iibertragen: Es geniigt in der Tat die 
Inklusion 3. durch A+ Bc U(x) zu ersetzen, wobei U(x) eine (beliebige) Umgebung 
des Punktes x bedeutet. Man erhilt auf diese Weise den Begriff der ,Aussonderung 
in einer beliebigen Umgebung des Punktes x“. (Vgl. hierzu den § 8 der unter *) 
zitierten Arbeit, S. 270.) Wie gesagt, legen wir auf derartige Verallgemeinerungen 
keinen besonderen Wert und werden sie im folgenden nicht erwihnen, insbesondere 
weil sie kaum fahig sind, etwas sachlich Neues zu bringen. 

Mathematische Annalen. 98. 3 
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I1*,. Die leere Menge ist definitionsgema8 die einzige Menge von 
der Dimension — 1. 

3. Definition III. Ein n-dimensionales Kontinuum C**) heiSt eine 
verallgemeinerte Cantorsche Mannigfaltigkeit von der Dimension n, falls 
die Menge der Punkte z, in denen dim,C =n ist, eine iiberall dichte 
Teilmenge von C bildet. 

Es sei z. B. in der Ebene ein Punkt ¢ (Anfangspunkt eines Achen- 


kreuzes) gegeben. Wir bezeichnen durch C, die Kreisscheibe, die die Strecke 


f 7} : ; 
; — | der x-Achse zum Durchmesser hat. Dann ist das Kontinuum 


C=§+ S0,,, 
n=1 


eine verallgemeinerte Cantorsche Flaiche (— Mannigfaltigkeit von der Di- 
mension 2), obwohl 


n 


ist. 

Definition IV. Ein n-dimensionales Kontinuum C hei8t eine Cantor- 
sche Mannigfaltigkeit, falls es durch keine Menge von der Dimension 
<n — 2 zerlegt wird, d. h. falls C — M zusammenhingend ist, wie auch 
die héchstens » — 2-dimensionale Teilmenge M von C gewiahlt sein mag. 
(Daraus folgt insbesondere, da fiir jeden Punkt x von C dim, C = n ist.) 

Fiir den Fall n =1 sind die beiden Definitionen III und IV mit 
derjenigen des 1-dimensionalen Kontinuums identisch. Es soll also ein 
soleches Kontinuum eine Cantorsche, oder auch eine allgemeine Kurve 
heiBen**). 

Was den allgemeinen Fall betrifft, so bildet z. B. die Vereinigungs- 
menge zweier, einen gemeinsamen Eckpunkt, sonst aber keinen gemein- 
samen Punkt besitzender n-dimensionaler Simplexe zwar eine verallge- 
meinerte Cantorsche Mannigfaltigkeit, jedoch keine Cantorsche Mannig- 
faltigkeit im Sinne der Def. IV. 

Die volle Rechtfertigung dieser Begriffe wird der Leser erst im 
Kapitel II finden**), 

4. Indem man zwei in demselben Raume £ gelegene Punktmengen A 
und D voneinander abgesondert nennt, falls H(A, D)=0 ist, beweist 
man leicht den folgenden Satz. 

10) Wir verstehen iiberall unter einem Kontinuum einen kompakten metrisier- 
baren zusammenhingenden Raum (also der Verabredung des § 1 gemaB — eine ab- 
geschlossene zusammenhangende, mindestens zwei Punkte enthaltende Punktmenge). 

41) Eine im Urysohnschen Sinne Cantorsche (allgemeine) Kurve braucht also 
keineswegs eben zu sein. 

18) Vgl. hierzu auch P. Alexandroff, Sur les multiplicités cantoriennes et le théo- 
réme de Phragmén-Brouwer généralisé, Comptes Rendus Paris 188 (1926), 8. 722. 
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I. Es gibt fiir je zwei voneinander abgesonderte Punktmengen A und 
D zwei, diese Mengen voneinander trennende Gebiete G4>A, Gp>D, 
G4-Gp = 0**). 

Aus I folgt unmittelbar, daB jede Menge B die eine gegebene Punkt- 
menge C in zwei voneinander abgesonderte Teilmengen A und D zerlegt: 


C=A+B+D, A-B=B-D=0, H(A, D)=0 
eine (rel C) abgeschlossene Teilmenge B,< B enthilt, die dieselbe Eigen- 
schaft: 
C= A,+By+Dy, Ag:-By=By:Dy=0, H (Ag, Dy) 
besitzt (wobei auBerdem noch A,>A, D,> D ist). 


Daraus folgt aber, daS man, ohne die auf Grund unserer Definition ge- 
wonnenen Zahlen dim, C bzw. dim C zu andern, sich allein auf abgeschlossene 
(rel C) e-aussondernde Mengen B beschranken darf. Wir diirfen also, ohne 
den Aufbau unserer Theorie sachlich zu beeinflussen, allein die der Neben- 
bedingung 


(4) B-C=B 
geniigenden «-Aussonderungen C = A+ B-+- D in Betracht ziehen**). 


Ebenso diirfen wir in der Def. IV stets voraussetzen, daB die daselbst 
betrachteten Mengen M (absolut) abgeschlossen sind. 


5. Wir erwahnen noch folgende selbstverstandliche Tatsachen**) : 
a) Aus xc C,cC folgt dim, C, < dim, C. 

a’) Aus C,cC folgt dimC, <dimC. 

b) Die Dimension ist eine topologische Invariante. 


c) Falls die beiden Mengen C, und C, in einer gewissen Umgebung 
S(2,e) ihres gemeinsamen Punktes x zusammenfallen (d. h. falls C, -S (2, e) 
= C,-S(zx,e) ist), so ist auch dim, C, = dim, C,. 

d) Falls die Menge C keine nulldimensionale ist, so ist sie von der 
Michtigkeit des Kontinuums**) (in der Tat ist dann fiir ein geniigend 
kleines e stets C-F(z,2e) +0, wobei x ein beliebiger Punkt von C ist, 
in dem C nicht nulldimensional ist und F(z,e) die Menge aller Raum- 
punkte bedeutet, deren Entfernung vom Punkte z gleich «¢ ist). 


%#) Siehe H. Tietze, Beitriige ..., Math. Annalen 88, S. 290 und auch P. Urysohn 
a. a. O.*), § 8 (8.265). Wir werden im § 7 den Satz I wesentlich verschirfen. Siehe 
hierzu auch Mém. 1, ch. IV, § 2 (Fund. Math. 8, 8. 257). 

18) Vgl. hierzu Mém. 1, ch. I, §§ 7--10 (Fund. Math. 7, 8. 69—72). 

%*) Mém. 1, ch. I, $§ 4—6. 

15) Vgl. P. Urysohn a. a. 0.1), § 9 (8.271) sowie Mém. 1, ch. I, § 19 (Fund. 
Math. 7, S. 79). 

8* 








36 P. Alexandroff. 


Folgender Satz ist leicht beweisbar: 


II. Damit C nulldimensional sei, ist notwendig und hinreichend, 
daB C einer Teilmenge der Menge aller Irrationalzahlen (oder, was auf 
dasselbe auskommt, einer perfekten, nirgends dichten Menge reeller Zahlen ) 
homéomorph sei**). 


6. Es liegt nahe, sich die Frage zu stellen, welche Struktur (vom 
Standpunkte der sogenannten deskriptiven Mengenlehre*’) aus) die Menge 
N, (C) derjenigen Punkte xc C, in denen dim, C >k ist (0 <k < dim(C), 
aufweisen kann. 


Nun sieht man sofort ein, daB jede Menge B, die einen Punkt rc C 
in bezug auf C e-aussondert, gleichfalls jeden von x hinreichend wenig 
entfernten Punkt x’ e-aussondert, d.h., daB die Menge aller Punkte x<C, 
fiir die B eine e-aussondernde Menge ist, eine (relC) offene Teilmenge 
von C ist. Daraus folgt aber leicht, daB die Menge C— %,(C) eine 
Gs- Menge (rel C), also ,(C) eine F,-Menge (rel C) ist**). 

7. Wir bemerken, daB die hier gegebene Dimensionsdefinition mit der 
‘ Brouwerschen Definition des natiirlichen Dimensionsgrades *’) fiir den Fall 
abgeschlossener Punktmengen (= kompakter metrisierbarer Riume) dqui- 
valent ist. Der Beweis dieser Aquivalenz ergibt sich wie folgt. 


Wir sagen zuerst (vgl. Hausdorff, 8.344), daB eine abgeschlossene 
(rel C) Teilmenge B der Menge C die abgeschlossenen (rel C) und sowohl 
zueinander wie zu B fremden Teilmengen P und Q der Menge C von- 
einander trennt, falls B von jeder zwischen P und Q zusammenhingenden 
Teilmenge von C getroffen wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt, falls 


(1) C=A+B+D, A-B=B-D=0, A>P, D>Q, H(A, D)=0 
ist. 

Dann ist unsere Dimensionsdefinition ohne weiteres in folgende Form 
zu bringen: 


11%. Die leere Menge besitzt die Dimension — 1. 


16) Vgl. wegen der ausfiihrlicheren Beweise Mém. 1, ch. I n° n° 14—17 (S.75—77). 
Der Satz findet sich im wesentlichen bei Sierpifiski (Fund. Math. 2, 8S. 89). 

17) Vgl. z. B. die bekannten Arbeiten von Baire und Lebesgue, sowie Hausdorff, 
Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914), 8. 304. 

‘S) Dieser besonders einfache Beweis riihrt von Menger her (Monatshefte f. 
Math. u. Phys. 34, S. 141; Amsterdamer Proceedings 27 (1924), S. 639; iiberdies in 
verallgemeinerter Form Math. Annalen 95, S. 282). Der Urysohnsche Beweis (Mém. 
ch. IV, §§ 13, 14, Fund. Math. 8, S. 277) war komplizierter. 

*°) Journal ft. Math. 142 (1913) (vgl. auch eine Berichtigung dazu in Bd. 153 der- 
selben Zeitschrift). 
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11%". Falls nicht dim, C <n — 1 ist, obgleich man jede, den Punkt x 
nicht enthaltende, in C abgeschlossene Menge Qc C von x mittels einer 
héchstens n — 1-dimensionalen, in C abgeschlossenen Menge B trennen 
kann, so ist dim, C = n. 

Um nun die Aquivalenz der Brouwerschen Definition des Dimensions- 
grades mit der hier dargestellten Dimensionsdefinition fiir den Fall abge- 
schlossener C zu beweisen*®), bleibt es nur iibrig zu zeigen, daB man je 
zwei zueinander fremde abgeschlossene Teilmengen P und Q einer in 
unserem Sinne n-dimensionalen abgeschlossenen Menge C stets durch eine 
<n — 1-dimensionale abgeschlossene Menge B voneinander trennen kann. 
Wir konstruieren diese Menge B folgendermaBen. 

Es sei e die Entfernung o(P,Q) zwischen den beiden Mengen P 
und Q und 

C=A,+ B,+D, 


eine e-Aussonderung eines (beliebigen) Punktes «<P mittels der abge- 
schlossenen, héchstens n — 1-dimensionalen Menge B,. Daraus folgt, dab 
A, und D, zueinander fremde Gebiete sind. Mit Zuhilfenahme des Borel- 
Lebesgueschen Uberdeckungssatzes erhilt man endlich viele Punkte 
%,,%,.--,%, von P derart, daB 


Pc SA 


z 
i=1 ’ 


ist. Wir setzen alsdann 


A=S4,, B=SB,—A, D=C-—(A+B), 
i=1 i=1 

woraus sich sofort ergibt, daB die abgeschlossene Menge B die Mengen 

P und Q voneinander trennt. 


Wir brauchen nur noch zu zeigen, daB B héchstens n — 1-dimensional 
ist. Das folgt aber unmittelbar aus einem viel allgemeineren Satze III,, 
zu dessen Beweise wir uns jetzt wenden: 


IIl,. Falls die Vereinigungsmenge endlich oder abzdhibar vieler ab- 
geschlossener héchstens (n —1)-dimensionaler Mengen abgeschlossen ist, 
so tst ste héchstens n — 1-dimensional. 


%) Vgl. Mém. 1, ch. VI, § 5, lemme I (Fund. Math., 8, 8. 325) und Brouwer, 
Bemerkungen zum natiirlichen Dimensionsbegriff, Proc. Ac. Amsterdam 27, 8. 635, wo 
die Aquivalenz der beiden Definitionen fiir eine allgemeinere Klasse (der sogenannten 
kondensierten Mengen) bewiesen wird. Eine endgiiltige Verallgemeinerung riihrt von 
L. Tumarkin (Proc. Ac. Amsterdam 28, 8. 994, sowie Math. Annalen 98) und W. Hurewicz 
(Math. Annalen 96) her, die die in Betracht kommende Aquivalenz fiir alle Punkt- 
mengen beweisen. 
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Der Beweis des Satzes III, gestaltet sich so, daB man mittels einer 
simultanen vollstindigen Induktion gleichzeitig II], und einen neuen 
Satz III, beweist; der Satz III, lautet dabei folgendermaBen : 

Ill,. He seien F und © F zwei abgeschlossene Mengen von der 
Art, daB 

dim (F—@)<n 
ist; falls dann fiir einen bestimmten Punkt x 
dim, F>n 
tst, so ist auch 
dim, @>n. 


Die beiden Satze III, und III, sind offenbar richtig fiir den Fall 
n= 0 (weil die einzige (—1)-dimensionale Menge die leere Menge ist). 
Wir setzen nun voraus, die beiden Satze waren fiir n bereits bewiesen, 
und beweisen dann zuerst III,, und dann III, fiir n+ 1. (Es sei dabei 
bemerkt, daB die obigen Formulierungen der beiden Siatze eben als For- 
mulierungen fiir n gelten.) 


Unser Beweis wird sich auf folgenden naheliegenden Hilfssatz stiitzen: 


Hilfssatz. Es seien A und D zwei der Bedingung H(A, D) ge- 
niigende Punkimengen; es gibt dann zwei, die Mengen A und D beziehungs- 
weise enthaltende Gebiete G4 und Gp, die zueinander fremd sind und der 
Bedingung es _—— 

G4-Gp=A-D 
geniigen. 

Der Beweis dieses Hilfssatzes bietet keine wesentliche Schwierigkeit: 
es geniigt in der Tat 


| G4= >» 8(z, + 0(2, D)) 


2cA 


| ¢— >'8(y, Fe(y, 4)) 


ycD 
zu setzen **), 

8. Es sei jetzt x ein der Bedingung dim, F>n-+1 geniigender 
Punkt der Menge F (wir befinden uns in den Voraussetzungen des 
Satzes III,). Aus den Voraussetzungen des Satzes III, folgt alsdann, 
da8 xc®@ ist. Man sieht sofort ein, daB der einzige naher zu betrachtende 
Fall derjenige ist, in dem die Inklusion 


ro@-(F—®) 


**) S. wegen ausfiihrlicheren Beweises .Mém. 3, ch. IV, § 2, lemme (Fund. Math. 8, 
S. 257). 
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besteht. Wir wollen beweisen, daB die Ungleichung dim, ® < n der Un- 
gleichung dim, F>n-+-1 widerspricht, und also nicht bestehen kann. 
Der Satz III, wird dadurch fiir n 4-1 bewiesen. Es sei also 

(2) dim, <n. 

Es existiert dann fiir jedes (beliebig, aber fest gewahlte) e > 0 eine 57 Aus- 
sonderung des Punktes z in bezug auf ® mittels der abgeschlossenen, 
héchstens n — 1-dimensionalen Menge B,: 


(3) @=—A,+B,+D,, x ¢ Aye Ay + B,< 8(z, <) 
Bie, dimB,<n, A,e@(rel®), D,e G(rel D) *). 
Es seien G4, bzw. Gp, die fiir A, und D, auf Grund unseres 
Hilfssatzes gebildeten Gebiete; man kann dabei voraussetzen, daB 


G4, 68 (2, 2) enthalten ist (wenn das nicht der Fall wire, wiirden wir 


statt Gj, das Gebiet G3,:8 (x, 2) nehmen kénnen J. 


Wir setzen endlich 


(4) G = G4,— By 

und beweisen leicht, da8 

(5) G-®=A, A,cG@eS(z, 5), und G-D,=0 
ist, woraus unmittelbar die Inklusion 

(6) (G—G)-®cB, 

folgt. 


9. Es sei jetzt 
~ i #\ %) 
Q, —(G-@)-F—8(#, £) 


" Q, =(G@—@)-F - 5(#,5)—s(#,4) 


Q,, =(G—G)-F- 5(#, *) — s(#, |) 








*) Wir driicken allgemein durch die Bezeichnnng ,M ¢ G(rel N)* bew. pM st § 
(rel W)“ aus, daB die Menge M eine in N offene bzw. abgeschlossene Teilmenge der 
Menge N ist. Falls der Ausdruck ,(rel N)“ fortbleibt, so heift das, daB M in bezug 
auf den ganzen Raum E (= , absolut“) offen bzw. geschlossen ist. 

%) §(M,«) bedeutet allgemein die Menge aller derjenigen Raumpunkte, deren 
Entfernung von der Menge kleiner als « ist. 
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Die abgeschlossenen Mengen Q,, Q,, -.., Q,,,--- sind samtlich in F— @ 
enthalten; andererseits ist 


(8) (G—@)-FeB,+ 5Q,. 
m=1 


Es sei y irgendein Punkt der Menge Q,, und 
(9) F=A,+B,+D, 
eine a 1 Aussonderung von y mittels der héchstens n — 1-dimensionalen 


abgeschlossenen Menge B,. Da A, ein Gebiet (rel F) ist, erhilt man 
auf Grund des Borel-Lebesgueschen Uberdeckungssatzes endlich viele, die 
Menge Q,, iiberdeckende Mengen A). 


Indem man dies Verfahren auf jede Q,, anwendet, erhalt man ab- 
zahlbar viele Punkte 


es ae 
so daB fiir jedes m die Relation 
Kan 
(10) 2 4-9, 
8=km_, +1 
(wobei k,_, und &, bestimmte natiirliche Zahlen sind) besteht, fiir 
jedes 8, k,_, +1Se<k,, eine bestimmte i - Aussonderung des 
Punktes y, 
. 1 

(11) = A, +B, +D,, y,cA, cA, +B, oS (y,, =i) 

B, ¢§, dimB,<n—1, A, e@G(rel PF), D , © G(rel F) 
vorhanden ist, und dabei 
(12) @e fF A 


ist. 
Man sieht leicht ein, daB 


lim (A, + B, ) = 0=lim 9[B,, (4, + B, )} 


ist, woraus folgt**), daB die Menge 
(13) B=B,+ SB, 
s=1 ° 


*) Z. B. auf Grund der allgemein giiltigen Identitat 


( S (Ma )= SH+EM,, 

n=1 n=1 

wo It M, den oberen abgeschlossenen Limes (Hausdorff, a. a. 0. 2”), 8. 286) der Mengen- 
folge M,, M,, ..., My, ... bedeutet. 
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eine abgeschlossene ist. Da dim B,<n—1 sowie fiir jedes s 
dim B, <n —1 ist, und III, als fir n bewieens vorausgesetzt war, so 
ist dim B<n—1. 

Die Zerlegung 


(14) F=A+B+D 
mit 

A=(G-F+ JA, \-B, 
(15) ( TS vs) 


D=F-—(A+B) 


ist aber, wie leicht ersichtlich, eine e-Aussonderung des Punktes z in 
bezug auf F mittels der héchstens n —1-dimensionalen Menge B. Da 
e>0 beliebig ist, so folgt daraus im Gegensatz zu unserer Voraussetzung, 
da8 dim, F< n ist, womit der Satz III, fiir n+ 1 bewiesen ist. 


10. Wir beweisen jetzt den Satz III, fiir den Fall n+1. Es sei 
(16) F=F,+F,+...¢F,+..., dimF.cgn, Fe, 


und M die Menge der, der Ungleichung dim, F > n +- 1 geniigenden Punkte 
von F. 


Es ist zu beweisen, daB die Menge M leer ist. 


Es sei in der Tat x ein Punkt von M und @ die Menge M. Da 
III, fiir n+ 1 bereits bewiesen ist, und die Mengen F und @ die Voraus- 
setzungen letzteren Satzes erfiillen, so ist dim,®=>n-+-1. Da fiir jeden 
Punkt z,c F;-® 


dim, (F,-) < dim, F,< dim F,<n+1< dim, ® 


ist, so gibt es in einer beliebigen Umgebung des beliebig gewahlten 
Punktes z;¢ F;-® Punkte von @, die nicht zu F,-® gehéren. Daraus 
folgt aber, daB jede der Mengen F,-® eine nirgends dichte Teilmenge der 
Menge @ ist, und also, (da = J F,-), die Menge ® in bezug auf sich 
selbst von der I. Kategorie ist, was bekanntlich®®) unméglich ist. 

Hiermit ist unsere Induktion vollendet und beide Satze III, und 
III, sowie der Satz II bewiesen. **) 


11. Es sei F eine n-dimensionale abgeschlossene Punktmenge. Dann 
ist (§ 6) fiir jedes k, (O<k <n), die ganze Menge N,(F') eine absolute 
F,- Menge. 


%) R. Baire, Lecons sur les fonctions discontinues (Paris, Gauthier-Villars, 1905), 
S. 78—79 (fiir den allgemeinen Fall bewiesen bei Hausdorff a. a. O., 8. 327—328). 

%) §. wegen ausfihrlicher Darstellung des Beweises der Satze III, und III, 
Mém. 1, ch. IV, §§ 2—7 (Fund. Math. 8, 8. 257—268),. 
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Aus dem Satze III, folgt leicht *’). 
IV. Falls <<, (F) ist, so ist 
dim, , (F) = dim, F. 


Indem wir nunmehr die Menge %,(F) als den Dimensionskern P(F) 
der Menge F bezeichnen, erhalten wir als Korollar des Satzes IV folgendes 
Resultat : 

V. Der Dimensionskern einer n-dimensionalen (n= 1) abgeschlossenen 
Punktmenge F ist eine n-dimensionale perfekte Menge P=P(F), die 
mit threm eigenen Dimensionskern zusammen{alit : 


P(P(F))=P(F). 


Insbesondere ist also ein zusammenhdngender Dimensionskern P(F) 
stets eine verallgemeinerte n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit. 

12. Was die Mengen %,(F’) selbst betrifft, so ist fir k>1, N, (FP) 
stets in sich dicht (das folgt in der Tat unmittelbar aus IV). 

Dieses Ergebnis laBt sich aber wesentlich verschirfen: es besteht 
namlich der Satz: 

VI. Die Menge N,(F), 1Sk<n, ist in keinem ihrer Punkte 
nulldimensional. 

Es sei wegen des Beweises dieses Satzes und zahlreicher dazu an- 
kniipfender Problemstellungen auf Mém. 1, ch. IV, §§ 11—12 verwiesen. 

13. Der Satz III, 148t sich wesentlich verallgemeinern, und zwar 
1aB8t sich die Voraussetzung der Abgeschlossenheit der Vereinigungsmenge 


aller in Betracht kommender Mengen F, einfach streichen. Wir erhalten 
also den Satz: 


Ill. Die Vereinigungsmenge endlich- oder abzdhibar-vieler abge- 
geschlossener, héchstens n-dimensionaler Mengen ist hochstens n-dimensional. 
Wir geben hier nur den Grundgedanken des Beweises wieder). 

Der Beweis beruht auf zwei Hilfssitzen, von denen der erste folgenden 
Wortlaut besitzt: 

Hilfssatz 1. Es seien: F eine héchstens n-dimensionale abgeschlossene 
Punktmenge, P,Q und B, abgeschlossene Teilmengen von F, die den 
Bedingungen 

P-QcB,, dim B, <n —1 
geniigen. Es gibt dann eine Zerlegung von F in drei paarweise zuein- 
ander fremde Teilmengen: 


(17) F=A+B+D, 





) at a. a. 0. %), § 10. 
**) Ausfiihrlich in Mém. 1, ch. VI, 8§ 6—8 (Fund. Math. 8, S. 328--342). 
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von denen A und D in bezug auf F offen sind (also ist B abgeschlossen), 
und den Bedingungen 
(18) A>P—B,, D>Q-—B,, B>B,, dimBgn—1 
geniigen**). 

Um die Zerlegung (17) zu erhalten, bemerken wir zuerst, daB jeder 


Pur-t <P — B, eine positive Entfernung von der Menge B, + Q besitzt, 
woraus folgt, dab 


ist, wobei 
P,= P—8(B,+ Q, 1), 


und allgemein (i = 2, 3, ...) 
a 1 1 
P,=P-S (B+ Q, —) Ts 8(B,+ Q, =) 
gesetzt ist. Alle P, sind abgeschlossen und zu B,+ Q fremd. 


Auf Grund des im § 7 bewiesenen Aquivalenzsatzes existieren also 

Zerlegungen 
F=A;+ B;+ D,, 
A,;e @(rel F), D,e G(rel F), §=1,2,.... 

A;>P,, D,>B,+Q, B,e%, dimB,sn—1 

Man kann auBerdem voraussetzen, daB A;+- B,cS (p,, *). 

Man beweist nun (ziemlich umstiandlich, aber ohne prinzipielle 
Schwierigkeit *°)), daB man eine, den Bedingungen unseres Hilfssatzes 
geniigende Zerlegung (17) erhalt, indem man 

A= SA, B= (B,+ 3 Bi) — 4, D=F— (A+B) 
t=1 t=1 
setzt, w. z. b. w. 

14. Hilfssatz 2. Es sei Z der, allen unseren Betrachtungen zu- 
grunde gelegte kompakte metrische Raum, und F, und F, zwei abge- 
schlossene den Bedingungen 


F,cF,, dim F,<dimF, <n 
geniigende Teilmengen von Z. Es sei ferner 
E=G6,+ 8,+4,, 2oG,cG,+ R,cS8(z, e), 


(19,) foie H, ¢ &, G,-R, = R,-H, = G,-H,=9 


) Im Falle B,=0 erhalt man den Satz IZ. 
9%) a. a. O.**), § 6, lemme II, 8. 328. 
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eine absolute (= in bezug auf den Raum £ geltende) e-Aussonderung 
des Punktes xc F, mittels der abgeschlossenen, der Bedingung 


(20, ) dim (R,-F,)Sn—1 
geniigenden Menge R,. Wir setzen endlich voraus, daB 
(21,) G,-H,c¢ F, 

ist. 


Unter diesen Voraussetzungen behauptet der Hilfssatz 2 die Existenz 
einer absoluten e- Aussonderung 


(19,) E=G,-+- R,+ A,, 
die den, den Bedingungen (19,), (20,), (21,) analogen (= durch Ersetzen 
des Indizes 1 durch 2 entstehenden) Bedingungen geniigt, und mit (19,) 
durch die Relationen G,c G,, H,< H,; R, F,c R, F, verbunden ist. 

Um den Hilfssatz 2 zu beweiser, setzen wir 

F= F,-R,, P=G,-F, Q = H,-F, B,= F,:R, 
und bemerken dann, da8 wir auf diese Weise den Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 1 Geniige leisten. Es existiert also eine, die im Wortlaute des 
Hilfssatzes 1 erwahnten Bedingungen erfiillende Zerlegung 
(22) F=A+B+D. 
Es ist nun leicht zu beweisen, daB die Mengen G,+ A und H,+ D von- 
einander abgesondert sind (d. h. daB H(G,+ A, H,+ D)=0 ist). Wir 
kénnen also den Hilfssatz des § 7 anwenden und auf die Existenz zweier, 
den Relationen 


G4>G,+ A, Gp>H,+ D, 
Ga-Gp=0,  — G4-Gp=(G,+A)-(H, + D) 
geniigenden Gebiete G4 und @p schlieBen. 
Wir brauchen jetzt nur zu setzen: 
G,=G,—B, H,= Gp— B, R,= E —(G,+ 4,): 
eine leichte Uberlegung**) zeigt in der Tat, daB die Zerlegung (19,) alle 
erwiinschten Eigenschaften besitzt. 
15. Der Beweis des Satzes III gestaltet sich jetzt folgendermaBen. 
Fiir n= —1 ist der Satz klar. Wir setzen voraus, er wire fiir n —1 


bereits bewiesen, und beweisen ihn nun fiir n. Es seien also die abge- 
schlossenen Mengen 


(23) ®,,%,,...,0,,...,  dim® <n 





*) A. a. 0.%), § 7, lemme III, 8. 3833—337. 





Urysohnsche Dimensionstheorie. 45 


gegeben, die alle als Teilmengen eines und desselben kompakten Raumes EZ 
zu denken sind. Wir bezeichnen durch ® die Vereinigungsmenge der 
Mengen (23) und beweisen, da® fiir jeden Punkt x < ® dim, ®< n ist. 
Es sei zu diesem Zwecke m die erste, der Bedingung ®, > geniigende 

natiirliche Zahl. Wir setzen definitionsgemaB 

F,=2, 

m+k—2 

F,= = oF (k= 2,3,...). 

Offenbar ist ® -= > F,, und auf Grund des Satzes III, 
<1 


dim F,<n. 
Es sei weiter 
G.= S(2, zs)» R, = S(z, +e) _ 8(z, ze) H, = E- 5(2, ce é 
Dann ist die Zerlegung 
E=G6,+R,+ 0, 
eine, in bezug auf die beiden Mengen F, und F, allen Bedingungen des 
Hilfssatzes 2 geniigende, absolute e-Aussonderung des Punktes z. 

Die schrittweise Anwendung des letzten Hilfssatzes (man betrachte 
immer F,, F,,,,G,,R,, H, und schlieBe daraus auf G,,,, R,,,, A,.,,; 
wodurch die Induktion weitergefiihrt wird) leistet uns die absoluten 
e- Aussonderungen 

E=G6,+ R,+ 4,, ro G,c G,+ Rc S(2, €) 
mit den Eigenschaften 
G,-H,c P,, 
| dim (R,-F,) <n —1, 
G,oG,.,, AoA, 
By-F,e Busy Fess 
G,eG, H,eG, G,-R,=— R,-H,=—G,-H,= 9%. 


(24) 





Aus (24) ergibt sich sofort, daB A, = 5 (G,:F,); B.= 5 (R,-F,), 
« k=1 k=1 

D..= > (H,:F,) paarweise zueinander fremd sind. AuBerdem ist 
k=1 


2c A,,c S(x,e) und 


x 


=31,=3(6 Fe + R,:F, +H, F,) = 4o+ Bo + De. 
=1 


Da > G, und DH, zueinander fremde Gebiete (und also voneinander ab- 
k=1 


gesondert) sind, und Ang 2 3 G,, Do . D4, ist, so ist H(A,,, D..) =0, 
und folglich ist die Zerlegung 
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(25) ® = A, + B+ D. 
eine e-Aussonderung des Punktes z mittels der Menge B,,. Da aber unser 


Satz fiir n — 1 als bewiesen vorausgesetzt war, so folgt aus der Definition 
von B,, und der zweiten Zeile von (24), daB dim B,, < n — 1 ist, w.z. b. w. 


Kapitel II. 
Der dimensionstheoretische Uberdeckungssatz. 


16. Es sei 
S={M,, M,,.-.., M,} 
ein System von endlich vielen Punktmengen M,; (1 <i <s), unter denen 
eventuell auch untereinander identische bzw. verschwindende Punktmengen 
vorkommen kénnen. 
Wir nennen Ordnung des Systems © die gréBte ganze Zahl n = 0(G) 
von der Beschaffenheit, daB es n verschiedene Elemente 


M,,, M;,,.--, Mi, 
des Systems © gibt, deren Durchschnitt It M,, nicht leer ist**). 
k=1 


Aus dieser Definition folgt, daB o(G) dann und nur dann Null ist, 
falls alle M, leer sind; andererseits ist o(S) = 1 dann und nur dann, falls 
alle M,; paarweise zueinander fremd sind. 

Ein System © von abgeschlossenen Punktmengen F,, F,,..., F, heibt 
eine (e,n)-Uberdeckung der (abgeschlossenen) Menge C, falls folgende 
Bedingungen gleichzeitig erfiillt sind: 

1° of(fS)—n, 
22. b(F,)<e ‘ (lstga), 
3. Fi+...+F=C. 

Es sei C eine abgeschlossene Punktmenge und « eine beliebige (fest 
gedachte) positive Zah]. Auf Grund des Borel-Lebesgueschen U berdeckungs- 
satzes gibt es endliche Systeme von beliebig kleinen Umgebungen, deren 
Gesamtheit die Menge C iiberdeckt. Wenn man die abgeschlossenen Hiillen 
der betreffenden Relativumgebungen (rel C) betrachtet, erhalt man eine 
endliche Uberdeckung der Menge C mittels abgeschlossener Teilmengen. 
Es gibt also sicher natiirliche Zahlen », die als Ordnungen gewisser (¢, v)- 
Uberdeckungen der Menge C vorkommen. Die kleinste aller derartigen 


%*) Es sei besonders betont, daB die M;,, Mj,,..., Mi, verschiedene Elemente des 
Systems © sind (d. h. daB i,,%,,...,%, samtlich verschieden sind), woraus noch gar 
nicht folgt, daB alle M;,,..., M ,, als Punktmengen betrachtet untereinander verschieden 
sein miissen. 
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Zahlen, d. h. die kleinste Zahl n von der Beschajfenheit, dap eine (e, n)- 
Uberdeckung der abgeschlossenen Menge C vorhanden ist, soll der e-Uber- 
deckungsgrad der Menge C heiBen: 

n=2,(C). 


Falls « gegen Null konvergiert, so kann offenbar z, (C) nicht abnehmen. 
Es sind also nur zwei Fille méglich: entweder gibt es eine ganze nicht 
negative Zahl 2(C), so da® fiir jedes hinreichend kleine « 2,(C) = 2(C) 
ist, oder ist 


lim 2,(C) = + 00. 


e>o0 

Im zweiten Falle setzen wir 2(C)=co. Falls 2(C) endlich ist, so ist es 
die kleinste ganze Zahl n von der Beschaffenheit, daB es fiir jedes « eine 
(e,n)-Uberdeckung der Menge C gibt. Wir wollen 2(C) den (endlichen 
oder unendlichen) Uberdeckungsgrad der Menge C nennen. Indem wir stets 
die Symbole 1-+- oo und oo als identisch betrachten, kénnen wir unseren 
in diesem Kapitel zu beweisenden dimensionstheoretischen Uberdeckungs- 
satz, der als an Inhalt und Konsequenzen reichstes Ergebnis der ganzen 
Dimensionstheorie gelten diirfte**), in die Gestalt folgender 





Hauptidentitat 
a(C)=1+dimC (fiir jede abgeschlossene Punktmenge C) 
bringen **). 


8%) So ist z. B. in diesem Satze implizite die Méglichkeit enthalten, jede héchstens 
n-dimensionale abgeschlossene Menge C auf eine bestimmte Weise mittels héchstens 
n-dimensionaler Komplexe zu approximieren (wobei auch die umgekehrte Tatsache gilt). 
Vgl. hierzu meine Arbeit ,,Simpliziale Approximationen in der allgemeinen Topcologie“ 
(Math. Ann. 96, 8. 489—512), sowie die ausfiihrliche Untersuchung des Falles dim C = 1 
in meinem Aufsatze ,Kombinatorische Eigenschaften der allgemeinen Kurven* (Math. 
Ann. 96, 8. 512—555). Die weitere Entwicklung dieser Theorie ist in meinen finf 
Comptes-Rendus-Noten: 1. ,Sur la dimension des ensembles fermés“. 2. ,Les multipli- 
cités Cantoriennes etc“. 3. ,Une définition des nombres de Betti pour un ensemble 
fermé quelconque“. 4. Sur la décomposition de l’espace etc.“. 5. ,Une généralisation 
nouvelle du théoréme de Phragmén-Brouwer“ (Comptes Rendus Paris 183, 8. 640 u. 
722, 184, 8. 317, 425 u. 575) kurz angedeutet. Eine ausfiihrliche Darstellung erscheint 
demniichst in den Math. Annalen. In diesem Zusammenhang (namlich unter Benutzung 
von Satz I) ist es K. Menger gelungen, zu beweisen, daB jedes eindimensionale Kon- 
tinuum einer Teilmenge des dreidimensionalen Zahlenraumes homéomorph ist, womit 
ein von Urysohn in Mém. 1, ch. III, § 12 (Fund. Math. 8, 8. 246) gestelltes Problem 
gelést ist. (Menger beweist sogar den entsprechenden Satz fiir jede abgeschlossene ein- 
dimensionale Menge und spricht auch sehr plausibel erscheinende Vermutungen iiber 
den n-dimensionalen Fall aus.) 

™) Fiir den Fall, wo C eine im n-dimensionalen Zahlenraume Z, gelegene und 
daselbst innere Punkte besitzende abgeschlossene Menge ist, ist die Hauptidentitét zum 
ersten Male bereits 1911 von Lebesgue (Math. Ann. 70, 8. 166—168) ausgesprochen und 
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Bevor wir zum Beweise der Hauptidentitaét schreiten, erwahnen wir 
folgende, mittels beinahe wértlicher Wiederholung eines Lebesgueschen 
Rasonnements**) leicht beweisbare Tatsache. 


~ 


Es sei S ein System von abgeschlossenen Mengen 
Bag Bop oo 25 By 
Es existiert dann ein positives @ derart, daB fiir jedes e < 3 
0(S*)=0(S) 
ist, wobei S* das aus den Mengen S(F;,,e) (1< i <8) gebildete System 
ist (S(M,e) bedeutet stets die Menge aller Punkte x des Raumes, fiir die 
o(M, x) <e ist). 

Die Hauptidentitaét ist offenbar in folgenden beiden Satzen enthalten: 

I. Es sei C eine n-dimensionale abgeschlossene Menge und « eine 
beliebige positive Zahl. Es existiert alsdann eine (e,n + 1)-Uberdeckung 
der Menge C. 

Il. Falls es fiir jedes e > 0 eine (e,n)-Uberdeckung der abgeschlossenen 
Menge C gibt, so ist dimC<n—1. 

Wir fangen mit dem leichten Beweis des Satzes I an. 

17. Wir setzen voraus, der Satz I wire fiir alle < n-dimensionalen 
(nm > 0) abgeschlossenen Mengen bewiesen (fiir n = —1 ist er ja klar), 
und beweisen ihn fiir die n-dimensionale abgeschlossene Menge C. Es sei 
e>O0 beliebig gegeben. Wir wahlen fiir jeden Punkt xc C eine 5 Aus- 
sonderung 

C= A_,+ B,+D,, dim B,.<n—1, 
wobei B_ abgeschlossen, und folglich A, und D, (relC) offen sind. Es 
gibt also auf Grund des Borel-Lebesgueschen Satzes endlich viele Punkte 
By, Lqy-++y By derart, daB 


P 
C — > 4a 
Wir setzen nun bie 
Pp 
B= » B,,. 


i=1 
Die abgeschlossene Menge B ist (zufolge dem Satze III, des Kapitel I) 
héchstens nm — 1-dimensional, also gibt es eine (e,n)-Uberdeckung S,, 


So= { FY, FS, see Fe} 
der Menge B. Auf Grund der im § 16 gemachten Bemerkung kann man 


1913 von Brouwer (Journ. f. Math. 142 (1913), 8S. 150—152) bewiesen worden. Eine 
ausfiihrliche Darstellung des Beweises des Satzes gibt Lebesgue in Fund. Math. 2 
(S. 257 ff.). : 

**) Fund. Math. 2, S. 259—261. 
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nun 6 > 0 so klein wihlen, daB die 5(F?, 8) (1< i <s,) ein System S° 
von der Ordnung n bilden, wobei 5(5(F;,4)) < 6(F?) + 26 noch immer 
<e bleibt. 


Wir setzen nun > 8(F,3) = T und erklaren die Mengen F, folgen- 
dermaBen - 


F, =A, —T, 

< i-1 
FR -4,—(T+3 4m) fir 1<i<p, 
Fyug= 0-3(F?, 8) fir 1<i<a. 


Da die abgeschlossenen Mengen F; (1< % < p) samtlich zueinander fremd 
sind, wahrend die Mengen F,, , (1 < ¢ < 8,) ein System von der Ordnung n 
bilden, ist das System © aller Mengen F, (1< i < p+ 4,) héchstens von 
der Ordnung n-+1. Da aber fiir alle « (lo i<cp-+s,), wie leicht er- 
sichtlich, 6(F,)<e ist, so kann © als eine (e, n+ 1)-Uberdeckuug der 
Menge C betrachtet werden, w. z. b. w. 


18. Schwieriger ist der 


Beweis des Satzes II. Der eigentliche Kern des Beweises ist im 
folgenden Hilfssatz enthalten. 


Hilfssatz. Es sei e eine gegebene, fest zu denkende positive Zahl, 
C eine abgeschlossene Menge und 2(C) =n; es sei weiter 


C=A+B+D 
eine e-Aussonderung eines Punktes xc A, die der Bedingung 
e(A,D)>0 
geniigt. Es gilt dann fiir jedes positive + eine e-Aussonderung 
C= A‘+ B'+ D* 
desseiben Punktes z, die folgenden Bedingungen geniigt: 


1°. B" ist eine abgeschlossene Menge (also sind A und D in bezug 
auf C offene Mengen), 


2°. A°>A, D'=>D (also B‘c B), 

3°. @(A’, D‘)>0, 

4°. 2,(B’)<Sn—-1. 

Wir bezeichnen durch o die kleinste der beiden Zahlen t und o( A, D). 
Es gibt alsdann eine (o,n)-Uberdeckung 
(1) a eee 


der Menge C. Es seien 
Fe, Fosseun Se (m <8) 
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diejenigen unter den Mengen (1), die mit A gemeinsame Punkte haben, 

und 4 eine positive Zahl, die kleiner ist als alle o—6(F;) (1Sigs). 
Aus den Ungleichungen 

(2) 6(F,)<«< 0(A,D) (l1stsm) 

ergibt sich sofort, daB fiir jedes i< m die Zahl o(F,,D) positiv und 

also gréBer als ein bestimmtes «> 0 ausfallt. Wir wahlen iibrigens 

uw kleiner als = 
Wir betrachten nun das aus den Mengen 


= (2 8)-F, (¢=1,2,...,8—m) 
jJ=1 
gebildete System ©. Es ist sicher 0(S) <n — 1, weil es sonst wenigstens 
n einen gemeinsamen Punkt besitzende Mengen 
D,, D,,..., %, 
geben wiirde, folglich wiirde auch die Menge (3 F,) Favs," Fast » Fattes 
i=1 


und also, fiir ein bestimmtes 7 < m, auch die Menge F;- IT Fm+i, wamdg- 
lich leer sein kénnen, was unsrer Voraussetzung iiber die Ordnung des 
Mengensystems (1) widerspricht. 

Die Ungleichung 0(6) <n — 1 ist hiermit bewiesen. 

Auf Grund der im § 16 gemachten Bemerkung existiert eine derartige 
positive Zahl <u, daB das aus den Mengen S(®,, #) (¢=1,...,8—m) 
gebildete System G* von derselben Ordnung wie © ist. Wir setzen nun 


s-™ 
- (3 5@,,0)- SF, -3 s(9, 2) 
t=1 t=m+1 
und bemerken sofort, daB 
a,(B‘)<n—1 
ist. (Das System G, aller Mengen S(®,, #)- B* ist ja eine (o,n—1)-, 


also a fortiori eine (rt, n —1)- ~ orld a ‘ Menge B‘). 
Wir definieren weiter 


= SR+S's s(o,2). Sp 


t=1 j=m+1 


D'= » r- > 51, #) 


=m+1 t=1 
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und wollen jetzt zeigen, daB die Zerlegung 
(3) C=A4'+ B+ D 


eine unsern Bedingungen 1° —4° geniigende e- Aussonderung des Punktes z ist. 


Zu diesem Zwecke beweisen wir zuerst, daB A‘-D*—0, und also 
0(A‘, D')>0(A‘, D')>0 ist. In der Tat ist 


= SH+ D5 (0, $) SF 
p= 37, S'5(a,9), 


woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt. 


Wenn zx ein Punkt von D ist, so folgt aus (2), daB x mu SF, 
i= 


und wegen der Wahl der Zahl #, auch zu ‘S 5(o,, 8), also zu A‘+ B" 
i= 
fremd ist. Das heiBt aber nichts anderes, als, daB .D<D* ist. Da ander- 


seits Ac By F,cA* ist, so haben wir das Erfiilltsein der Bedingungen 
i=1 
2°—4° bereits bewiesen. 

Es fehlt uns aber noch der Beweis der Hauptsache, nimlich, daB (3) 
eine e-Aussonderung des Punktes z ist. Nun ist einerseits rc Ac A’, 
anderseits folgt aus 3°, daB H(A‘, D')=0. 

Da offenbar auch A’-B‘ = B‘.-D*=0 ist, so bleibt nur noch iibrig 
zu zeigen, daB A'+ B'cS(z,«) ist. Letztere Inklusion folgt aber aus: 
A'+ B'=C—D'cC—D=4A+B8B. Da B" abgeschlossen ist, so ist 
(3) eine allen unseren Bedingungen geniigende «-Aussonderung, und unser 
Hilfssatz ist bewiesen. 


19. Der Satz II ist fiir n = 0 offenbar richtig. Wir setzen voraus, 
er wire fiir n — 1 bewiesen, und beweisen ihn fiir n. 


Es sei C eine den Voraussetzungen des Satzes II geniigende Menge und 
A,=C-S(z, +). B,=0-(5(z, : e) —S (z,4)), D,=C— 5(z, ; e). 
Vorausgesetzt, die e-Aussonderung des Punktes 2 
(4,) C=A,+B,+D,, 0(A,, D,) > 0 
ware bereits konstruiert. Wir setzen dann t= + und bezeichnen durch 


(4,41) C=Ayii + Bas + Dyes Bs 
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eine bestimmte, auf Grund unseres Hilfssatzes aus (4,) abgeleitete, den 
Bedingungen 1°—4° geniigende e-Aussonderung des Punktes x. (In den 


Bedingungen 1°—4° ist selbstverstindlich + durch + und A, B,D bew. 


durch A,, B,, D,, sowie A‘, B', D" durch A,,,, B,,,, D,,, mu ersetzen). 
Auf diese Weise werden die «-Aussonderungen des Punktes z 


C=A,+B,+D, 


unter der Geltung der Bedingungen 1°—4° schrittweise konstruiert. 

Wir setzen nun 

A= S4,, De=SD,, Bo= ITB, 
k=1 k=1 k=1 

woraus folgt, daB C= A,+ B,+ D,,. Offenbar sind A,,, B,,, D., paar- 
weise zueinander fremde Mengen, unter denen A, und D,, in bezug auf 
C offen sind; dagegen ist B,, eine abgeschlossene Menge. 

Daraus folgt, dab H(A,,, D..)=0 ist. 

Endlich ist 


2c A, cA, + By=C— Dy cO—D,c0-8(z, 42) c8(z,e), 


woraus ohne weiteres folgt, daB die Zerlegung C = A,,+ B,,+ D., eine 
e-Aussonderung des Punktes ~ ist. 

Ez sei jetzt 3 eine beliebige positive Zahl, und + <4. 

Aus der Inklusion B,,«- B, folgt 


m3(Ba) S2 »(B,) Sa, (B,)Sn— 1, 


also ist 2(B..)<n—1. Da unser Satz fiir n —1 als bewiesen voraus- 
gesetzt war, so folgt aus der letzten Ungleichung, da8 dim B,, < n — 2 ist. 


Der Punkt 2 laBt sich also fiir jedes ¢ mittels einer héchstens n — 2- 
dimensionalen Menge in bezug auf C aussondern; das hei®t aber, dab 
dim, C, und folglich auch dim C héchstens gleich n —1 ist. Hiermit ist 
der Satz II und die Hauptidentitat bewiesen**). 


%) Fiir im kleinen z hangende Kontinua gilt ferner folgendes: 

a) falls C ein im kleinen hingendes héchstens n-dimensionales Kon- 
tinuum ist, so existiert fiir jedes «> 0 eine (¢, n+1)-Uberdeckung von C, deren 
Elemente Kontinua sind; 

b) falls umgekehrt fiir jedes « eine aus Teilkontinuen von C des Kontinuums C 
bestehende (¢, »+1)-Uberdeckung vorhanden ist, so ist C im kleinen zusammen- 
hangend und héchstens n-dimensional. ° 
8S. wegen des Beweises Mém.1, ch. V, §7 (Schlu8), Fund. Math. 8, 8S. 301-303. 
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20. Aus dem Satze I und dem unter ™) zitierten Satze von Lebesgue 
ergibt sich unmittelbar der schon 1913 in der unter **) und *) zitierten 
Arbeit von Brouwer bewiesene Rechtfertigungsatz des Dimensions- 
begriffes, niamlich die Eigenschaft, daS der (im elementaren Sinne) 
n-dimensionale Koordinatenraum Z, auch in unserem Sinne in jedem 
seiner Punkte n-dimensional ist. 

Da sich jede, den Raum Z, zerlegende beschrinkte Menge mittels 
einer passend gewahlten homothetischen Transformation in eine e-aus- 
sondernde Menge (fiir irgendeinen Punkt zc Z,) iibergefiihrt werden kann, 
zerlegt keine héchstens n — 2-dimensionale beschrankte Menge den Raum E,. 
Dieses Resultat 148t sich unmittelbar auch auf nicht beschrinkte Mengen 


iibertragen. Die Hinzufiigung des unendlich fernen Punktes liefert dann 
sofort das folgende Ergebnis. 


III. Der n-dimensionale spharische Raum, allgemeiner, jede n-dimen- 
stonale geschlossene Mannigfaltigkest, ist eine Cantorsche Mannigfaltigkett 
von der Dimension n. Man erhalt auch eine n-dimensionale Cantorsche 
Mannigfaltigkeit, indem man in Z, ein beliebiges (zusammenhangendes) 
beschranktes Gebiet G, betrachtet und ihm seine Begrenzung hinzufiigt. 

Anderseits ist es leicht zu beweisen, daB eine in EZ, gelegene und daselbst 
keinen innern Punkt besttzende Menge M héchstens n — 1-dimensional ist***). 

Aus diesen Bemerkungen folgt leicht der Satz: 

IV. He sei C eine in E,, gelegene, sonst beliebige Menge. Jeder innere 
Punkt x der Menge C erfiillt die Bedingung dim,C =n; falls x<C ein 
Haufungspunkt von inneren Punkten (jedoch selbst kein innerer Punkt) 
ist, so ist dim,C <n; wenn endlich der Punkt x<C kein Haufungs- 
punkt von inneren Punkten der Menge C ist, so ist dim,Cin—1. 
Elementare Beispiele zeigen, daB in den beiden letzten Fallen man fiir 
dim, C auch tatsdchlich jeden Wert <n bzw. <n—1 erhalten kann. 

Insbesondere ist die Grenze einer in E,, gelegenen beschrankten offenen 
Menge G (d.h. die Menge G — G@) eine n — 1-dimensionale (abgeschlossene ) 
Menge. 

Falls F eine <n—1-dimensionale, in EZ, gelegene abgeschlossene 
Menge ist, so ist Z, — F ein zusammenhingendes, also, in unserem Falle, 
auch im kleinen zusammenhangendes Gebiet. 

%) Mém. 1, ch. I, 8 4—11 (Fund. Math. 7, S. 81-89). E,—M enthilt in 
der Tat eine in EZ, dichte abzahibare Teilmenge D,; da aber nach einem Fréchet- 
Brouwerschen Satz (Fréchet, Math. Annalen 68 (1910), 8S. 159; Brouwer, Proc. Amster- 
dam 15 (1913), 8.1259) man E, auf sich selbst eineindeutig und stetig derart ab- 
bilden kann, daB D, in die Menge R, aller Punkte von E, mit simtlich rationalen Ko- 
ordinaten iibergeht, so braucht man nur die Ungleichung dim(Z,—R2,) Gn—1 zu 
beweisen. Letzteres geschieht aber mit elementaren Mitteln (Fund. Math. 7, 8. 82). 
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Daraus folgt leicht folgender Satz: 

V. Falls F die gemeinsame Grenze zweier (zueinander fremder) in 
E,, gelegener und daselbst offener Mengen ist, so bilden die Punkte von F, 
in denen letztere Menge n — 1-dimensional ist, eine in F dichte Teilmenge. 

Korollar I. Falls die gemeinsame Grenze F zweier offenen Mengen 
(in E,) ein Kontinuum ist, so ist F eine n —1-dimensionale verall- 
gemeinerte Cantorsche Mannigfaltigkeit. 

Also ist insbesondere die gemeinsame Grenze zweier zusammenhdangender 
Gebiete in E, (von denen wenigstens das eine beschrdnkt ist) stets eine 
n — 1-dimensionale verallgemeinerte Cantorsche Mannigfaltigkett. 

Letzteres Ergebnis laBt sich fiir den Fall n= 3 wesentlich verall- 
gemeinern, und zwar besteht folgender Satz: 

VI. Die gemeinsame Grenze zweier im dreidimensionalen Cartesischen 
Raume liegender Gebiete, von denen wenigstens das eine beschrankt ist, 
ist eine Cantorsche Flache (= eine zweidimensionale Cantorsche Mannig- 
faltigkeit im Sinne der Definition IV) *’). Wegen des Beweises dieses recht 
schwierigen Satzes verweisen wir auf Mém. 2, ch. II, §§ 19—41 (Fund. 
Math. 7, S. 96 —123) 87°). 

Wir bemerken noch zum Schlusse, daB im Korollar I zum Satze V 
offenbar auch folgende Tatsache enthalten ist. 

Korollar II. Falls das Kontinuum C, aber kein Teilkontinuum von 
C, den n-dimensionalen Raum E, zerlegt, so ist C eine n — 1-dimen- 
sionale verallgemeinerte Cantorsche Mannigfaltigkeit *"”). 


Kapitel III. 


Zerlegung m-dimensionaler Riume in nulldimensionale Mengen. 


21. Es handelt sich in diesem Kapitel im wesentlichen um den Be- 
weis des folgenden Satzes: 


Damit ein kompakter metrisierbarer Raum E von der Dimension n 





3”) Vgl. meine unter "*) zitierte Comptes-Rendus-Note, wo der Satz VI fiir den 
w-dimensionalen Raum verallgemeinert und bewiesen wird. Der Beweis geschieht, 
wenn auch unter Heranziehung wesentlich neuer Hilfsmittel, durchaus gemiB dem 
von Urysohn in Mém. 1, ch. V, $§ 18, 19 (Fund. Math. 8, S. 312) angegebenen Plane. 
Eine wesentlich weiter gehende Verallgemeinerung des Satzes ist in meiner unter **) 
zitierten Note Nr. 5 gegeben. 

378) Siehe wegen dimensionstheoretischer Eigenschaften ebener Mengen (die sich 
vermutlich auch auf den n-dimensionalen Raum iibertragen lassen) vor allem Mém. 2, 
ch. VIL (Verh. Kon. Ak. Amsterdam, I. Sect., 13 (1927). Die Weiterfiihrung der da- 
selbst nur angedeuteten Untersuchungen scheint zu wesentlich neuen Einsichten in den 
topologischen Aufbau der Koordinatenraume fiihren zu kénnen. 

#7») Aus dem Resultat meiner soeben*’) erwahnten Note folgt, da8 man in der 
Formulierung des Korollars II das Wort ,,verallgemeinerte“ streichen darf. 
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sei, ist notwendig und hinreichend, daB man E in n-+-1 nulldimensio- 
nale Mengen zerlegen kann. 

Dieser Satz ist in dem allgemeineren, durch die Gesamtheit der 
folgenden beiden Satze dargestellten Resultat enthalten: 

I, Jede in einem kompakten metrischen Raume E gelegene n-dimen- 
stonale F,-Menge © lapt sich (falls n>0 ist) in n+ 1-nwlldimensio- 
nale Mengen zerlegen. 

II. Die Vereinigungsmenge n-+-1 beliebiger nulldimensionaler (in 
demselben separablen**) metrisierbaren Raume E gelegener) Mengen ist 
héchstens n-dimensional. 

Wir fangen mit dem Beweise des Satzes II an. 

22. Der Satz II ist seinerseits eine unmittelbare Folge des Satzes: 

III. Die Mengen L und M seien (im separablen metrisierbaren 
Raume E) beliebig gegeben. Dann ist dim(L+ M)<dimL+dim M+1 

Beweis des Satzes III. Der Satz III ist offenbar richtig, wenn 

dim L + dim M= — 2. 
(weil dann die beiden Mengen leer sind). 

Wir setzen jetzt voraus, der Satz III wire fiir alle diejenigen Mengen 
L, M bewiesen, fiir die 
(1) dim L+dimM<n 
ist (nm ist dabei eine ganze Zahl > —1), und beweisen ihn fiir alle der 
Bedingung 
(2) dim L + dim M=n 
geniigenden Mengen. 

Es sei L, M ein der Bedingung (2) geniigendes Mengenpaar, und z 
irgendein (fest zu denkender) Punkt der Menge L + M; es sei z.B. rc L. 

Es existiert dann (fiir jedes e > 0) eine Zerlegung 


(3) [U=A+B+D, rcAcA+BeS(z,+), H(4,D)=0, 
dim B < dim, L—1<dimL —1. 

Da jeder metrische Raum vollstindig normal ist®), so gibt es zwei Ge- 

biete (in Z), GZ und Gj, die den Bedingungen 


(4) <Ac@icS(z,5), DeGp>E—S(z,4e), @1-G5=0 


5%) Die Voraussetzung der Kompaktheit des Raumes EZ ist hier schon deshalb 
iiberfliissig, weil jeder separable metrisierbare Raum als Teilmenge eines kompakten 
metrischen Raumes betrachtet werden darf (S.P. Urysohn, Der Hilbertsche Raum usw., 
Math. Ann. 92, 8S. 302). Ein metrisierbarer Raum heiBt separabel (Fréchet), wenn er 
eine abzahlbare dichte Teilmenge enthilt. 

8%) Siehe die unter *) zitierten Arbeiten von H. Tietze und P. Urysohn. 
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geniigen. Wir setzen alsdann 
A,= Gi(L+ M), 
(5) D,=@5-(L+ 4M), 
B,=(L+ M) —(A,+ D,)- 
Man sieht sofort ein, daB die Zerlegung 
(6) L+M=4A,+8B,+D, 


eine e-Aussonderung des Punktes x in bezug auf die Menge L + M ist. 
Es ist weiter 

B,= B,-L+ B,-M, 
wobei 


B,-L=L—(A,+D,)=L—(G44+G6p)cL—(A+ D)=B, 
woraus folgt, daB 
(7) dim ( B,-L) < dim B < dim L — 1 
ist. Da anderseits dim(B,-M) < dim M ist, so ist 

dim (B,-L) + dim(B,-M) < dim L + dim M—1 Sg n—1 <n; 
unserer Voraussetzung gem&8 ist also 
(8) dim B, = dim ((B,-L) + (B,-M)) < dim (B,-L) 

+ dim(B,-M)+1<n. 
Da ec und zc L + M beliebig gewahit waren, so folgt aus (8), daB 


dim, (L+ M)<2+1=dimL+dimM+1 
und auch 
dim (L+ M)<dimL + dimM+1 


ist, womit der Beweis des Satzes III und folglich auch des Satzes II 
erbracht ist. 
Bemerkung. In der soeben durchgefiihrten Uberlegung ist offenbar 

der Beweis einer allgemeineren Tatsache enthalten, nimlich daB 

dim, (ZL + M)<dim,L +dimM+1 
ist (wobei x- L vorausgesetzt ist). Dagegen gilt nicht allgemein 

dim, (ZL + M) < dim, L + dim, M +1, 
wenn auch zc L-M ist. Man braucht in der Tat zu setzen (im n-dimen- 
sionalen Euklidischen Raume £_): 


b= 2+3'[8 (se) -4(@ 94). 


m=1 
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Offenbar ist 
dim, L = dim, M= 0, 
dagegen 
dim, (ZL + M) =dim, S(z,1)=n. 
28. Wir schreiten jetzt zum Beweise des Satzes I. Wir setzen voraus, 
der Satz wire fiir n — 1 bewiesen (fiir n —0 ist er ja klar). 
Es sei ® eine n-dimensionale F,-Menge eines kompakten metrischen 
Raumes £, 
(9) = SF, F,¢. 


Es existiert dann fiir jede natiirliche Zahl m und jeden Punkt zc @ eine 
=. - Aussonderung des Punktes z mittels einer héchstens n — 1 -dimen- 


sionalen Menge Bz", die in ® abgeschlossen ist: 
& — AP + BP + D?, 
rcAPcAP+BPc8(z,2), AP-BY=B?-D? = Az-Dr =0. 


Ay’ e G (rel D), BP e§ (rel ), D? eG (rel D) 


dim BY <n —1. 
Offenbar ist 


(9%) Br — Bp.® = SB?-F,, 
k=1 
also ist Bz’ eine F,-Menge. 
Anderseits ist 
oc SA, 
zc® 
also 


m 
F,¢ S AD -F,. 
zc®@ 


Eine Anwendung des Borel-Lebesgueschen Uberdeckungssatzes ergibt 
alsdann endlich viele Punkte 


z(k, 1), 2(k, 2),..., 2(B, j,) 


derart, daB 
ik 
F,S 2 (Asa,0°F,)» 
4= 
also 
«© tk 
(10) cS » Ara.i- 


&=1 f=1 
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Die Relation (10) gilt fiir jedes m. Wir setzen nun 


(11) o—- 5 3 SBP 


Die Zerlegung 
@=9%,+9Q,, %,-Q,=0 
besitzt folgende Eigenschaften 

1°. ®, ist eine F,-Menge von der Dimension <n—1, 

2°. Q, ist eine nulldimensionale Menge. 

Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus (11), (9°) und aus dem 
Satze III des Kapitels I. 

Um die zweite Behauptung zu beweisen, wahlen wir irgendeinen 
Punkt y<Q,, ein beliebiges « >0 und ein m> >. Der Punkt y ist 
sicher in einer der Mengen Ay, ,) enthalten, und dann ist die Zerlegung 

Q, = Q,-Ave.o + Q,-Bra.o + Q:-Dre.0 
eine e-Aussonderung des Punktes x mitteis der leeren Menge 
Q, Bruno Q,-%, =0. 
Die Behauptung 2°. ist hiermit bewiesen. 

Da unser Satz fiir n — 1 als richtig vorausgesetzt und die Menge @, 
nach 1°. héchstens n — 1-dimensional, also nach dem Satze III des § 22 
genau n — 1-dimensional ist, so la8t sich ®, in m zueinander fremde null- 
dimensionale Mengen 

Qs, +++» Ques 
zerlegen, die, zusammen mit Q,, die gewiinschte Zerlegung der Menge ® 
darbieten. Dadurch ist der Satz I und folglich auch das Hauptresultat 
dieses Kapitels vollstaindig bewiesen. 

24. Als Anwendung des Satzes III wollen wir folgende Tatsache be- 
weisen. 

IV. Es gibt (sogar in Euklidischen Raumen) Mengen beliebig hoher 
Dimension, die kein Kontinuum enthalten. 

Diese Behauptung folgt auf Grund des Satzes III aus dem folgenden, 


fiir den Fall n = 2 zuerst von Mazurkiewicz (vgl. Anz. Akad. Krakau 1°13, 
A, 8. 46 ff.) bewiesenen Satze **). 


88) Mit Hilfe des Zermeloschen Wohlordnungssatzes 1aBt sich iibrigens auch der 
allgemeine Satz IV’ ohne Miihe beweisen (vgl. Sierpitiski, Fund. Math. 1, 8.7). Da 
aber derartige Beweise aus dem Rahmen der geometrischen Mengenlehre ginzlich 
herausfallen, geben wir im folgenden einen zweiten, konstruktiven Beweis des Satzes IV’. 
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IV’. Man kann den n-dimensionalen Wiirfel R, (des gewohnlichen 
n-dimensionalen Raumes) in zwei zueinander fremde Teilmengen L,, und 
M,,, von denen keine ein Kontinuum enthdlt*°), zerlegen. 

Fiir » = 1 ist der Satz IV’ offenbar richtig. Wir setzen nun voraus, 
er ware fiir R,_, bereits bewiesen, und beweisen ihn fiir n. 

Es seien 2, t,,t,,...,¢,_, die Koordinaten eines (variablen) Punktes 
im £,. Wir betrachten als R, den _,,Einheitswiirfel“ 


0<7<1, 0st;51 (¢=1,2,...,.n—1), 
und bezeichnen durch I/*die (nm — 1)-dimensionale Ebene {x =a}. Die 
Menge 

Ra-: = R,- 11” 
ist dann ein n — 1-dimensionaler Wiirfel, fiir den unser Satz als bewiesen 
vorausgesetzt war. Es existiert also eine Zerlegung 
Ra-1 = Da-1 t+ My-s (0<2791) 

in zwei zueinander fremde, kein Teilkontinuum enthaltende Mengen. Wir 
diirfen dabei voraussetzen, daB die Projektion von L,_, auf 17° mit Le, 
zusammenfallt (d.h. daB alle L* mittels Parallelverschiebung der 2-Achse 
entlang ineinander iibergefiihrt werden kénnen). 

Es sei jetzt K irgendein Teilkontinuum des Wiirfels R,, und K, seine 
Projektion auf die X-Achse. Zwei Fille sind méglich a priori: 

1°. K, besteht aus einem einzigen Punkt ag; das System aller X, fiir 
die das zutrifft, bezeichnen wir mit $$ und schreiben dann: Ke. 

2°. K, ist eine (abgeschlossene) Strecke [bx, cx}; wir schreiben dann: 
KeS (wo © das System aller betreffenden K ist). 

Man sieht sofort ein (Cantor-Bernsteinscher Machtigkeitssatz ), daB die 
Machtigkeit des Mengensystems © diejenige des Kontinuums, ¢, ist. Es 
existiert also eine eineindeutige Beziehung zwischen den Elementen von © und 
allen unendlichen Folgen von natiirlichen Zahlen **)., Wir bezeichnen durch 

(m*¥, mF, ooo ME, ...) 


die auf Grund dieser Beziehung dem Kontinuum K entsprechende Zahlenfolge. 


*) Aus III folgt dann, daB wenigstens eine der beiden Mengen L, und M, von 
ant fn —1 
der Dimension > fo | ist (weil sonst dim R, < dim L, + dim M,+1<2 *F"] 


+l<n wire) ; daraus folgt aber die Behauptung IV. 


*t) Diese Beziehung 148t sich in unserem Falle ohne Benutzung des Auswahl- 
postulates herstellen. (Vgl. Sierpifiski, Les ensembles effectifs et l’axiome du choix“ 
[ Fund. Math. 2, 8S. 113)). 
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Es sei jetzt 
I (0,5 Sigs += +5 9) 
die Menge aller derjenigen Irrationalzahlen, deren Kettenbruchentwick- 
lung mit 


-~ 


+ Rica's (» Bg - +9 8 sind gg 
‘4+ Se natiirliche Zahlen 
anfangt. Wir denken uns alle J(s,,8,,..., 8;) ein fiir allemal in eine 
abzahlbare Folge 
(12) a ee 
geordnet. 


Falls nun K ein beliebiges Kontinuum des Systems © ist, so be- 
zeichnen wir durch h(K) die erste natiirliche Zahl, fiir die 


Iaix © K, = [ bx, Cx] 














ist; es seien dann der Reihe nach s*, s*,..., x. die die Menge J,;x) 
definierenden natiirlichen Zahlen: 
Inim = I (8¥, a¥,..., 8* xe) 
und setzen ferner: 
ih 
x 8; ae 1 
ot , 
E 
55(R) *T+—, 
2m, dest i 
2m* +.. 
. = 1 
x am T.. 1 
we % 
E 
$5 (K) + 3+ LU 
2mX oe 1 
2me + 


Wir bezeichnen mit denselben Buchstaben y, und z, die Punkte des 


Raumes £,, fiir die z= y, bzw. =z, ist und alle ¢,= 0 sind. 
Offenbar ist 


(13) ¥, +2,°K,, Yq 2: 
Man beweist auSerdem leicht, da8 fiir zwei verschiedene Kontinua K und 
K* (beide aus dem System G) 


ist. 
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Es sei endlich Y bzw. Z die Menge aller Punkte y, bzw. z,: 
Y= , Z= : 
xae!k os *x 
Die beiden Mengen Y und Z sind zueinander fremd; ihre Vereinigungs- 
menge ist in der Ejnheitsstrecke der x-Achse enthalten. 
25. Um die Konstruktion weiter zu fiihren, miissen wir die Zer- 
legung der Wiirfel R¢_, in Lj-, und My_, durch eine neue Zerlegung 
2-1 = U* +0" 
ersetzen. Die Zerlegung Re-1 = U*+V* wird geometrisch mit der Zer- 
legung Re_1 = La-:+ My-; identisch bleiben: die einzige Abianderung 
wird namlich darin bestehen, daB man fiir bestimmte x durch U* die 


Li-1 bezeichnet, fiir andere Werte von x dagegen U* = Mz, setzt. Letzteres 
geschieht wie folgt. 


Fall 1: 2c ¥. Ee ist also z—y,, wobei K das durch die Kenntnis 
von y, eindeutig bestimmte Kontinuum des Systems © ist. Aus (13) 
und der Definition von K, folgt alsdann 


K-Ra-1 = K-Il* +0; 
eine der beiden Ungleichungen 


(15) K- Dn-1 + 0 
K-My-1 +0 
findet also sicher statt. . 
Wir setzen jetzt 
(16,) U=11, Vi= Mis 
oder umgekehrt 
(16,) U* = i.» V* = Gas 


je nachdem die erste der beiden Relationen (15) erfiillt ist oder nicht 
(im letzteren Falle ist sicher K-My_; +0). Wir bemerken ausdriicklich, 
da8 in beiden Fallen 

(17) K-U* = K-U"* +0. 


Fall 2: x¢Z. Dieser Fall unterscheidet sich von dem soeben unter- 
suchten allein dadurch, daB die Rollen von U* und V* umgetauscht werden. 
Es gilt also jetzt die Relation 


(18) K-V* = K-V® +0. 


Fall 3: zx gehért zu keiner der beiden Mengen Y und Z. Wir de- 
finieren dann 


U* = Ts-1, V* = My-1. 
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Die beiden Mengen U* und V* werden auf diese Weise fiir jedes z, 
0<2z<1 definiert. Wir setzen jetzt 


(19) L=- 30; M=y PV’. 
0S2S1 0S27S1 


Es bleibt iibrig zu beweisen, da keine der beiden Mengen L, und 
M,,, deren Vereinigungsmenge yenau R, ist, ein Kontinuum enthilt, oder, 
was dasselbe ist, daB jedes Teilkontinuum K des Wiirfels R, sowohl mit 
L,, als mit M, gemeinsame Punkte besitzt. Falls K ein Kontinuum des 


~ 


Systems © ist, folgt letztere Behauptung aus (17) und (18). Falls da- 
gegen K ein Kontinuum des Systems § ist, so ist 


Kk, = Qz, 
also 


Ko Re. = 0° + V*; 
da keine der beiden Mengen U* und V* ein Kontinuum enthilt, so ist 


K-U*+0, K-V*+0, 
also a fortiori (zufolge (19)): 
K-L, +0; K-M, +0, 
w. z. b. w. 
26. Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt der 


Korollar. Es gibt unendlich hoch dimensionale Punktmengen, die 
kein Teilkontinuum enthalten. 


Es geniigt in der Tat (z. B. im Hilbertschen Raume) 


Ly = 3 L, 
n=1 
zu setzen, wobei L, folgenden Bedingungen geniigen: 
a) dimL, =n, 
b) L,-L, =0, 


c) keine der Mengen L, enthalt ei Kontinuum. 


Wir machen zum Schlusse noch folgende Bemerkung. Der Satz IV 
behauptet nur die Existenz einer kein Teilkontinuum enthaltenden Menge 
beliebig hoher Dimension. Daraus folgt aber unmittelbar die Haistenz 
fiir ein beliebiges n einer kein Teilkontinuum enthaltenden genau n-dimen- 
sionalen Menge: falls in der Tat L eine kein Teilkontinuum enthaltende 
Menge von der Dimension > ist, so enthalt natiirlich L auch genau 
n-dimensionale Mengen (was man sofort beweist, indem man z. B. die 
e-aussondernde Mengen betrachtet), die sicher kein Teilkontinuum besitzen. 
Man kann aber auch direkt jede 1 +-m-+- 1-dimensionale abgeschlossene 
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Punkimenge © als Vereinigungsmenge zweier zueinander fremden Teil- 
mengen L und M darstellen, von denen die erste von der Dimension | 
und die zweite von der Dimension m ist. 
Auf Grund des Satzes I kann naimlich ® als Vereinigungsmenge 
1+ m + 2 nulldimensionaler Mengen 77, 7,, ..., Ti+m+2 dargestellt werden. 
Wir setzen nun einfach 


L=T,+T,+...+ Tis, 
M = Ty2 +... + Thame 
Dann folgt aus II, daB 


dimZ<l und dimM<m 
ist; da aber anderseits 


l+m+1=dim®=dim(L+ M)<dimL+dimM+1 
ist, so ist 
dim L =1, dim M=m, 


w. z. b. w. 


Schlu8bemerkung. 


Von den im I. Teile des Urysohnschen Mémoire **) aufgestellten Proble- 
men sind viele von L. Tumarkin“*) und W. Hurewicz‘‘) gelést worden. 
Insbesondere ist es dabei gelungen, in wesentlicher Weise die Resultate 
des I. und III. Kapitels dieser Abhandlung zu verallgemeinern. 


**) Der Leser sei dabei auf das sich am Ende des 7. Bd. der Fundamenta be- 
findende Verzeichnis von teilweise recht sinnstérenden Druckfehlern und ausgefallenen 
Literaturhinweisen aufmerksam gemacht. 

‘*) Zwei Voranzeigen ,,Zur allgemeinen Dimensionstheorie“ und ,Uber Zerlegungen 
kompakter metrischer Réume in zueinander fremde abgeschlossene Mengen“, in den 
Proceedings Kon. Ak. Wet. Amsterdam 28, Nr. 10 (Meeting of Nov. 28, 1925), 
sowie ausfiihrliche Darstellung in Math. Ann. 98. 

“*) ,Normalbereiche und Dimensionstheorie“, Math. Ann. 96. 


(Eingegangen am 3. 4. 1926.) 








Grundri8 der Mengerschen Dimensionstheorie. 


Von 


Witold Hurewicz in Amsterdam. 
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Vorbemerkung. Im folgenden werden die Grundgedanken der Mengerschen Di- 
mensionstheorie zusammengefaBt. Die Darstellung folgt, ihrem Gedankengange nach, 
einer dimensionstheoretischen Vorlesung von Menger*) und schlieBt in ihren Details 
aufs engste an die Mengerschen Originalarbeiten an*). Zweck des folgenden Aufsatzes 

1) An der Amsterdamer Universitat 1925/26. 

*) Wir fiihren hier die Mengerschen Arbeiten itiber die Dimensionstheorie in 
chronologischer Reihenfolge an und verweisen auf sie im folgenden mit ihrer Nummer : 

1. Eine Hinterlegung bei der Wiener Ak. d. Wissensch. (Herbst 1921), sowie 
eine Einreichung bei den Monatsheften f. Math. u. Phys. (Febr. 1922), beides abgedruckt 
Proc. Ac. Amsterdam 29. 

2. Eine Arbeit vom Herbst 1922 und eine Hinterlegung bei der Wiener Ak. d. 
Wiss. vom Herbst 1923, beides abgedruckt in den Proo. Ac. Amsterdam 80. 

8. Uber die Dimensionalitét von Punktmengen, I. Teil, Monatshefte f. Math u. 
Phys. 33 (1923), S. 148. 

4. Uber die Dimension von Punktmengen, IJ. Teil, Monatshefte f. Math. u. Phys. 34 
(1924), S. 138. 

5. Auszug aus 4., Proc. Ac. Amsterdam 27 (1924), 8S. 639. 

6. Einige Uberdeckungssitze der Punktmengenlehre, Wiener Ber. 188 (1924), 
8. 421. 

7. Grundziige einer Theorie der Kurven, Math. Annalen 95 (1925), 8. 572. 

8. Auszug aus 7., Proc. Ac. Amsterdam 28 (1925), 8. 67. 

(Fortsetzung der FuGnote 2 auf nichster Seite.) 
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ist, mit Riicksicht auf die groBe Zahl der Mengerschen Abhandlungen eine leicht zu- 


gingliche Zusa f. ng ihrer Hauptresultate und der wichtigsten Mengerschen 
Methoden zu geben. 

Es liege ein Raum vor, d.h. eine Menge, deren Elemente Punkte 
heiBen, und in der axiomatisch oder durch eine der Menge aufgepriigte 
Metrik Umgebungen definiert sind, d.h. gewisse Teilmengen, welche die 
anschaulichen Eigenschaften von Nachbarschaften besitzen. Als Begrenzung 
einer solchen Umgebung bezeichnen wir die Menge aller Hiaufungspunkte 
der Umgebung, welche nicht in der Umgebung enthalten sind. Dann 
lautet die Mengersche 





Definition **). Hin Raum heiBt hochstens n-dimensional, wenn zu 
jedem Punkte des Raumes beliebig kleine Umgebungen mit héchstens (n —1)- 
dimensionalen Begrenzungen existieren; er heiBt n-dimensional, wenn n 
die kleinste Zahl dieser Higenschaft ist; dabet heiBt (— 1)-dimensional 
die leere Menge, und nur diese. 

Ein Raum heiBt n-dimensional im Punkte p, wenn beliebig kleine 
Umgebungen von p mit hochstens (n — 1)-dimensionalen Begrenzungen 
existieren und wenn n die kleinste Zahl dieser Higenschaft ist. Schlechthin 
n-dimensional heiBen also die in allen ihren Punkten n-dimenstonalen 
Raume. 

Ist der héchstens n-dimensionale Raum R gegeben als Teilmenge 
eines umfassenderen Raumes R*, dann existieren zu jedem Punkt von R 
beliebig kleine Umgebungen in R*, deren Begrenzungen mit der Menge R 
héchstens (n — 1)-dimensionale Durchschnitte haben. 


9. Uber regulire Baumkurven, Math. Annalen 96 (1926), S. 572. 

10. Allgemeine Riume und Cartesische Riume, I. Mitteilung, Proc. Ac. Amsterdam 
29 (1926), S. 476. 

11. Dasselbe, II. Mitteilung, Proc. Ac. Amsterdam 29, 8. 1125. 

12. Dimensionstheoretische Konsequenzen des Verhiltnisses von allgemeinen Riiu- 
men und Cartesischen Raiumen, Proc. Ac. Amsterdam 29, 8S. 648. 

13. Zur allgemeinen Kurventheorie, Fund. Math. 10 (1926), 8. 96. 

14. Die Hauptprobleme iiber die dimensionelle Raumstruktur, Proc. Ac. Amsterdam 
30 (1926), S. 138. 

15. Bericht iiber die Dimensionstheorie, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 35 (1926), 
S. 113. 

16. Die Haupttheoreme der Dimensionstheorie, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 36, 
(Auszug aus Mengers Diisseldorfer Vortrag). — 

Ein mit dem Mengerschen fdquivalenter Dimensionsbegriff war im AnschluB an 
einen Gedanken Poincarés schon von Brouwer, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 
142 (1913), S. 146 aufgestellt und gerechtfertigt worden. Eine andere fquivalente 
Definition wurde von Urysohn, C. R. 175, Sept. 1922, aufgestellt und zum Ausgangs- 
punkt einer Theorie gemacht (Fundam. Math. 7 und 8), von welcher eine Darstellung 
im gleichen Annalenband erscheint. 

28) Vgl. Menger 1, 2, 8, 4, 15. 

Mathematische Annalen. 98. 5 
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Summensatz*). In einem kompakten metrischen Raum ist die Summe 
von abzdhlbar vielen abgeschlossenen n-dimensionalen Mengen n-dimen- 
stonal. 

Weniger als n-dimensional kann die Summe von n-dimensionalen 
Mengen sicherlich nicht sein; wir haben also nachzuweisen, daB die Summe 
abzahlbar vieler héchstens n-dimensionaler Mengen héchstens n-dimensional 
ist. Fiir n = — 1 ist dies trivial. Wir wollen annehmen, der Summensatz 
sei bereits bewiesen fiir nm —1. Es sei dann {A,} (k=1,2,...) irgend- 
eine Folge von abgeschlossenen héchstens n-dimensionalen Mengen. Der 
Summensatz ist fiir n und mithin allgemein bewiesen, wenn wir zeigen: 


Die Menge A= SA, ist héchstens n-dimensional. Wir geben zu diesem 


Zweck einen belishigen Punkt a von A und eine beliebige Umgebung Z (a) 
von a vor und haben nachzuweisen: Es existiert eine Umgebung U(a) < Z(a), 
deren Begrenzung mit A einen héchstens (m —1)-dimensionalen Durch- 
schnitt hat. 

Wir bezeichnen mit S, den in der abgeschlossenen Hiille Z(a) von 
Z(a) befindlichen Teil der &-ten Teiisumme von A 


8,—Z(a)- 34. 


Die Menge A, ist in a héchstens n-dimensional, es existiert also eine 
Umgebung U,(a) < Z(a), *) deren Begrenzung B, mit A, einen héchstens 
(m —1)-dimensionalen Durchschnitt hat. 

Der Gedankengang des Beweises ist nun folgender: Wir modifizieren 
die Umgebung U,(a) in der Nahe ihrer Begrenzung derart, daB die Be- 
grenzung der entstehenden Umgebung U,(a) mit S, einen héchstens 
(n — 1)-dimensionalen Durchschnitt hat; wir modifizieren sodann die Um- 
gebung U,(a) in der Nahe ihrer Begrenzung derart, daB die Begrenzung 
der entstehenden Umgebung U,(a) mit S, einen héchstens (nm — 1)-dimen- 
sionalen Durchschnitt hat, usw., wobei wir die Konstruktionen so ein- 
richten, daB alle U,(a)<Z(a) bleiben. Wir wollen erreichen, da8 die 
Begrenzung von D> U,, einen héchstens (n — 1)-dimensionalen Durchschnitt 


k=1 
mit A hat. Dazu reicht die Tatsache, daB S, mit der Begrenzung von 
U,(a) einen héchstens (n —1)-dimensionalen Durchschnitt hat, an sich 
keineswegs aus®). Wir richten nun aber **) die Konstruktion der U, (a) durch 


*) Vgl. Menger 4, S. 147; ein Beweis fiir den Fall kompakter Summe bei Menger 2; 
fiir den Fall n= 1 vgl. Menger 3, 8. 152. 

*) Wir schreiben abkiirzend U << V, wenn U < V gilt; vgl. Menger 4, 8. 145. 

*) Zu einem einfachen Beispiel hierfiir wihlt Menger als Raum die Gerade, als 
Menge A, den Punkt 0, als Menge A, den Punkt a (k=2,3,...). Betrachten wir 
(Fortsetzung der FuGnote 6 u. FuGnote 5a auf nichster Seite.) 
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scharfe VorsichtsmaBregeln bei den sukzessiven Modifikationen so ein, da 
die Begrenzung von 30,(a) mit S, nur solehe Punkte gemein haben 
i=1 


kann, welche auch schon die Begrenzung von U, mit S, gemein hat. 


Dadurch wird gewahrleistet, daB die Begrenzung von 30,(a) mit jeder 
‘=1 


der Mengen S, einen héchstens (n — 1)-dimensionalen Durchschnitt hat, 
und daraus ergibt sich auf Grund des fiir n—1 als bewiesen an- 
genommenen Summensatzes, daB der Durchschnitt der Begrenzung von 


¥U,(a) mit A héchstens (n —1)-dimensional ist. 
t=1 


Wir schicken dem Beweise zwei Hilfssitze voran. 


Hiljssatz 1. Sind A und B zwei abgeschlossene Mengen eines metri- 
schen Raumes und ist U eine offene Menge > B — A-B, dann existiert 
eine zu A fremde Menge V < U, welche B — A-B enthalt, und zwar so, 
daB V-A < B-A gilt. — Jeder Punkt von B — A-B hat einen positiven 
Abstand sowohl von der abgeschlossenen Menge A als auch von dem ab- 
geschlossenen Komplement der Menge U; der Punkt p habe etwa den 
Abstand r,; von A, den Abstand r,’ vom Komplement von U; r, bezeichne 
die kleinere der beiden Zahlen r, und r;’. Wir bilden fiir jeden Punkt p 
von B—A-B die Menge U(p;5r,) aller Punkte, die von p einen Ab- 
stand < jr, haben. Ist V die Summe dieser Kugelumgebungen aller Punkte 
von B — A-B, so erfiillt V, wie man miihelos bestatigt, die Forderungen 
von Hilfssatz 1. 


Hilfssatz 2°). Voraussetzungen: Es seien A’ und A” zwei kompakte 
abgeschlossene Mengen (A” < A’), es sei W eine offene Menge > A’ — A”, 
und es sei S§ ein System von offenen Mengen, so da8 zu jedem Punkt 
der Menge A’ — A” beliebig kleine Umgebungen im System S enthalten 
sind. Behauptung: Aus dem System S kann eine Folge {W,} (k = 1, 2, ...) 
von offenen Mengen herausgegrifien werden, so daB, wenn wir allgemein 


1 hie 1 \ 

dann den Punkt a=7 und nennen wir U;,(a) das offene Intervall (a 1) 

(k=2,3,...). Dann ist die Begrenzung jeder U,(a) zu > A, fremd, hat also ins- 
i=1 


k 
besondere mit 5 A, einen (—1)-dimensionalen Durchschnitt. Die Begrenzung der 
t=1 


Menge =U; (a) hingegen, d. i. die Begrenzung des Intervalles (0, 1), enthalt den 
k=1 


Punkt der Menge A,, hat also mit SA einen mehr als (—1)-dimensionalen 
Durchschnitt. ” 
*®) Vgl. Menger 4, S. 147f. 
*) Vgl. Menger 4, S. 143. 
5* 
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mit B(U) die Begrenzung der Umgebung U bezeichnen, die Beziehungen 
gelten: 


(*) A'— A" < W,<W, 
k=1 
(**) B(S W,) < 5 B(W,)+ A". 


Bezeichnen wir zum Beweis mit A, die Menge aller Punkte von 
A’'— A”, die von A” einen Abstand <+ haben (n= 1, 2, ... 
A,= A’ — A”). Fiir jedes natiirliche n ist die Menge A,—A,,, kom- 
pakt und abgeschlossen, kann daher nach dem Borelschen Theorem mit 
endlich vielen Umgebungen aus dem System S iiberdeckt werden, die 
< W und deren Durchmesser < i sind. Nennen wir W,, We, ..., We, die 
A, — A, iiberdeckenden Umgebungen < W aus S mit einem Durchmesser 
<1, We,+:,---> We,+sz, die A,— A, iiberdeckenden Umgebungen < W 
aus S mit einem Durchmesser <}, usw. Die Folge {W,} (k =1, 2,...) 
dieser Umgebungen erfiillt die Forderungen von Hilfssatz 2. Erstens ist 
A =~ fe Bhs det), te Ps W,. Betrachten wir 


n=0 


, 


zweitens die Begrenzung B ( > W,). Jeder Punkt p dieser Begrenzung 
k=1 


gehért entweder zu einer Begrenzung B(W,), oder es befinden sich in 
jeder Umgebung U(p) Punkte von unendlich vielen Mengen W,. Nun 
liegen aber, wie man sich leicht iiberzeugt, in jeder vorgelegten Umgebung 
von A” fast alle Mengen W,,. Ist also p ein Punkt, welcher nicht zu A” 
gehért, so kénnen in einer hinlanglich kleinen Umgebung U(p) nur Punkte 
von endlich vielen W, liegen. Ein Punkt, welcher nicht in A” liegt, kann 


also zu B( » W,) bloB dann gehéren, wenn er in einer der Mengen B(W,) 
k=1 


liegt, d. h. aber: es besteht die Relation (**). Damit ist Hilfssatz 2 be- 
wiesen. 
Wir betrachten nun zum Beweis des Summensatzes den Punkt a von 


A= SA, und die Umgebung U,(a), deren Begrenzung B, mit A, einen 


1 
héchstens (n —1)-dimensionalen Durchschnitt hat. Wir wenden auf die 
beiden abgeschlossenen Mengen S, und B, und auf die offene Menge 
Z(a) > B, = 8,-B, den Hilfssatz 1 an und bilden eine Menge V,, so daB 
insgesamt vorliegt: 

a) Eine Umgebung U,(a); ihre Begrenzung heiBt B,; die Menge 
B,-S, ist héchstens (n — 1)-dimensional. 

b) Eine offene Menge V, > B, — S,-B,, so daB V,-S,< B,-S, und 
V,< Z(a). 
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Wir wollen annehmen, es liege bereits vor: 

ay) Eine Umgebung U,_,(a), deren Begrenzung B,_, < B,_,+V,_, 
ist, und zwar so, daB B,_,-S,_, héchstens (n — 1)-dimensional ist. 

by-1) Eine offene Menge V,_, > B,_,—S,_,:B,_,, 80 dab 
V,-1°S,-1 < By-,-S,-, und Vi, < V,_,. 

Wir betrachten die Menge 
(«) M, = §,-B,_, — 8,-,-B,-, < A, B,-,- 


Die Menge A, ist héchstens n-dimensional, also existieren zu jedem Punkt 
von M, beliebig kleine Umgebungen, deren Begrenzungen mit A, héchstens 
(nm —1)-dimensionale Durchschnitte haben. Die Menge M, ist zufolge 
ihrer Definition (a) Differenz zweier abgeschlossener Mengen, und da 
B,_, — 8,-,°B,_, < V,-, ist, gilt M,<V,_,. Wir kénnen daher Hilfs- 
satz 2 anwenden und eine Folge von Umgebungen {W,} (¢ = 1, 2, ...) 
herausgreifen, deren Begrenzungen mit A, héchstens (n — 1)-dimensionale 
Durchschnitte haben, und zwar so, da8 fiir jedes i W,<V, _, ist und dab gilt: 


(*) M,< 3'W,<V,.,, 
i=1 
(**) B(SW,)< 3 B(W,)+B,_,-8,-; 
i=1 t=1 


Wir setzen nun 
(2) U,(a) = U,_,(a) + 3M 
i=1 
und nennen B, die Begrenzung von U,(a). 
Dann ist offenbar erstens B,< B,_,+V,_,. Wir behaupten zweitens: 
B,-S, ist héchstens (n —1)-dimensional. Zunichst gilt ja wegen (f): 
(y) 8,-B, < 8,-B,_,+5,-B(S W,). 


Nun liegen aber zufolge von (*) und (a) alle Punkte von M,, d.h. alle 

Punkte von S,-B,_,, welche nicht zu S,_,-B,_, gehéren, in der offenen 

Menge 5’'W,. Da U,(a) laut Definition (f) die Menge SW, enthilt, 
i=1 é=1 

kénnen also auf der Begrenzung B, héchstens solche Punkte von S,-B,_, 

liegen, welche auch zu S,_,-B,_, gehdren; d.h. wir erhalten aus (y): 


& 


(3) 8,-B, < 8,_,-B,_, + 8, B( y Wi) 


‘ 


Hieraus folgt nach (**): 
(e) S,-B,< 8,-1°By-. +8, 3 B(M,). 
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Fiir jedes i ist S,-B(W,) < A,-B(W,)+S,_,-B,_,, also gilt 
(¢) 8,-B,< 8,-,-B,-. +4, & B(W)). 


Nach a,_,) und wegen der Wahl der W, ist die rechte Seite Summe ab- 
zihlbar vieler abgeschlossener héchstens (n — 1)-dimensionaler Mengen, 
also ist S,-B, héchstens (n — 1 )-dimensional. 

Wir wenden sodann auf die beiden abgeschlossenen Mengen S, und 
B, und die offene Menge V,_, > B, —8,-B, den Hilfssatz 1 an und 
bilden ihm zufolge eine offene Menge V,, so daB insgesamt vorliegt: 

a,) Eine Umgebung U,(a), deren Begrenzung B, < B,_, + V,_, ist, 
und zwar so, daB S,-B, héchstens (n — 1)-dimensional ist. 

b,) Eine offene Menge V, > B, — S,-B,, so daB V,-S,< B,-S, und 
V. < V,_, gilt. 

Es sind also fiir jedes natiirliche & die Mengen U,(a)< Z(a) und 
V, definiert und es gilt fiir beliebiges k und /: 


B,.,< B,+ V,. 
Setzen wir 
U(a)= 5 U,(a) 
k= 


1 


und nennen wir B die Begrenzung von U(a), so gilt daher 


Be< B, r Tne 
folglich 


8,-B < S,: B, T 8,: Vi» 
also mit Riicksicht auf Bedingung },): 
S,-B< 8,-B,. 

Jede der abgeschlossenen Mengen S,-B (k= 1, 2,...) ist demnach héch- 
stens (nm — 1)-dimensional, also ist dem fiir n — 1 als giiltig angenommenen 
Summensatz zufolge A-B héchstens (n —1)-dimensional. U(a) ist also 
eine Umgebung < Z(a), deren Begrenzung mit A einen hdéchstens 
(n —1)-dimensionalen Durchschnitt hat, womit der Beweis des Summen- 
satzes abgeschlossen ist *). 

*) Von Tumarkin und von mir wurde der Summensatz fiir allgemeine separable 
Raiume bewiesen (vgl. Hurewicz, Math. Annalen 96, S. 760; Tumarkin, Proc. Ac. Amst. 
28, 8.995). Den so verallgemeinerten Summensatz kann man auch in folgender 
Form aussprechen: Die Vereinigung von abzdhlbar vielen separablen n-dimensionalen 
Mengen, die in ihrer Summe abgeschlossen sind, ist n-dimensional. In dieser Gestalt 


formuliert findet der verallgemeinerte Summensatz auf beliebige Teilmengen kompakter 
Raume, insbesondere also auf Teilmengen Euklidischer Raume Anwendung. 
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Die beim Beweise des Summensatzes verwendete Methode besteht 
darin, da8’*) eine Umgebung durch Hinzufiigung (bzw. Wegnahme) von 
kleinen Teilen in der Nachbarschaft ihrer Begrenzung sukzessive modifiziert 
und dadurch schlieBlich in eine Umgebung iibergefiihrt wird, deren Be- 
grenzung eine gewisse vorgeschriebene Eigenschaft hat. Diese Methode 
der Modifikation von Umgebungen in der Nahe threr Begrenzungen wird 
von Menger auch zum Beweise zahlreicher anderer dimensionstbeoretischer 
Satze verwendet (vgl. z. B. unten den Beweis des Strukturtheorems fiir 
kompakte Raume). 

Korollar 1°). Man bezeichnet als F, eine Menge, die Summe von 
abzihlbar vielen abgeschlossenen Mengen ist. Auch eine Menge, welche 
Summe ist von abzahlbar vielen F,, ist daher Summe von abzahlbar 
vielen abgeschlossenen Mengen und aus dem Summensatz folgt unmittel- 
bar: In einem kompakten Raum ist die Summe abzéhlbar vieler n-dimen- 
sionaler F, n-dimensional. 

Korollar 2. Im angefiihrten Mengerschen Beweis des Summensatzes 
wird die n-Dimensionalitat der Menge SA, im Punkte a gezeigt, ohne 

k=1 
daB von der n-Dimensionalitat der Menge A, Gebrauch gemacht wiirde; 
in den Beweis geht vielmehr nur ein, daB die Menge A, im Punkt a 
héchstens n-dimensional ist. Aus dem Beweise folgt also: Ist die Menge A 
Summe abzdhibar vieler abgeschlossener n-dimensionaler Mengen und einer 
abgeschlossenen im Punkte a n-dimensionalen Menge, so ist A im Punkt a 
n-dimensional. 


Korollar 3°). Ist U ein n-dimensionales F, eines kompakten Rc umes, 
dann liegen die offenen Mengen, deren Begrenzungen mit M héochstens 
(nm —1)-dimensionale Durchschnitte haben, dicht, d. h. sind U’ und U” zwei 
offene Mengen, so daB U’<U” gilt, dann existiert eine offene Menge U, 
deren Begrenzung mit M einen héchstens (nm —1)-dimersionalen Durch- 
schnitt hat, und zwar so, daB U'’<U<U” ist. Wir beweisen hier 
den Satz der Einfachheit halber bloB fiir abgeschlossene Mengen M .*°) 
M ist in jedem Punkt der abgeschlossenen Menge M-U’ héchstens n-di- 
mensional. Zu jedem Punkt von M-U’ existiert daher eine Umgebung 
<U”, deren Begrenzung mit M einen héchstens (m — 1)-dimensionalen Durch- 
schnitt hat. Endlich viele dieser Umgebungen, etwa U,, U,,..., U, iiber- 
decken die Menge M-U’. Setzen wir dann U = SU, dann ist U << U” 


t=1 


7*) Vgl. iiber die folgende Charakterisierung dieser Methode Menger 10, S. 115. 
5) Vgl. Menger 4, 8S. 150. 

®) Vgl. Menger 4, S. 150. 

%) Der Beweis fiir beliebige F, findet sich bei Menger 4, S. 150. 
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k 
und die Begrenzung von U ist Teil von »’B(U;), hat also mit M einen 
i=1 


héchstens (m — 1)-dimensionalen Durchschnitt, womit Korollar 3 bewiesen ist. 
Betrachten wir nun in einem kompakten Raum FR irgend zwei fremde 
abgeschlossene Mengen A’ und A”. Nach einem bekannten Satz?) exi- 
stieren zwei offene Mengen U’> A’ und U” > A”, so daB U' und U” 
fremd sind. Es ist dann also U’<(R — U”), also existiert dem Korollar 3 
zufolge eine offene Menge U, deren Begrenzung B mit M einen héchstens 
(nm —1)-dimensionalen Durchschnitt hat, und zwar so, daB U’<U<R-—U” 
ist. Durch die Menge B-M werden aber die Mengen A’ und A” getrennt. 
In jedem n-dimensionalen F, eines kompakten Raumes sind also je zwei 
fremde abgeschlossene Mengen durch eine héchstens (nm — 1)-dimensionale 
Menge trennbar und umgekehrt ist ein F,, von dem je zwei fremde ab- 
geschlossene Teilmengen durch eine (m — 1)-dimensionale Menge trennbar 
sind, offenbar héchstens n-dimensional. Aus Mengers Korollar 3 folgt also 
unmittelbar: In einem kompakten Raum sind die n-dimensionalen F, 
identisch mit jenen, welche im Brouwerschen Sinn**) den Dimensions- 
grad n besitzen**). 


Aus dem Summensatze ergibt sich leicht’) der Urysohnsche Satz, daf jedes 
n-dimensionale F, Summe von n+ 1, aber nicht von weniger als n+ 1 nulldimensio- 
nalen Mengen ist. Der Satz ist fiir n= 0 trivial; er sei bewiesen fiir n—1, und 
es sei M ein n-dimensionales F,. Dem Borelschen Theorem zufolge existieren 
fiir jede natiirliche Zahl k abzahlbar viele offene Mengen {UF} (¢=1, 2,...), deren 


Durchmesser < : sind und deren Begrenzungen BE mit M héchstens (n — 1)-dimensio- 


nale Durchschnitte haben. Setzen wir B= > BF, so ist M-B dem Summensatz zu- 
ti.k=1 

folge héchstens (mn —1)-dimensional, also Summe von n nulldimensionalen Mengen- 

M—B ist aber nulldimensional; denn jeder Punkt von M—B, d. h. jeder Punkt 

von M, der fiir kein & und kein i einer Begrenzung BE angehért, muB fiir jedes k im 


Innern einer Umgebung uF liegen. Zu jedem solchen Punkt existieren also beliebig 
kleine Umgebungen, deren Begrenzungen < B, und mithin zu M—B-M fremd sind. 
In der Form M=B+(M-—B) ist also M als Summe von n+1 nulldimensionalen 
Mengen dargestelit. — DaB aber die Summe M von weniger als n+1, etwa von n 
nulldimensionalen Mengen N,, N,,..., N, nicht n-dimensional sein kann, ist, wenn 
wir diese (fiir n = 0 triviale) Behauptung fiir n—1 als bewiesen annehmen, sofort 


") Vgl. Tietze, Math. Annalen 88. 

**) Vgl. Brouwer, Journ. f. d. reine u. angew. Mathem. 142, S. 146. 

*%) Explizit wurde dies ausgesprochen und auf den Summensatz zuriickgefiihrt 
von Brouwer, Proc. Ac. Amsterdam 27, 8. 635. Fiir die abgeschlossenen Mengen findet 
sich der Satz auch bei Urysohn, Fund. Math. 8, 8. 328. Wegen der diesbeziiglichen 
Verhiltnisse fiir Mengen, die nicht Fo sind, vgl. Menger 15, Seite 121%) u. S. 148 *) 
und Hurewicz, Math. Annalen 96, 8. 763f. 

4) Vgl. Hurewicz, Math. Annalen 96, S. 761. 
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ersichtlich. Denn jeder Punkt p von M gehért einer der Mengen N,, etwa der 
Menge N,, an; daher existieren beliebig kleine Umgebungen von p, deren Begrenzungen 


n-1 
zu N, fremd sind, also mit M nur Punkte von > N,, mithin einen héchstens (n—2)- 
i=1 
dimensionalen Durchschnitt gemein haben. Also ist die Menge M in jedem ihrer 
Punkte héchstens (n— 1)-dimensional. 


Wir gehen nunmehr iiber zur Untersuchung der Struktur der n-di- 
mensionalen Mengen und fiihren zunichst einige Hilfsbegriffe ein. In 
jedem Raum RF fassen wir alle Punkte, in denen R genau n-dimensional 


ist, zu einer Menge zusammen und bezeichnen dieselbe mit R. Die 
n 


Menge aller Punkte, in denen R héchstens n-dimensional ist, nennen wir 
R, = > R, die Menge aller Punkte, in denen R mindestens n-dimensional 
k-0k 


ist (d. h. keine Dimension < n besitzt), nennen wir ,R = > R. 
k=n k 
Wir zeigen nun: In einem beliebigen metrischen Raum ist fiir jedes 
n die Menge R, ein Gs, d. h. Produkt von abzdhibar vielen offenen 
Mengen, die Menge ,R ein F,, d. h. Summe von abzahibar vielen ab- 
geschlossenen Mengen*®). 


Bezeichnen wir fiir ein bestimmtes n und fiir eine natiirliche 
Zahl k mit Ri die Menge aller Punkte, zu denen eine Umgebung mit 


héchstens (nm — 1)-dimensionaler Begrenzung und einem Durchmesser < : 


existiert. Fiir jedes k ist die Menge Rs offen. Die Menge R,, ist aber 


offenbar identisch mit dem Produkt dieser Mengen RE, also ein G;, die 
Menge ,,f, als Komplement des G; R,-;, ein F,.**) 


Fur kompakte Raume zeigt man ferner leicht auf Grund des Summen- 
satzes, da die abgeschlossene Hiille R der Menge R in jedem Punkt von R 
n n n 


n-dimensional ist?’). R ist Summe der abgeschlossenen Menge R und der 
Menge R — R, welch letztere héchstens (n — 1)-dimensional und als Diffe- 


n 
renz zweier abgeschlossener Mengen ein F,, also Summe von abzahlbar vielen 


1%) Vgl. Menger 4, S. 141. 

®) Dieser Beweis findet sich bei Menger 4, 8. 141. Die Methode wird zum Beweis 
eines analogen kurventheoretischen Satzes verwendet bei Menger 3, 8S. 282, zum Be- 
weis eines allgemeineren Satzes bei Menger 7, 8S. 282. 

*7) Uber diesen Satz und einen anderen Beweis desselben vgl. Menger 4, S. 144, 
auch schon Menger 2; iiber den Spezialfall n= 1 Menger 3, 8.150. Den oben an- 
gegebenen Beweis, der sich auf Grund des verallgemeinerten Summensatzes auf sepa- 
rable Raume iibertragen léBt, gab ich Math. Annalen 96, S. 762. 
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abgeschlossenen héchstens (n — 1)-dimensionalen Mengen ist. Ware die 
Menge R in einem Punkt von R weniger als n-dimensional, so wire dem 
n 


Korollar 2 des Summensatzes zufolge auch R in dem betreffenden Punkt 
weniger als n-dimensional, was unmdglich ist. Damit ist die angefiihrte 
Behauptung bewiesen. 

Eine tiefergehende Analyse zeigt, da nicht nur die Menge R, sondern 
sogar die Menge R in jedem Punkte von R n-dimensional ist. Es gilt: 

n n 

Theorem iiber die dimensionelle Struktur der kompakten Riume'*). 

In einem kompakten n-dimensionalen Raum R ist die Menge R aller Punkte, 


n 
in denen der Raum n-dimensional ist, eine homogen (d.h. in jedem ihrer 
Punkte) n-dimensionale Menge. Die Menge R stimmt iiberein mit der 


n 
Summe aller homogen n-dimensionalen Teilmengen von R.'*) 
Den Beweis stiitzen wir auf folgenden 


Hiljssatz 3*°). Voraussetzungen: Es sei a ein Punkt eines kom- 
pakten Raumes, Z(a) eine vorgelegte Umgebung von a, U(a) eine Um- 
gebung von a< Z(a) von folgender Eigenschaft: Es existiert eine Folge 
{U,} (k= 1, 2,3, ...) von offenen Mengen < Z(a), deren Durchmesser 
gegen Null konvergieren, deren Begrenzungen héchstens n-dimensional 
sind und die die Begrenzung B von U(a) bis auf eine héchstens n-dimen- 
sionale Menge iiberdecken; d. h. es gilt: B— A< ZU, wo A=B-—B.- s U, 


k=1 
eine (eo ipso abgeschlossene) héchstens n- denenientn Menge bezeichnet. 


Behauptung: Es existiert eine Umgebung U’(a) < Z(a) mit héchstens 
n-dimensionaler Begrenzung. 

Bezeichnet B, die héchstens n-dimensionale Begrenzung von U,, B* 
die Begrenzung von J0,, so bestitigt man ganz wie beim Beweis von 
Hilfssatz 2 die Relation 
(*) BY < SB, + A. 

=1 


Setzen wir U’ (a) = U(a) + > U,,, dann gilt zunichst offenbar U’ (a) < Z(a). 
k=1 


Nennen wir B’ die Begrenzung von U’(a), so folgt aus der Definition 
von U'(a) 
C7 B’<B+B"* 


18) Vgl. Menger 14, S. 138. 
%) Vgl. iiber den Begriff der homogen n-dimensionalen Menger und die Summe 
aller homogen n-dimensionalen Teilmengen Menger 1, S. 1124. 
%) Vgl. Menger 14, S. 139; iiber die Bewetsmethode vg!. Menger 3, S. 151, 4,8. 146, 
7, S. 288. 
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Die Menge B- 3'U, ist Teil von U'(a), also zu B’ fremd. Aus (**) er- 


k=1 


gibt sich also 
(***) B’ <(B—B-SU,)+B° 


und daraus folgt unter Beriicksichtigung von (*): 
(*#e*) B’ <(B—B-SU,)+ SB,+A. 
k=1 k=1 


' Nach Voraussetzung ist B — B- > U,, eine abgeschlossene héchstens n-dimen- 
k=1 


sionale Menge. Durch die Formel (****) ist also B’ als Teil einer Summe 
von abzahlbar vielen abgeschlossenen héchstens n-dimensionalen Mengen 
dargestellt, d.h. B’ ist héchstens n-dimensional. U’ (a) ist also eine 
Umgebung von a < Z(a) mit héchstens n-dimensionaler Begrenzung, wo- 
mit Hilfssatz 3 bewiesen ist. 

Zum Beweise des Strukturtheorems haben wir zu zeigen, daB in einem 
kompakten Raum R die Menge R in keinem ihrer Punkte weniger als 


n-dimensional ist. Wir beweisen: Ist die Menge R im Punkt @ héchstens 


n 
(m — 1)-dimensional, dann ist auch der Raum R in a héchstens (n — 1)- 
dimensional, d. h. dann ist a kein Punkt von R. Wir geben also eine 


n 
Umgebung Z(a) von a vor. Da die Menge R in a héchstens (n — 1)- 


dimensional ist, existiert eine Umgebung U(a)<Z(a), deren Begrenzung 


mit R einen héchstens (mn — 2)-dimensionalen Durchschnitt hat. Wir 


haben nachzuweisen, daB eine Umgebung U’(a)< Z(a) mit héchstens 
(nm — 2)-dimensionaler Begrenzung existiert. 
Die Menge R-B ist héchstens (n — 2)-dimensional. Es existiert dann 


eine héchstens (n — 2)-dimensionale G;-Menge A > R-B zufolge dem von 
n 


Tumarkin *°*) ausgesprochenen Satz, daB jede Menge eines separablen 
Raumes in einem gleichdimensionalen G, enthalten ist. 


Fiir n= —1 ist dieser letztere Satz trivial. Angenommen, er sei bereits bewiese1. 
fiir n—1 und es sei M eine n-dimensionale Menge. Nach dem verallgemeinerten 
Borelschen Theorem existiert eine abzihlbare Folge F von offenen Mengen {U;,} 
(¢=1,2,...), deren Begrenzungen mit M héchstens (n—1)-dimensionale Durch- 
schnitte haben, und so, daB sich auf jeden Punkt von M eine Teilfolge von Mengen 
aus F zusammenzieht. Die Menge @ aller Punkte des Raumes, auf die sich eine Teil- 
folge von Mengen aus F zusammenzieht, ist ein Gs (denn die Menge aller Punkte, zu 


denen eine Umgebung aus F mit einem Durchme:.er < = existiert, ist fiir jedes n 


%8) Vgl. Tumarkin, Proc. Ac. Amsterdam 28, 8. 996. 
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offen). Ist B, die Begrenzung von U,, so gibt es nach Annahme eine héchstens 
(n —1)-dimensionale Gs-Menge G, > B,-M. Sei K das Komplement des zu M fremden 


F = (B,;—G,), dann ist die Menge K-G ein M enthaltendes Gs und n-dimensional, 
t=1 


denn auf jeden Punkt von @ zieht sich eine Teilfolge von offenen Mengen aus F zu- 
sammen und fiir jedes ¢ ist B,-K<G,, also héchstens (nm — 1 )-dimensional. 


Wir betrachten nun die F,-Menge B — A. Da B— Aw R fremd ist, 


existieren zu jedem Punkt von B — A beliebig kleine Umgebungen mit héch- 
stens (n — 2)-dimensionalen Begrenzungen. Dann existiert aber eine Folge 
{U,} (k=1,2,...) von Umgebungen < Z(a) mit héchstens (n — 2)- 
dimensionalen Begrenzungen, deren Durchmesser gegen Null konvergieren, 
so daB B—A< SD, gilt. Dies folgt aus dem 

=1 


Hiljssatz 4*). Ist A ein F, eines kompakten Raumes, U eine offene 
Menge > A, S ein System von offenen Mengen, welches von jedem Punkt 
der Menge A beliebig kleine Umgebungen enthilt, dann l4Bt sich aus S 
eine A iiberdeckende Nullfolge von offenen Mengen herausgreifen, d. h. eine 
Folge von offenen Mengen, deren Durchmesser gegen Null konvergieren 
und deren Summe die Menge A enthilt. 


Als F, eines kompakten Raumes ist A = SA, wo jede der Mengen A, 
k=1 


im kompakten Raum abgeschlossen ist. Nach dem Borel-Heineschen Theorem 
kann fiir jedes A, mit endlich vielen offenen Mengen aus S < U iiber- 


deckt werden, deren Durchmesser < + sind. Die Gesamtheit dieser offenen 


Mengen fiir k= 1,2,... bildet offenbar eine A iiberdeckende Nullfolge 
von offenen Mengen des Systems S. 

[In den Beweis dieses Hilfssatzes geht die Kompaktizitat des Raumes 
wesentlich ein. In separablen, nicht-kompakten Raumen ist der Hilfs- 
satz 4 im allgemeinen, wie Menger gezeigt hat**), unrichtig. Dies ist nach 
Menger der tiefere Grund dafiir, daB in nicht-kompakten Raumen die 
Menge FR nicht notwendig homogen n-dimensional ist. | 


Durch die Existenz der Nullfolge {U,} von offenen Mengen < Z(a) 
mit héchstens (mn — 2)-dimensionalen Begrenzungen, welche B— A und 
daher B bis auf eine abgeschlossene Teilmenge der héchstens (n — 2)- 
dimensionalen Menge A iiberdecken, sind die Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes 3 hinsichtlich (mn — 2)-dimensionaler Mengen erfiillt. Es existiert 
also eine Umgebung U’(a) < Z(a) mit héchstens (n — 2)-dimensionaler 
Begrensung, womit der Beweis des Strukturtheorems abgeschlossen ist. 





*) Vgl. Menger 6, S. 423. 
*2) Vgl. Menger 6, S. 425. Vgl. hierzu hare Hurewicz, Math. Zeitschr. 24, 8S. 404. 
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Theorem iiber die dimensionelle Struktur separabler Riume**). Jn 
einem n-dimensionalen separablen Raum R ist die Menge R aller Punkte, 


n 
in denen der Raum die héchste Dimension besttzt, entweder n-dimensional 
oder (n — 1)-dimensional. 

Zum Beweise dieses Theorems zeigen wir: Im separablen Raume R 
ist die F,-Menge ,,,R aller Punkte, in denen der Raum mehr als 
n-dimensional ist, mehr als (m — 1)-dimensional. Das ist offenbar be- 
wiesen, wenn wir zeigen: Ist der separable Raum R héchstens n-dimen- 
sional in allen Punkten von R — A, wo A eine héchstens (mn — 1)-dimen- 
sionale F,-Menge bezeichnet, dann ist R auch in den Punkten von A 
héchstens n-dimensional. 


Es sei A* die Summe aller in R offenen Teilmengen von A. Die 
Menge A® ist als Teil von A héchstens (n — 1)-dimensional; in jedem 
Punkt von A* ist daher auch R héchstens (n — 1)-dimensional. Setzen 
wir A’ = A— A", soist A’ eine héchstens (n — 1)-dimensionale F,- Menge, 
die keinen in R offenen Teil enthalt, und wir haben noch zu zeigen, 
daB R auch in jedem Punkt von A’ héchstens n-dimensional ist. Um 
dies nachzuweisen, geben wir einen beliebigen Punkt a von A’ und eine 
Zahl «> 0 vor und konstruieren eine Umgebung U(a)< U(a;e) mit 
héchstens (n — 1)-dimensionaler Begrenzung. 

In jedem Punkt von R — A’ ist R héchstens n-dimensional. Zu jedem 


Punkt von R—A’ existiert also eine Umgebung mit héchstens 


(n — 1)-dimensionaler Begrenzung. Nach dem Borelschen Theorem existieren 
abzaihlbar viele offene Mengen {U,} (k=1,2,...) mit Durchmessern 
<-— und mit héchstens (nm —1)-dimensionalen Begrenzungen, so daB 


R—A'< SU, gilt. 
k= 


Wir bilden nun eine neue Folge von offenen Mengen {Uz} (& = 1,2,...), 
indem wir setzen: 


r . 
U0, = U;, U, =U,—U,-5 U; (k= 2,3,...). 
j=1 


Aus der Definition der Mengen U, folgt unmittelbar: 
«) Je zwei Mengen U; und U; (¢ +7) sind fremd. 
Wir beweisen ferner: 


B) Die Menge R — 3"U; ist hochstens (n — 1)-dimensional. 
i=l 


228) Vgl. Menger 14, S. 141. 
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Bezeichnet B, die Begrenzung von U,, B. die Begrenzung von U,, so 
folgt aus der Definition der Mengen U, erstens die Beziehung 


R—3SU/ <R-SU,+58, <A +58B,. 
k=1 k=1 k=1 k=1 
Setzen wir C = A’ + DB, so geniigt also zum Beweise von /) der Nach- 
k=1 


weis, daB die Menge C héchstens (m — 1)-dimensional ist. Zwettens folgen 
aus der Definition der Mengen U; die Relationen 


, k-1 2 , J 
B,< 5B; wod daher 5 B,< »B,. 
i=1 k=1 k= 


Da die Mengen B, in R abgeschlossen und laut Voraussetzung héchstens 
(mn — 1)-dimensional sind, ist nach dem Summensatz fiir separable Riume 


(vgl. *)) auch die Menge = B,, héchstens (n — | )-dimensional. Also ist auch 


die F,-Menge >B; als Teil von SB, héchstens (n — 1)-dimensional. Da 
k=1 


=1 
nach Voraussetzung A’ eine héchsters (nm — 1)-dimensionale F,-Menge ist, 
so ist auch C héchstens (mn — 1)-dimensional. Damit ist £) bewiesen. 


y) Die Menge R — sv; enthalt keinen in R offenen Teil. 
k=1 


Zum Beweise von y) leiten wir einen Widerspruch her gegen die Annahme, 

G sei eine in R offene Menge < C. Da A’ sicherlich keinen in R offenen 

Teil enthalt, muB G einen Punkt von 5’B’, etwa von B; enthalten. 
k=1 


Dann ist aber die offene Menge G-U; nicht leer. Da nach «) U; zu allen 
Mengen U,, (m+ k) fremd ist, miiBte G-U; < A’ sein, und das ist un- 
méglich. Damit ist y) bewiesen. 

Es sei nun V die Summe aller jener Mengen U;, welche Punkte 
von R —U(a;«) enthalten. Wir setzen U(a)= R—V und behaupten: 
Die offene Menge U(a) besitzt die gewiinschten Eigenschaften, d. h. U(a) 
ist eine Umgebung von a < U (a; ) mit héchstens (mn — 1)-dimensionaler 
Begrenzung. 

Erstens enthalt die offene Menge U(a) den Punkt a. Denn V ist | 


. . ° i ° . 
Summe von Mengen, deren jede einen Durchmesser < t besitzt und einen 


Punkt von R — U (a; «) enthilt, 4. h. einen Punkt, der von a einen Ab- 


stand >e hat. Also kann a nicht in V liegen. 
Zweitens gilt U(a)< U(a;e), d.h.U(a@) kann keinen Punkt von 
R — U(a;e) enthalten, m. a. W. jeder Punkt von R— U(a; «). gehért 


zu V. In der Tat, jeder Punkt von R—U(a;e), welcher nicht zur | 
Menge C= A’ + »'B; gehért, ist Punkt von V. Die Menge C enthilt 
k=1 
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aber nach y) keinen in R offenen Teil. Also ist jeder Punkt von R — U (a; «), 
welcher zu C gehért, Punkt von JV. 

Drittens ist die Begrenzung von U(a) héchstens (m — 1 )-dimensional. 
Da unter f£) nachgewiesen wurde, daB die Menge C héchstens (n — 1)- 
dimensional ist, brauchen wir nur zu zeigen, dab B<C ist. Wegen 
R— SU; <C geniigt es zu zeigen, daB B zu S U; fremd ist. Die- 

k=1 =i 
jenigen Mengen U;, welche Punkte von R — U(a; «) enthalten, sind Teile 
von V und daher zu B fremd. Aber auch jede Menge U, < U(a; e) ist 
zu B fremd, denn sonst enthielte sie ja auch Punkte von V, also Punkte 
von irgendeiner Menge U,, (m+), was nach «) unméglich ist. Damit 
ist in U(a) eine Umgebung, wie sie zum Beweise des Theorems nétig 
war, aufgewiesen **" ), 

Das soeben bewiesene Strukturtheorem lehrt, daB in einem separablen 
Raume R die Menge R entweder n- oder (n — 1)-dimensional ist. In einem 


kompakten Raum ist die Menge R, wie im ersten Strukturtheorem ausge- 
n 


sprochen wurde, homogen n-dimensional. In einem nicht-kompakten 
separablen Raum kann sich tatsiachlich der Fall ereignen, daB die Menge R 
n 


(nm — 1)-dimensional ist. Sierpinski ***) hat eine eindimensionale Teilmenge 





>) Zusatz bei der Korrektur: Das Strukturtheorem fiir separable Raiume 

J4Bt sich auch einfacher durch folgende Uberlegung beweisen: Nach der Definition 

der Menge R gibt es zu jedem Punkt von R—R beliebig kleine Umgebungen mit 
n 


héchstens (n— 2)-dimensionalen Begrenzungen, und aus dem verallgemeinerten Borel- 

schen Theorem ergibt sich sofort die Existenz eines abzihlbaren Systems F von Um- 

gebungen mit héchstens (n—2)-dimensionalen Begrenzungen, so daB sich auf jeden 

Punkt von R—R eine Folge von Umgebungen aus F zusammenzieht. Die Summe B 
n 


der Begrenzungen aller Umgebungen aus F ist nach dem Summensatz fiir separable 
Raume ein héchstens (n — 2)-dimensionales F,. Die Menge A =(R—R)—B=R—(R+B) 
n n 


ist nulldimensional, denn die Begrenzungen der Umgebungen aus F sind zu A fremd 

(und zu jedem Punkt von A gibt es beliebig kleine Umgebungen aus F). Sei jetzt p 

irgendein Punkt von R. A ist in jedem Punkt von R (vgl. meine Arbeit in Math. 
n 


Annalen 96, 8. 739), also auch in p, nulldimensional. Es zieht sich mithin auf p eine 
Folge {U,} von Umgebungen zusammen, deren Begrenzungen C, zu A fremd sind, 


so daB gilt C,< R+B. Wire nun R weniger als (n—1)-dimensional, so wire 
n n 


R+B und daher auch C; (i=1, 2,...) als Summe zweier héchstens .(n — 2)-dimen- 
n 


sionaler F, hédchstens (xn —2)-dimensional. Also wire R in p héchstens (n—1)- 
dimensional im Widerspruch zur Annahme, p sei ein Punkt von R. 


n 
#2e) Fund. Math. 2, S. 81. 
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der Ebene konstruiert, welche bloB in den Punkten einer nulldimensionalen 
Menge eindimensional ist. 

Die Sierpifskische Menge ist sogar bloB in den Punkten einer ab- 
zahlbaren Menge eindimensional. Da jede mehr als nulldimensionale 
Menge eines metrischen Raumes offenbar unabzahlbar und fiir n> 2 
die Menge ,R mindestens eindimensional ist, so sehen wir, daB der 
Fall einer abzihlbaren Menge ,R sich blo8 fiir »=1 ereignen kann; 
jeder mehr als eindimensionale separable Raum enthdlit eine unab- 
zdhlbare Menge von Punkten, in denen der Raum mehr als eindimen- 
stonal ist**). 

Aus dem Beweis des Theorems iiber die Struktur der separablen 
Raume kann man endlich auch entnehmen, daB in einem separablen 
n-dimensionalen Raum RF die Menge # nicht nur selbst mindestens (n — 1)- 


n 
dimensional ist, sondern daf auch jede in der Menge R offene Menge 
n 
mindestens (n — 1)-dimensional ist***), Die Frage, ob die Menge R auch 


in allen ihren Punkten mindestens (m — 1)-dimensional ist, bleibt hin- 
gegen noch offen, desgleichen das Problem nach den notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die Menge R in jedem ihrer Punkte 


n-dimensional sei. Kompaktizitét des Raumes R ist, wie das Struktur- 
theorem fiir kompakte Raume lehrt, hierfiir hinreichend, aber nicht not:- 
wendig. 


Andere hinreichende Bedingungen hat Menger**») durch Verkniipfung 
der Frage mit Uberdeckungssitzen erhalten: Die Menge R ist in jedem 


threr Punkte n-dimensional, falls die Menge R — R fiir jedes « > 0 tiber- 


deckbar ist mit abzdhibar vielen Umgebungen, deren Durchmesser < « 
sind und gegen Null konvergieren und deren Begrenzungen héchstens 
(n — 2)-dimensional sind. 


Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung gewisser Zerlegungseigen- 
schaften der kompakten n-dimensionalen Raume, aus denen hervorgeht, 
da8 diese Raume hinsichtlich ihrer Zusammenhangsverhiltnisse eine gewisse 
Analogie zu den n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten besitzen. 


*3) Vgl. Menger 14, S. 143. 

*38) Vgl. Menger 14, S. 141. 

23>) Vgl. Menger 14, S. 143f. und 15, S. 135ff.; auch Menger 6. Uber andere 
hinreichende Bedingungen siehe Hurewicz, Math. Annalen 96, S. 749f. 
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Zerlegungssatz**). Hin kompakter n-dimensionaler Raum ist fiir 
jedes «>0 darstellbar als Summe von endlich vielen abgeschlossenen 
Mengen mit Durchmessern <2, so daB die Durchschnitte 

von je 2 dieser Mengen héchstens (n — 1)-dimensional, 

von je 3 dieser Mengen héchstens (n — 2)-dimensional, 


e¢ © @ O 0. 8 €- 82 @ 8 @ 2 oe. © se €4 9.8 28.6 Oo See ee 


von je n-+ 1 dieser Mengen héchstens 0 -dimensional, 

von je n-+-2 dieser Mengen (—1)-dimenstonal (leer) 
sind, 

Wir behaupten dabei noch, daB jede der endlich vielen abgeschlossenen 
Mengen, in welche der Raum zerlegt wird, als abgeschlossene Hiille einer 
offenen Menge angenommen werden kann. 

Der Zerlegungssatz ist trivial fir n= — 1. Wir wollen annehmen, 
er sei bereits bewiesen fiir n — 1. 

Es sei dann A ein kompakter n-dimensionaler Raum, e> 0 eine 
vorgegebene Zahl. Zu jedem Punkt von A existiert eine Umgebung < « 
mit héchstens (m — 1)-dimensionaler Begrenzung. Nach dem Borelschen 
Theorem iiberdecken endlich viele von diesen offenen Mengen, etwa 
O,,0,,-.-,O,, den Raum. Wir setzen: 


0; = 01, 
k-1__ 

0, = 0, —0,- 5 O,; (k= 2,3,...,m). 
j=1 


Bezeichnet B die héchstens (n — 1)-dimensionale Summe der Begrenzungen 
aller Mengen O,, so ist der Durchschnitt von je zwei der abgeschlossenen 
Mengen O; Teil von B, also héchstens (nm — 1)-dimensional. A ist dem- 
nach dargestellt als Summe von endlich vielen abgeschlossenen Mengen 
<e, die zu je zweien héchstens (n — 1)-dimensionale Durchschnitte haben. 

Wir wollen annehmen, A sei bereits als Summe dargestellt von den 
abgeschlossenen Hiillen endlich vieler offener Mengen < e, U,, U,,...,U, 
gema8 den Bedingungen: 

«,) Die Durchschnitte von je r abgeschlossenen Mengen U, sind 
héchstens (n — r + 1)-dimensional, fiir r= 2, 3,..., k. 

Der Zerlegungssatz, d. h. die Existenz von offenen Mengen < , die 
den Bedingungen «,,,) geniigen, ist bewiesen, wenn wir auf Grund der 
Mengen U;, die den Bedingungen «,) geniigen, ein System von offenen 





%) Ober den letzten Teil dieses Satzes betreffend die Zerlegbarkeit in zu je 
n+2 fremde Mengen vgl. Menger 2, und 4 S. 153. — Der allgemeine Satz und sein 
Beweis ist wértlich einem mir von Herrn Menger zur Verfiigung gestellten Manuskript 
entnommen. 


Mathematische Annalen. 98. 6 
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Mengen <e angeben, deren abgeschlossene Hiillen A iiberdecken und den 
Bedingungen «,,,) geniigen, d. h. den Bedingungen @,) und iiberdies so, 
daB die Durchschnitte von je k +1 abgeschlossenen Mengen U; héchstens 
(n — k)-dimensional sind. 

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit S, (r = 2, 3,...,&) die Summe 
der Durchschnitte aller r-Tupel von abgeschlossenen Mengen U,. Als 
Summe von endlich vielen abgeschlossenen héchstens (n — r + 1)-dimen- 
sionalen Mengen, ist S_ héchstens (n — r-+-1)-dimensional. Insbesondere 
betrachten wir die héchstens (n — & + 1)-dimensionale Menge S,. Fassen 
wir S, selbst als Raum auf, so ergibt der fiir weniger als n-dimensionale 
Raume bewiesene Zerlegungssatz, daB endlich viele in S, offene Mengen 
V,,V.,-.-, V, mit Durchmessern <« existieren gemi$ den Bedingungen: 

B) Die Durchschnitte von je r Mengen V, sind héchstens (n — k —r +- 2)- 


q 
dimensional fiir r= 2, 3,....n—k+3. Es gilt 8,< DU;. 
i=1 


Es existieren dann, wie man unschwer zeigen kann, in A offene 
Mengen <e Vi, V2,...,V, (Vi>V;, «=1, 2,...,q) gemaB den Be- 
dingungen : 

y) Die Durchschnitte von je r Mengen V; sind héchstens(n — k — r+ 2)- 
dimensional (r = 2, 3,...,n —k-+ 3). 

6) Fiir jede der Mengen V; ist der Durchschnitt ihrer Begrenzung 
mit der héchstens (n — r + 1)-dimensionalen Menge S, héchstens (n — r)- 
dimensional (r = 2, 3, ..., k). 

Wir setzen nun V’ = » V; und betrachten das System © bestehend 
aus den offenen Mengen m 

V; (¢=1,2,...,¢g) und U=U,—T’-0U, (k=1, 2,..., p). 
Aus der Definition der Mengen des Systems © folgt unmittelbar: 

a) Je zwei Mengen aus © sind fremd. Liegt ein Punkt in der ab- 
geschlossenen Hiille von mebreren Mengen aus ©, so gehért er den Be- 
grenzungen aller betreffienden Mengen an. 

b) Wegen U, < U, gilt fiir jedes ¢ und j (<p) U;-U; <U,-U,; 
also ist der Durchschnitt von je r Mengen U; Teil von S,. 

Wir behaupten nun: Die Mengen des Systems © geniigen den Be 
dingungen «,,,). Es seien also irgend r von den Mengen aus © vor- 
gelegt (r = 2,3,...,&-+ 1); wir haben nachzuweisen, daB der Durchschnitt 
ihrer abgeschlossenen Hiillen héchstens (mn — r+ 1)-dimensional ist. Wir 
unterscheiden zu diesem Zweck drei Fille: 

1. Unter den r vorgelegten Mengen aus G kommen r’ Mengen V; 
vor, wo r’> 2 ist. Dann ist der Durchschnitt D der abgeschlossenen Hiillen 
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dieser r’ Mengen wegen der Bedingungen y) héchstens (n — k — r’+- 2)-dimen- 
sional. Fiir r< k—1-+1’, also fiir r<k+1 gilt n—k—r'+2<n—r-+1. 
Der Durchschnitt der abgeschlossenen Hiillen der r vorgelegten Mengen 
ist Teil von D, also ebenfalls héchstens (n — r + 1)-dimensional. 


2. Unter den r vorgelegten Mengen aus S kommt nur eine Menge V/’ vor, 
die r —1 iibrigen Mengen sind U;,» Ui, Sa _. Es bezeichne D den 
Durchschnitt der abgeschlossenen Hiillen der r vorgelegten Mengen. 
Wegen a) ist D Teil der Begrenzung von V;; wegen b) ist D<S,_,. 
Also ist D Teil des Durchschnittes von S._, mit der Begrenzung der 
Menge V,, mithin wegen der Bedingungen 6) héchstens (n—r ~+1)- 
dimensional. 


8. Alle r vorgelegten Mengen aus © sind Mengen U,. Fir r<k 
ist dann der Durchschnitt ihrer abgeschlossenen Hiillen wegen der Bedin- 
gungen «,) héchstens (n — r-+1)-dimensional. Sind aber k-+ 1 Mengen 
U, vorgelegt, dann ist der Durchschnitt D ihrer abgeschlossenen Hiillen 
wegen b) Teil von S,. Mit Riicksicht auf 8, < V’ ist D<V’, also ist D 
wegen a) Teil von der Summe der Begrenzungen aller V;. Der Durch- 


‘ 
schnitt von S, mit der Begrenzung jeder der Mengen V,’ ist wegen der 
Bedingungen 6) héchstens (n — k)-dimensional; also ist auch der Durch- 
schnitt von S, mit der Summe der Begrenzungen aller V; und mithin 
auch die Menge D, als Teil dieses Durchschnittes, héchstens (n — k)-di- 
mensional. Damit ist der Zerlegungssatz bewiesen. 

Es gilt, wie wir hier noch kurz erwihnen wollen, auch folgende Umkehrung 
des Zerlegungssatzes: Bei jeder Zerlegung eines kompakten Raumes in endlich viele hin- 
linglich kleine abgeschlossene Mengen gibt es Mengenpaare mit mindestens (n — 1 )-dimen- 
sionalen Durchschnitten, Mengentripel mit mindestens (n—2)-dimensionalen Durch- 
schnitten, ... Mengen k-Twpel mit mindestens (n — k + 1)-dimensionalen Durchschnitten, 
... Mengen n-Tupel mit mindestens eindimensionalen wnd Mengen (n+ 1)-Tupel mit 
nicht leeren Durchschnitten. 


Wir untersuchen nun die Dimensionsverhiltnisse des R,,, des n-di- 
mensionalen Zahlenraumes, und seiner Teilmengen. Zur Rechtfertigung 
der Definition der n-dimensionalen Mengen mu8 insbesondere der Nach- 
weis erbracht werden, daB der R, im Sinne dieser Definition wirklich 
n-dimensional ist. 


1. Der R, ist héchstens eindimensional, denn zu jedem seiner Punkte 
existieren beliebig kleine Umgebungen (namlich Intervalle), deren Be- 
grenzungen aus zwei Punkten bestehen, also nulldimensional sind. Wenn 
der R,_, héchstens (x —1)-dimensional ist, dann existieren zu jedem 
Punkt des R,, beliebig kleine Umgebungen (namlich n-dimensionale Wiirfel), 
deren Begrenzungen Summen von je endlich vielen (n — 1)-dimensionalen 

6* 
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Wiirfeln, also héchstens (m —1)-dimensional sind. Also ist der R, 
héchstens n-dimensional ***). 

2. Nach einem bekannten Satz**) gibt es bei jeder Zerlegung des 
n-dimensionalen Wiirfels in endlich viele hinlanglich kleine abgeschlossene 
Teilmengen Punkte, welche n-+1 Teilmengen gemein sind. Auf Grund 
vom letzten Teil des Zerlegungssatzes ist also eine im R, offene Menge 
nicht weniger als n-dimensional. 

3. Die Resultate von 1 und 2 fassen wir wie folgt zusammen: 

Brouwersches Rechtfertigungstheorem des Dimensionsbegriffes”*). 
Der R,, und jede im R,, offene Menge ist n-dimensional **). 

4. Wenn irgend zwei Raume miteinander homéomorph sind, d. h. wenn 
zwischen ibnen eine topologische Abbildung besteht, dann entspricht nach 
bekannten Satzen vermége dieser Abbildung jeder abgeschlossenen bzw. 
offenen Menge des einen Raumes eine abgeschlossene bzw. offene Menge 
des andern — der Begrenzung jeder offenen Menge des einen Raumes 
die Begrenzung der entsprechenden offenen Menge des anderen, — jeder 
Folge von Umgebungen, die sich auf einen Punkt zusammenzieht, eine 
Folge von Umgebungen, welche sich auf den entsprechenden Punkt des 
anderen Raumes zusammenzieht. Eine —1-dimensionale, d. h. leere, 
Teilmenge des einen Raumes wird iibergefiihrt in eine leere Teilmenge 
des anderen Raumes. Angenommen, es sei bewiesen, daB jeder Raum, 
welcher mit einem héchstens (n —1)-dimensionalen Raum homéomorph 
ist, selbst héchstens (nm — 1)-dimensional ist. Ist dann ein Raum FR vor- 
gelegt, welcher im Punkte p n-dimensional ist, und ein Raum R’, welcher 
topologisches Bild von R ist, so existiert eine auf den Punkt p sich 
zusammenziehende Folge {U,} (&=1,2,...) von Umgebungen, deren 
Begrenzungen B,, in sich betrachtet, héchstens (n — 1)-dimensionale 
Raume sind. Den Umgebungen U, entspricht vermége der topologischen 
Abbildung zwischen R und R’ eine auf den Bildpunkt p’ von p sich 
zusammenziehende Folge {U,} von Umgebungen in R’. Die - Begren- 
zungen der U, sind, in sich betrachtet, Riume, welche mit den B, ho- 
méomorph, also héchstens (nm —1)-dimensional sind. Also ist R’ in p’ 
héchstens n-dimensional. Das topologische Bild eines héchstens n-di- 
mensiona‘en Raumes ist also fiir jedes n héchstens n-dimensional und 
daher ist jeder Raum, der mit einem n-dimensionalen Raum homéomorph 
ist, n-dimensional ***), 
“8) Vgl. Menger 4, S. 152, vgl. auch Menger 2. 
%) Vgl. Lebesgue, Math. Annalen 70, 8. 166; fiir den Beweis Brouwer, Journ. 
f. Math. 142, 8. 149 und Lebesgue, Fund. Math. 2, 8. 257. 

**) Zuerst bewiesen von Brouwer, Journ. f. Math. 142. 


*) Vgl. Menger 4, 8. 153, auch Menger 2. 
%68) Vgl. Menger 4, S. 140; fiir n=1, 8, S. 149 
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5. Wir wollen nun die Umkehrung des Ergebnisses von Absatz 3 
nachweisen: Jede n-dimensionale Menge des R,, enthdlt einen offenen 
Teil*’). Wir zeigen: Jede Menge des R,, welche keinen offenen Teil 
enthalt, m.a.W. jede Menge des R,, deren Komplement im R, dicht 
liegt, ist héchstens (n —1)-dimensional. Fiir n =1 ist diese Behauptung 
trivial. Angenommen, sie sei bewiesen fiir den R,_,. Dann ist auch 
jede Teilmenge der Oberfliche einer n-dimensionalen Kugel, deren Kom- 
plement in der Kugeloberflache dicht liegt, héchstens (m — 2)-dimensional. 
Auf Grund des Ergebnisses von Absatz 4 ergibt sich hieraus, wenn wir 
als topologische n-dimensionale Kugel eine Menge bezeichnen, die mit 
einer abgeschlossenen n-dimensionalen Kugel homéomorph ist, die Folge- 
rung: Wenn die Menge A Teil der Begrenzung B einer topologischen 
n-dimensionalen Kugel und B — A in B dicht ist, dann ist A héchstens 
(n — 2)-dimensional. Zum Beweise des Satzes, daB eine Menge des R, 
ohne offenen Teil héchstens (n —1)-dimensional ist, geniigt also der 
Nachweis von 


Satz «. Wenn die Menge M im R,, dicht ist, dann existieren zu 
jedem Punkt des R,, beliebig kleine topologische Kugeln, in deren Begren- 
zungen M dicht liegt. — Sei also p ein Punkt des R,, U(p) eine vor- 
gelegte beschrinkte Umgebung von p. Wir bestimmen eine Kugel 
K<U(p) mit p als Zentrum und geben eine auf der Oberflache B von K 
dichtliegende abzihlbare Menge von Punkten vor, die wir in eine Folge { p, } 
(k =1, 2,...) angeordnet denken. Wir bestimmen ferner eine Folge {¢,} 
von so kleinen positiven Zahlen, daB alle Punkte, welche von B einen 


Abstand < Se haben, innerhalb von U(p) liegen. 
k=1 


Der Gedankengang des Beweises*’) ist nun folgender: Wir bestimmen 
sukzessive, indem wir die Kugel K durch Deformation vergréBern, topo- 
logische Kugeln K,, K,,..., K,,,... in deven Begrenzung B,, mindestens 
einige Punkte von M liegen und zwar mit wachsendem m eine gleichsam 
immer dichter liegende Menge von Punkten aus M. Dabei sorgen wir 
dafiir, daB die K, gleichmaBig, also gegen eine topologische Kugel K* 
konvergieren und zwar so, da8 in der Begrenzung von K* Punkte von M 
dicht liegen, wodurch Satz « bewiesen ist. 


Wir bestimmen also zunichst einen Punkt g, von M auBerhalb von K 
in einem Abstand < «, von p, und eine Kugel K, um p als Zentrum, 
deren Begrenzung B, den Punkt g, enthalt. Angenommen, es sei bereits 
eine offene Menge K,,_, gema8 folgenden Bedingungen bestimmt: 


**) Vgl. Menger 4, S. 157; wegen des Spezialfalles n = 2 in Menger 8, S. 153, wo 
Menger sich auf eine Mitteilung von O. Schreier beruft. 
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1) Ist 6 irgendein Punkt von B und bezeichnet S(b) den von p 
ausgehenden Halbstrahl durch den Punkt 6, dann hat S(b) mit B,, 
genau einen Punkt gemein, den wir mit A,_,(b) bezeichnen. Die Zu- 
ordnung der Punkte A,_,(b) von B,_, zu den Punkten b von B mége 
eine topologische Abbildung von B auf B,_, darstellen. 


2) B,_, enthilt m—1 (nicht notwendig verschiedene) Punkte 
91> Ya» «+++ Gm—, Yon M, so daB der Abstand zwischen g; und A, _,(p;) <¢; 
ist (¢ = 1,2,...,m—1). 

Wir betrachten dann den Punkt A,,_,(p,,). Ist dieser Punkt iden- 
tisch mit einem der Punkte gq; (¢< m), dann setzen wir K, = K,_,, 
A,,(B)=A,,_,(B).  Andernfalls bestimmen wir um den betrachteten 
Punkt eine Kugel V von einem Durchmesser < ¢,, und so klein, daB sie 
keinen der Punkte g, (¢ < _m) enthalt. Wir wahlen sodann in V auBerhalb 
von K,_, einen Punkt von M, den wir mit g, bezeichnen. AuBer- 
halb von V lassen wir K,_, ungedndert, innerhalb von V vergréBern wir 
K,,_, derart, daB auf der Begrenzung B,, der entstehenden Umgebung K,, 
auch der Punkt g,, liegt und da durch die von p ausgehenden Halb- 
strahlen auch innerhalb von V eine topologische Abbildung A, von B auf 
B,, vermittelt wird. 


Dann ist also fiir jedes m eine topologische Kugel gemaB den Be- 
dingungen 1 und 2 gegeben und fiir jeden Punkt 6 von B und fiir jedes m 
ist die Entfernung der Punkte A,(b) und A,_,(b)<e,,. Die Abbil- 
dungen A, (B) konvergieren offenbar gleichmaBig. Ist naimlich eine Zahl 
e > 0 vorgegeben und wir wahlen m so groB, dab » é,;< e ist, dann ist 
fiir jeden Punkt b von B, falls m’ > m” > m gilt, der Abstand zwischen 
den Punkten A,-(b) und A,»(b)<e. Also konvergieren die Abbildungen 
A,,(B) gegen eine topologische Abbildung A*(B)=B*. Die Menge 
B* < U(p) ist topologisches Bild der Kugeloberflaiche B. Da fiir jedes 
m'>m A,:(p,,)=A,,(p,,) gilt, enthélt B alle Punkte A,(p,,) und 
diese liegen in B dicht, da die Punkte {p,,} in B dicht liegen. Damit 
ist Satz « und die Behauptung von Absatz 5 bewiesen. 


6. Die Begrenzung einer offenen Menge des R,, enthilt keinen offenen 
Teil, ist also zufolge Absatz 5 hdchstens (n — 1)-dimensional **). 


7. Betrachten wir eine offene Menge U des R,, deren Komplement 
einen offenen Teil enthalt. Bildet man den R, topologisch ab auf die 
um einen Punkt verminderte Oberflache einer (n -!- 1)-dimensionalen Kugel, 
so erkennt man mit Riicksicht auf die n-Dimensionalitiét des R,, daB 





**) Vgl. Menger 4, S. 156. 
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die Begrenzung des Bildes von U und mithin (nach Absatz 4) die Be- 
grenzung von U selbst nicht weniger als (nm — 1)-dimensional ist. 


8. Sei nun A eine (n — 2)-dimensionale abgeschlossene Menge des 
R,. Wir behaupten**): Das Komplement von A ist zusammenhingend. 
Wire die Menge R, — A nicht zusammenhingend, so enthielte sie, da 
jede Komponente einer offenen Menge des R, offen ist, mindestens zwei 
offene Mengen als Komponenten. Es existierte also eine offene Menge U, 
die Komponente von R, — A ist und deren Komplement einen offenen 
Teil enthalt. Die Begrenzung von U ist dann nach dem Ergebnis von 
Absatz 7 (n —1)-dimensional. Das ist aber unmdglich, da die Begrenzung 
von U Teil von A sein muB und A als weniger als (mn — 1)-dimensional 
vorausgesetzt wurde. 


Die Ergebnisse der vorangehenden Absitze zusammengenommen er- 
geben das 


Theorem iiber die Dimension der Mengen von Koordinaten- 
riumen.*°). Der R, und jede Menge, welche einen offenen Teil des R,, 
enthalt, ist n-dimensional. Unter den Mengen des R,, sind die n-dimen- 
sionalen identisch mit jenen, welche einen offenen Teil enthalten. Jede 
offene Menge des R,, deren Komplement (n —1)- oder n-dimensional 
tst, insbesondere also jede beschrdnkte offene Menge, hat eine (n —1)- 
dimensionale Begrenzung. Jede abgeschlossene (n — 2)-dimensionale 
Menge besitzt ein zusammenhdngendes Komplement. 

Das Ergebnis von Absatz 4 sprechen wir nochmals aus als 


Invarianztheorem*). Homdéomorphe Raume und homdomorphe Teil- 
mengen verschiedener Raume haben die gleiche Dimensionszahl in ent- 
sprechenden Punkten und die gleiche Dimension schlechthin. Die Di- 


mensionszahl ist eine Invariante gegeniiber topologischen Transforma- 
tionen. 


Insbesondere sind also der R,, und der R, fiir m+n, da sie ver- 
schiedene Dimensionen haben, nicht homéomorph, und in den beiden an- 
gefiihrten Theoremen ist als Spezialfall der klassische Satz von der Inva- 
rianz der Dimensionszahl enthalten, welcher die Unméglichkeit einer Ho- - 
méomorphie zwischen dem R,, und dem R,, fiir m +n zum Inhalt hat. 

Das Theorem iiber die Mengen des R, mit dem Invarianztheorem 
zusammengenommen zeigt, daB jeder Raum, welcher mit einer Teilmenge 
eines Koordinatenraumes homéomorph ist, eine endliche Dimension be- 
sitzt. Menger hat nun die Umkehrung dieses letzteren Satzes be- 


*) Vgl. Menger 4, S. 156. 
*) Vgl. Menger 4. 
31) Vgl. Menger 4, 8S. 140. 
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hauptet **): Jeder kompakte endlichdimensionale Raum ist mit einer 
Teilmenge eines Koordinatenraumes homéomorph, jeder n-dimensionale 
Raum mit einer Teilmenge des R,,,;**). Dieser Satz mit seiner Um- 
kehrung zusammengenommen ergibt das fundamentale 


Theorem von der Charakterisierung der Teilmengen von Koor- 
dinatenriumen*™). Unter den kompakten metrischen Raumen sind die 
endlichdimensionalen identisch mit jenen, welche mit einer Teilmenge 
eines Koordinatenraumes homéomorph sind. 


%) Vgl. Menger 10, 8. 482, 12, 8S. 648, 15, S. 149. — Der Beweis der Einbettbar- 
keit der kompakten eindimensionalen Raiume in den R, wird durchgefiihrt bei 
Menger 10 und ist fiir die héheren Dimensionen verallgemeinbar. Eine detaillierte 
Darstellung des allgemeinen Beweises von Menger erscheint demnichst. Menger 11, 
8. 1125 beweist sogar die Einbettbarkeit aller kompakten eindimensionalen Raume in 
eine bestimmte stetig durchlaufbare Kurve des R, und gibt auch umfassendste hiéher 
dimensionale Mengen an. 

%*) Menger vermutet (vgl. 11, S. 1128 und 13, 8. 106), daB in dieser Aussage 
die Kompaktheit durch Separabilitéat ersetzt werden kann. 

*) Vgl. Menger 15, 8S. 149f. 


(Eingegangen am 30. 8. 1926.) 








Uber nulldimensionale Punktmengen. 


Von 


Paul Alexandroff in Moskau und Paul Urysohn + *). 


1. Unter einer nulldimensionalen Punktmenge verstehen wir im folgenden 
einen nulldimensionalen‘ ) metrisierbaren* ) separablen*) topologischen Raum. 
Die Benennung ,,nulldimensionale Punktmenge“ scheint fiir diese Riume 
besonders angebracht zu sein, weil jeder derartige Raum einer Teilmenge 
der Menge aller (reellen) Irrationalzahlen homéomorph ist* ). 

Unter einer (absolut) abgeschlossenen nulldimensionalen Punktmenge 
verstehen wir einen kompakten nulldimensionalen metrisierbaren Raum. 


*) Die Resultate der vorliegenden Arbeit stammen im wesentlichen vom Friih- 
jahr 1924. Der vorliegende Text ist aber erst im April 1926 vom Unterzeichneten 
endgiiltig redigiert worden. Paul Alexandroff. 

1) Vgl. wegen Terminologie folgende Arbeiten von P. Urysohn: 

P. Urysohn, Uber die Machtigkeit der zusammenhangenden Mengen (Math. Annalen 
94, S. 262—296, insbesondere § 8 (S. 270). 

P. Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, I Partie: ,La dimension“ 
(Fund. Math. 7, 8. 30-137, und 8, 8. 225—360, insbesondere 7, 8.49—79), II Partie: 
»Les lignes Cantoriennes“ (Verhandelingen der Koninklijke Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam, I Sectie, Deel XIII, 1927). 

P. Alexandroff, Darstellung der Grundziige der Urysohnschen Dimensionstheorie 
(Math. Annalen 98). 

Im folgenden werden diese Arbeiten bzw. als ,Zusammenhingende Mengen“, 
»Mémoire I‘, ,Mémoire II“, Darstellung“ zitiert. 

*) Ein topologischer Raum heiBt metrisierbar, wenn er einem metrischen Raume 
homéomorph ist. 

*) Ein metrisierbarer Raum heiBt separabel, falls in ihm eine abzihlbare Teil- 
menge dicht ist (,dicht“ im folgenden stets im Sinne ,,iiberall dicht“ gemeint). 

*) In der Tat, erstens ist jeder metrisierbare separable Raum einer Teilmenge 
eines kompakten metrischen Raumes homéomorph (P. Urysohn, Der Hilbertsche Raum 
usw., Math. Annalen 92, S. 302), zweitens ist jede nui'dimensionale Teilmenge eines kom- 
pakten metrischen Raumes einer Teilmenge der Menge aller Irrationalzahlen homéo- 
morph (Mémoire 1, ch. I, § 16; Fund. Math. 7, 8. 76, 77); vgl. auch die daselbst zitierte 
Arbeit von Sierpifiski (Fund. Math. 2, 8. 89), in welcher derselbe Satz bis auf unwesent- 
liche Einschriinkungen bewiesen ist. Ubrigens wird der Leser im folgenden eine kurze 
Wiedergabe des Beweises des soeben erwaihnten Satzes finden. 





90 P. Alexandroff und P. Urysohn. 





(Bekanntlich*) folgt die Separabilitét aus dem gleichzeitigen Bestehen der 
Kompaktheit und Metrisierbarkeit.) Die (absolut) abgeschlossenen null- 
dimensionalen Punktmengen sind also mit den beschrankten abgeschlosse- 
nen nirgends dichten linearen Mengen topologisch identisch. 

Wir fiihren noch ein fiir allemal folgende Bezeichnung ein: 

Es sei R ein beliebiger topologischer Raum und $ ein System von 
in R gelegenen Gebieten (= offenen Mengen). Das Gebietssystem % soll 
eine Basis des Raumes R heifBen, falls jedes in R gelegene Gebiet als 
Vereinigungsmenge gewisser Gebiete des Systems 8 darstellbar ist’). 

Letztere Erklirung gestattet folgenden Satz bequem auszusprechen: 

I. Zu jeder unendlichen nulldimensionalen Punkimenge M gibt es 
(wenn man M als topologischen Raum betrachtet) eine abzdhlbare Basis B, 
die folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Von je zweien nicht zueinander fremden, sonst beliebigen Gebieten 
der Basis ® ist das eine in dem andern enthalten. — 

2. Es gibt keine unendliche Folge wachsender, zu 8 gehdrender Ge- 
biete (d. h. jede wachsende Folge 

G,cG,c..., Gi +G,,,; 
von Gebieten aus $8 bricht im Endlichen ab). 

Beweis. Es sei M ein nulldimensionaler separabler metrischer Raum. 
Damit ein Gebietsystem $8 eine Basis des metrischen Raumes M sei, ist, 
wie leicht ersichtlich, notwendig und hinreichend, da8 man fiir jedes posi- 
tive « und jeden Punkt x des Raumes M ein, den Punkt x enthaltendes, 
zu $ gehérendes Gebiet von einem Durchmesser < « finden kann. 

Andererseits ist M ein nulldimensionaler Raum, woraus leicht folgt’‘), 
da8 man fiir jedes « >0 M in endlich oder abzahlbar viele zueinander 
fremde Gebiete vom Durchmesser <-¢ zerlegen kann. Durch sukzessive 
Anwendung dieser Bemerkung erhalt man die Zerlegungen 


M = 5 M,,, 
(i,) 
(fiir jedes 7,) M,, =D) M,,, i, 
(i) 
M,,.:.. ~ » a’ 


likey 


5) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (erste Auflage), S. 274. Leipzig, Veit, 
1914. Im folgenden wird das soeben erwaihnte Buch kurz als Hausdorff“ zitiert. 

*) Falls man jedes Gebiet des Systems 8 als Umgebung jedes seiner Punkte 
betrachtet, so stimmt der Begriff einer Basis mit demjenigen eines den Raum R de- 
finierenden Umgebungssystems iiberein. Den Beweis der letzteren Behauptung diirfen 
wir wohl dem Leser iiberlassen. 

*) S. z. B. Mémoire 1, ch. I, $17 (Fund. Math. 7, 8. 77). 
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wobei alle Gebiete M;, ;,,...:, den Bedingungen 


1 
O( Mi...) <>» Ma.e,....t.¢? 


k 8 Mite -nnte e =0 


"kei 


geniigen. Da jeder Punkt x des Raumes M in einem M;,;,....;, mit be- 
liebig groBem k enthalten ist, so geniigt das System $ aller Gebiete 
Mz,,,:,,...,i, dem oben aufgestellten Kriterium einer Basis. Da weiter bei 
einer wachsenden Folge von Gebieten M,, ;,..;, die Indizesanzahl k not- 
wendig abnehmen muB, so bricht jede derartige Folge im Endlichen ab. 


Endlich sind zwei Gebiete des Systems 8 


M,,,i,,...% wad M;;,,.. (h<k) 


“Ip 


stets zueinander fremd, es sei denn, daB 


nh, HME co eh 
ist, in welchem Falle Mj, ;,.....j, (das mit M;,¢....u%, Ak identisch 
ist) M;,«,,....4, enthalt. 

Das Gebietsystem § ist also eine allen Bedingungen des Satzes I 
geniigende Basis. 

2. Aus dem SatzeI folgt leicht die bereits am Anfang des § 1 er- 
wahnte Tatsache, nimlich, daB jeder nulldimensionale separable metrisier- 
bare Raum (also, den bekannten Metrisationssitzen gemaB, jeder regulire, 
dem II. Abzahlbarkeitsaxiom geniigende nulldimensionale topologische Raum) 
sich eineindeutig und beiderseits stetig auf eine Menge von Irrational- 
zahlen abbilden léBt: jedem Punkt x des Raumes M entspricht, in der 
Tat, eindeutig eine Folge natiirlicher Zahlen 


a ere, Oe 


(die durch die Bedingung xc M; 
stimmte Irrationalzahl 


ausgezeichnet wird), also eine be- 


te dns. 0 th 


, 1 
NT £4) 


Die auf diese Weise erhaltenen Irrationalzahlen t(x) bilden, wenn x 
den ganzen Raum M durchlauft, eine Menge 7, von der man leicht be- 
weist, daB sie (mittels der Beziehung x ~t(x)) eineindeutig und beider- 
seits stetig auf M abgebildet ist*). 





*) Ausfiihrlicher a. a. O. ’). 
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3. Aus dem SatzeI folgt weiter der Satz 


Il. Damit eine nulldimensionale Punktmenge M (absolut) abge- 
schlossen sei, ist notwendig und hinreichend, daB sie sich unmdglich in 
unendlich viele zueinander fremde Teilgebiete spalten laft. 


Die Bedingung ist notwendig. Falls in der Tat 
M= SM, M,-M,=0 (fiir i + k) 
a=l 
ist, wobei jedes M, eine (in M) offene Menge ist und x, irgendeinen in 
M,, enthaltenen Punkt bedeutet, so sieht man ohne weiteres ein, daB die 
unendliche Menge 
i SRR, 


im Raum M keinen Haufungswert besitzt, also M nicht kompakt ist’). 


Die Bedingung ist hinreichend. Es laBt sich noch mehr be- 
haupten: es gilt in der Tat der Satz 


II*. Es sei « eine beliebige positive Zahl und M ein nicht kompakter 
separabler metrischer Raum. Dann laft sich M in abzdhlbar viele zu- 
einander fremde Teilgebiete 


M,, My, .-., My ++: 


n 
spalten, von denen jedes einen Durchmesser < « hat. 


Es sei D eine divergente (= keinen Haufungspunkt besitzende) Teil- 
menge von M und §$ eine den Bedingungen des Satzes I geniigende Basis 
des Raumes M. Fiir jeden Punkt zc M lat sich alsdann eine, héchstens 
einen Punkt der Menge D enthaltende, ,Umgebung* U(z) (in unserem 
Falle ein Gebiet des Systems $) wahlen, von der auBerdem vorausgesetzt 
werden darf, dab 

6(U(x))<e 
ist. Es sei 8* das auf diese Weise gewonnene Teilsystem des Gebiet- 
systems $8. Zufolge der Bedingung 2. des SatzesI, der das System B 
(also a fortiori B*) geniigt, 1aBt sich fiir jedes in 8* vorkommende Ge- 
biet ein gréBtes (d. h in keinem weiteren Gebiet des Systems 8* ent- 
haltenes) Gebiet desselben Systems angeben. Es seien nun 


(1) OE Beg Mike ves 


diese ,gréBten* Gebiete (von denen keine zwei identische in (1) aufge- 
nommen werden sollen). 
Offenbar fiillt die Vereinigungsmenge aller Gebiete (1) den ganzen 
Raum M aus; die Gebiete (1) sind auBerdem paarweise zueinander fremd 
*) Die Notwendigkeit unserer Bedingnng gilt (wie aus dem obigen Beweis er- 
sichtlich) auch fiir Raume positiver Dimension. 
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und samtlich vom Durchmesser < «¢ (da sie ja alle zu 8* gehéren); end- 
lich ist die Folge (1) sicher eine unendliche, weil jedes M, héchstens 
einen Punkt der unendlichen Menge D enthialt (die, als Teilmenge von M, 
in der Vereinigungsmenge aller M, enthalten ist). 


Der Satz II*, also auch der Satz II, ist hiermit bewiesen. 


4. Wir nennen eine Punktmenge nirgends abgeschlossen, falls sie, als 
topologischer Raum betrachtet, in keinem ihrer Punkte kompakt ist*®). 
Uber solche Punktmengen 1a8t sich folgender Satz aussprechen: 


III. Damit eine nulldimensionale Punktmenge nirgends abgeschlossen 
sei, ist notwendig und hinreichend, daB sie sich auf eine iiberall dichte 
Teilmenge des Linearkontinuums eineindeutig und stetig abbilden lafpt. 

Das Hinreichen der Bedingung bedarf keines Beweises (eine null- 
dimensionale iiberall dichte Teilmenge des Linearkontinuums kann ja, als 
topologischer Raum betrachtet, in keinem Punkte kompakt sein). 

Die Notwendigkeit laBt sich wie folgt zeigen. 

Es sei M eine nirgends abgeschlossene Punktmenge. Zufolge dem 
Satze Il* gibt es eine Zerlegung 
(2) M= + M; 


&,=1 
des Raumes M in unendlich viele zueinander fremde Gebiete M, , M,,..., M;,,..., 
von denen jedes einen Durchmesser < 1 hat. 

Wir setzen jetzt voraus, die Gebiete M;,;,....;, waren bereits kon- 
struiert. Da M nirgends abgeschlossen ist, kénnen wir den Satz II* auf 
jede Punktmenge M; ;,....;, anwenden und sie in unendlich viele zuein- 
ander fremde Gebiete 


Mié......dite | Se. } ae 
unter der Geltung der Bedingung 
‘ : 1 
(3) 9 (Mi. és, ns teriees) < EET 


zerlegen. 


Auf diese Weise werden fiir alle Werte der natiirlichen Zahlen 
k,i,,%,,...,%, die Gebiete M;¢,....4, in vollstindiger Induktion definiert. 
Jedem Punkt z wird mithin eindeutig eine Folge natiirlicher Zahlen 


(4) re taep es See! 


1°) Dabei heiBt ein topologischer Raum R im Punkte — kompakt (P. Alexandroff, 
Ober die Metrisation der im Kleinen kompakten topologischen Raume, Math. Annalen 
92, S. 294), falls es eine Umgebung des Punktes £ gibt, deren abgeschlossene Hiille, 
als Relativraum betrachtet, kompakt ist. : 
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also eine Irrationalzahl 


(5) t(x) =i, +- 


mittels der Gleichung 
nit il Mi, ,i,,....% 
k=1 


(in der 2 als gegeben, ¢,,%,,...,%,,... als unbekannt zu denken sind) 
zugeordnet. Die Menge der auf diese Weise definierten Irrationalzahlen ¢ (x) 
(wobei x alle Punkte von M durchlauft) soll 7 heiBen. Man beweist, wie 
iiblich in solchen Fallen, da M und T nicht nur eineindeutig, sondern 
auch beiderseits stetig einander entsprechen**). 

Es bleibt nur noch iibrig zu zeigen, daB 7 auf der positiven Zahlen- 
gerade iiberall dicht liegt. 


Es sei e > 0 und irgendeine positive Irrationalzahl 


gegeben. Wir wollen zeigen, daB es Punkte x des Raumes M gibt, fiir die 


(5) |t, —t(x)|<e F 
ist. Wir wahlen dazu die natiirliche Zahl k so groB, daB fiir jedes 
ee 
—_ + +: ° 1 
‘+ 
% + 
I 
die Ungleichung e 
|t,—t|<e d 
aus den Identititen z 
6, = if, tie, ..., mH 
folgt. Dann ist fiir jeden Punkt x der Menge Mj», ;0.___, ig die Ungleichung (5) 
erfiillt, w. z. b. w. ts 
5. Wir wenden uns jetzt zu einem wichtigen Spezialfall des Satzes III 
und setzen voraus, daf die Punktmenge M, die als nulldimensionaler 
metrisierbarer separabler Raum erklirt war, auBerdem die Eigenschaft der ~ 


Vollsténdigkeit besitzt. Letztere Eigenschaft (deren Begriff von Fréchet 
herriihrt ) lautet dabei wie folgt: ’ 
ee : de 


11) Siehe a. a. O. *). 
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Ein metristerbarer topologischer Raum heiBt vollstdndig, falls er sich 
durch eine passend gewahlte Metrik in einen, dem Cauchyschen Konvergenz- 
kriterium geniigenden metrischen Raum verwandeln laBt. 

Der auf diese Weise metrisierte Raum besitzt dann (als metrischer 
Raum betrachtet) die wesentliche Eigenschaft der metrischen Unerweiter- 
barkett (Hausdorff**)), d. h. des Abgeschlossenseins in jedem umfassenderen 
metrischen Raume. 


Es sei nun M ein vollsténdiger metrisierbarer separabler nulldimen- 
sionaler Raum, der in keinem seiner Punkte kompakt ist, wir sagen kiirzer: 
eine vollsténdige, nulldimensionale, nirgends abgeschlossene Punktmenge, 
die wir uns mit einer, die Vollstandigkeit zutage bringenden Metrik ver- 
sehen denken werden. 


Da jede Menge M;;....;, (wir denken uns das Verfahren des 
vorigen Paragraphen auf M angewandt) eine abgeschlossene**) und 


6 (My, ,¢,.....%) < ; ist, so bestimmt (nach einem bekannten Hausdorfischen 


Satze**)) jede Folge natiirlicher Zahlen 


Pre Pee 


einen und nur einen Punkt 
Ps 
a See TT Misty oi 


des Raumes M, und zwar ist dabei 


i - 1 
b(n tay...tes-.) = At Z nme 1 
cs 


ete 


Das heiSt aber nichts anderes, als daB jede positive Irrationalzahl ¢ in 7 
enthalten ist, mit anderen Worten, daB in unserem Falle M mit der 


Menge aller positiven (also auch mit der Menge aller reellen) Irrational- 
zahlen homéomorph ist. 


Wir gelangen mithin zum folgenden Satze: 


IV. Jede nulldimensionale vollstandige nirgends abgeschlossene Menge 
tst mit der Menge aller Irrationalzahlen des Linearkontinuums homéomorph. 


#2) A. a. O. 8. 315f. 

48) Die Komplementarmenge M — Mj,,i,....,%, ist ja (als Vereinigungsmenge aller 
von Mj, ,i,,..., i, verschiedener Gebiete Mj,,j,,...,j,) eim Gebiet, folglich ist Mj,,i,,....4, 
= M—(M-— Mj,,i,.....i,) abgeschlossen. 

4) Hausdorff, 8. 318 (,Jede absteigende Folge nicht leerer abgeschlossener Mengen, 


deren Durchmesser nach Null konvergiert, hat einen und nur einen gemeinsamen 
Punkt*). 
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6. Letzteres Ergebnis la8t sich auch anders aussprechen. Dazu 
brauchen wir einige Vorbemerkungen. 

Wir nennen einen topologischen Raum eine absolute G,- Menge, wenn 
er einer in einem kompakten metrischen Raume gelegenen G,;- Menge 
homéomorph ist’). 

Nun ist jede absolute @s-Menge (und nur eine solche Menge) einem 
volistindigen metrischen Raume homéomorph**), was denselben Satz IV 
wie folgt ausdriicken laBt: 

Iv. Jede nirgends abgeschlossene nulldimensionale absolute G;- 
Menge ist mit der Menge aller Irrationalzahlen homéomorph*™), 

7. Wir wollen jetzt einen einfachen direkten Beweis des Satzes [V™* 
geben. 

Es sei M eine nulldimensionale nirgends abgeschlossene absolute G;- 
Menge, wir sagen kiirzer: eine nulldimensionale irreduzible G,s-Menge. 
Auf Grund des Satzes III und der topologischen Invarianz der G;-Mengen 
kénnen wir uns M als eine auf der Einheitsstrecke liegende und daselbst 
iiberall dichte, aus Irrationalzahlen bestehende G,-Menge denken. Es sei 
dementsprechend 


(6) M=J/G,, 





) Zufolge dem unter *) in erster Linie zitierten Urysohnschen Satze und der 
topologischen Invarianz der in vollstindigen Riumen gelegenen Gs-Mengen ist die 
Klasse der absoluten Gs-Mengen mit derjenigen der in vollstdndigen separablen Raumen 
gelegenen G5-Mengen topologisch identisch. 

16) P. Alexandroff, Les ensembles de la 1™ classe et les espaces abstraits, Comptes 
Rendus 178 (1924), S. 185. Die soeben ausgesprochene Behauptung ist in dieser 
Arbeit (zum erstenmal) auf dem Wege bewiesen, daB ein topologisches Kriterium fiir 
volilsindige separable Riume einerseits und fiir in solchen Raiumen gelegene Gs -Mengen 
anderseits gegeben wird, wobei es sich zeigt, daB das betreffende Kriterium in beiden 
Fallen dasselbe ist. Hausdorff bat danach (Fund. Math. 6) direkt bewiesen, daB die 
in vollstandigen (sogar nicht separablen) metrischen Riumen gelegenen G5-Mengen mit 
volistindigen Raiumen topologisch identisch sind. (Bei diesem Beweise wird aber keine 
topologische Charakterisierung der betreffenden Raume gegeben, sondern direkt gezeigt, 
daB man jede in Betracht kommende Menge so ,ummetrisieren“ kann, daB sie sich in 
einen vollstindigen metrischen Raum verwandelt.) — Anmerkung bei der 
Korrektur (5. IL. 1927). In der letzten Zeit ist es Herrn Wedenissoff gelungen, die 
in meiner soeben zitierten Comptes-Rendus-Note gegebene Charakterisierung mit Hilfe 
des Satzes und eines Satzes von Sierpifiski (Fund. Math. 6, S. 106) auf beliebige (nicht 
separable) vollsténdige Riume zu erweitern. Wie mir Herr Hausdorff mitgeteilt hat, 
hat auch er das gleiche Resultat bekommen. 

#8) Im wesentlichen ist dieser Satz (fiir a priori als linear vorausgesetzte Mengen ) 
in enem Theorem von Brouwer erhalten (Proceed. Kon. Ak. Amsterdam 20 (April 1917), 
8. 1193). 
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wobei G,>G,,, und jedes G, ein lineares Gebiet (also Vereinigungsmenge 
von endlich oder abzahlbar vielen zueinander fremden offenen Intervallen ) ist. 

Wir betrachten fiir einen Augenblick irgendein lineares Gebiet G (das 
ganz unabhiangig von den Gebieten G, zu denken ist). Es seien 


(7) (@,B,), (@ysBy)s «+5 (@ysB,)5 +005 
die (endlich- oder abzaihlbar-viele ) Intervalle, in die G zerfallt. Wir wollen 
eine allgemeine Operation g(@) definieren, die dem Gebiete G ein aus 
unendlich vielen zueinander fremden Intervallen gebildetes Teilgebiet, und 
zwar auf folgende Weise, entsprechen 148+. Wir wahlen innerhalb eines 
jeden Intervalles (a,,6,) eine feste abzihlbare Menge rationaler Punkte 
0009 Oy 4s Cy —Gaaye oor Cy ar Cyor Cyas so+s Cy gaas Cy gs coer 
die den Bedingungen 
l. o,<c,, (fiir i<j, 4,7 beliebige ganze Zahlen), 


9 . ~~ : = 
2. lim Cy >= a, lim % i= b,, 
i-~-@ ive 
) - Ox — ae 
3. Che Oe 4a 1 SZ 


geniigen, sonst aber beliebig sind. 

Das Gebiet [= (G@) ist dann definitionsgemaB die Vereinigungs- 
menge aller offener Intervalle (c, ,,c, ;,,) (fiir alle in Betracht kom- 
menden & und alle ganzzahligen ¢ (— co <4 < o)). 

8. Wir setzen jetzt der Reihe nach: 


Gi=G,; r, =9(Gr), 
G.= Ta Gasa; Pasi = (Ga). 
Wir bezeichnen weiter durch 4;, (¢,=1,2,... in inf.) alle (abzahl- 
bar vielen) Komponenten von J, und allgemein durch 


Be 6... tebe Mth te 0v0p MR eee eae 


alle (ebenfalls abzdhlbar viele) in Aj, ;, 
von I 


i, enthaltenen Komponenten 


k+1° 
Da die Lange jedes Intervalles 4; ;,..,;, kleiner als ai ist und jedes 


Aj, .i.,...,te,%,, 8@mt seiner beiden Endpunkte in 4;, ;,,....;, enthalten ist, so 
entspricht jeder positiven Irrationalzahl 


‘ 1 
ee. i,+- 1 
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ein einziger Punkt 


der offenbar zu 
(7) iv,=M 
gehért*’). 

Auf diese Weise wird wieder eine eineindeutige Beziehung zwischen 
M und der Menge aller positiven Irrationalzahlen hergestellt, von der 
man leicht beweist, daB sie auch eine beiderseits stetige ist. 

8. Neben den G,;-Mengen bilden bekanntlich die F,-Mengen die 
wichtigste Mengenklasse. Unserem bisherigen Sprachgebrauch gema8 wollen 
wir als absolute F,-Menge jeden topologischen Raum, der einer F,-Menge 
eines kompakten metrischen Raumes homéomorph ist, bezeichnen. 

Wir beschranken uns im folgenden auf nulldimensionale F,-Mengen. 
Es sei dabei folgender grundlegender Satz erwahnt: 

Damit eine absolute F,-Menge nulldimensional sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB sie kein Teilkontinuum, oder (was in unserem Falle auf 
dasselbe auskommt) keine, mehr als einen Punkt enthaltende zusammen- 
hangende Teilmenge enthdli**). 

Unter den nulldimensionalen absoluten F,-Mengen zeichnen sich die- 
jenigen besonders aus, die nicht nur nirgends abgeschlossen, sondern gleich- 
zeitig auch nirgends abzdhibar sind. Solche F,-Mengen wollen wir irredu- 
zibel nennen. Hine absolute nirgends abgeschlossene F,-Menge M soll 
also irreduzibel heiBen, falls jedes Relativgebiet von M unabzahlbar ist. 

Bemerkung. Fiir den Fall der G;-Mengen haben wir die letztere 
Bedingung nicht besonders erwahnt, weil jede nirgends abgeschlossene 
absolute G;-Menge auch nirgends abzal.|bar ist. 

9. Es gilt nun folgender Satz: 


V. Alle nulldimensionalen irreduziblen F,- Mengen sind untereinander 
homéomorph. 


1”) Zum Beweise der Identitét (7) braucht nur bemerkt zu werden, daB einer- 

seits jedes I, in Gy, also ll I in ll G, = M enthalten ist, anderseits aber (da M 
k=1 k=1 
aus Irrationalzahlen besteht) zufolge der Definition der Operation g(@), M in jedem 
Ty, also in ll G;,, enthalten ist. 
k=1 

1*) Siehe wegen des Beweises Mémoire 1, ch. VI, § 8 (Fund. Math. 8, 8. 341). 
Bei Menger (Monatshefte f. Math. u. Phys. 38, S. 147) wird der Satz fiir kompakte 
Raume bewiesen, woraus er fiir F, unmittelbar folgt mittels des Satzes, daB die 


Summe abzihlbar vieler in sich kompakter, nulldimensionaler Mengen wieder null- 
dimensional ist. 
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Zum Beweise des Satzes V geniigt es zu zeigen, daB jede irreduzible 
nulldimensionale F,-Menge M einer und derselben Menge ¥Y, die wir die 
Cantorsche F,- Menge nennen wollen, homéomorph ist. 

Die Menge Y wird folgendermaBen konstruiert. 

Es sei U irgendeine geradlinige Strecke. Wir bezeichnen durch P(U) 
die durch Anwendung des bekannten Cantorschen Dreiteilungsverfahrens 
entstehende perfekte Teilmenge von U. 

Es sei weiter [7 eine beiderseits (= in positiver und negativer Rich- 
tung) sich ins Unendliche erstreckende perfekte nirgends dichte Menge 
reeller Zahlen. Wir bezeichnen durch 


U,, Ups 2 U 


die zu JT komplementiren Intervalle, und setzen definitionsgema8 
W (IT) = 11+ 3 P(U,). 
n=1 


Indem wir ein fiir allemal fiir jedes ganzzahlige k (— co < k < oo) durch 
A, die Strecke k << x < k-+-1 bezeichnen, setzen wir weiter 


P,= 5 P(A,), 
dann allgemein: 2 
P.., = ¥(P,) (fiir jedes n = 0, 1, 2,... in inf.) 
und schlieBlich 
(8) y— SP. 


10. Beim Beweise des Satzes, daB jede nulldimensionale irreduzible 
F,-Menge der soeben konstruierten Menge Y homéomorph ist, diirfen wir 
uns auf Grund des Satzes II auf den Fall beschrinken, wo M eine auf 
der Zahlengerade iiberall dicht liegende Menge ist. Der wesentliche Punkt 
des Beweises ist der folgende 


Hilfssatz. Es sei M eine auf der ganzen Zahlengerade iiberall dichte 
irreduzible F,-Menge. M 1laBt sich dann als Vereinigungsmenge lauter 
beiderseits unbegrenzter perfekter Mengen II, 


M=3 II, 
n=1 
darstellen, und zwar unter Geltung folgender Nebenbedingungen: 
1. Fiir jedes nm ist JJ, in J/,,, enthalten. 
2. Es seien 


Uy = (az, bf), Uz; == (az, b?), eres Uy = (az, by), »?”* 


° 
7* 








100 P. Alexandroff uud P. Urysohn. 


die zu JJ, komplementaren Intervalle. Falls wir 
(9) Ve Pte q*** .ug 


setzen, so ist a; din untere, bf die obere Grenze von V;. 


Um nun diesen Hilfssatz zu beweisen, bemerken wir zuerst, daB M 
a priori als Vereinigungsmenge von abgeschlossenen Mengen gegeben ist: 


(10) M=>F;; 
n=1 


man sieht leicht ein, da8 man stets voraussetzen darf, jede der Mengen F, 
wire beiderseits unbegrenzt. 


Um jetzt zu erreichen, daB jede F, perfekt sei, umgeben wir jeden 
isolierten Punkt é5 von F, mit einem ,,isolierenden“ Intervalle (an, Ba), 
und sorgen dabei dafiir, daB zwei verschiedenen isolierten Punkten &. 
und é,- entsprechende Intervalle (am, Ay) und (an, B,) zueinander 
fremd bleiben. Indem wir weiter fiir jedes m und k eine zwischen 

r*_4® Es _a* 


Em — “7 ™ und Em — "zi" gelegene perfekte Teilmenge =m, der 





Menge M auszeichnen und 


setzen, erhalten wir eine den Punkt &, enthaltende, in (an, Bm) gelegene 
perfekte Teilmenge von M. Wenn wir nun F, durch F, + S’ =, ersetzen, 


— =m 
(m) 
verwandelt sich F, in eine perfekte Menge. 


11. Wir sind also so weit, um voraussetzen zu diirfen, daB jede in 
(10) vorkommende Menge F, eine perfekte, beiderseits unbegrenzte Menge 
ist. An dieser Voraussetzung halten wir jetzt fest. 

Wir definieren alsdann 

Il, = F,. 


Es sei //, bereits konstruiert. Wir bezeichnen durch 
US = (ar, bf"), Us =(az, oS), .... Up =(ar, bp), ... 


die zu JI, komplementaren Intervalle und betrachten die Menge 
We = Ur -F,,, (die ja mit Uf-(F,,,, + J1,) identisch ist). 

Falls die untere bzw. obere Grenze von W; mit a; bzw. by zusam- 
menfallt, setzen wir 7; = 0; falls dies aber nicht zutrifit, bezeichnen wir 
durch Ty eine (mittels der Methoden des § 10 leicht zu konstruierende) 
auf der Strecke [aj, by] gelegene ‘und die Punkte aj, bf enthaltende 
perfekte Teilmenge von M. 
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Wir setzen nun endlich 


TT, +1 = II, + Fass +37. 


Auf diese Weise werden die perfekten beiderseits unbegrenzten Mengen J7, 
fiir jedes n definiert; offenbar ist 
(11) S11, = M, 
n=1 
und man sieht leicht ein, daB alle Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt sind. 


12. Jetzt sind wir aber auch mit dem Beweise des Satzes V beinahe 
fertig: wir brauchen uns namlich nur an die Definitionsgleichung (8) der 
Menge Y zu erinnern. Die Anfangsmengen P, und J, sind als beiderseits 
unbeschrankte, perfekte, nirgendsdichte lineare Mengen einander ahnlich 
(im Sinne der Theorie der geordneten Mengen). Diese Ahnlichkeitsbeziehung 
148t sich aber unserer Konstruktion gemé8 unmittelbar von P, bzw. J], 
auf P,,, bzw. J7,,, erweitern, was schlieBlich die Ahnlichkeit und also 
um so mehr die Homéomorphie der Vereinigungsmengen VY und M ergibt, 
w. z. b. w. 

Bemerkung. Betrachten wir fiir einen Augenblick die beschrankte 
irreduzible F,-Menge Y,, die sich von ¥Y nur dadurch unterscheidet, dais 
man die Operation ¥(J7) fiir eine beliebige beschrdnkte perfekte Menge JT 
unter alleiniger Beriicksichtigung ihrer, im Endlichen gelegenen, komple- 
mentaren Intervalle definiert und in der Konstruktion des § 9 die Cantor- 
sche perfekte Menge P(4,) zum Ausgangspunkt wahlt, so sind Y%, und VY 
nach dem Satze V homéomorph (was ja a priori kaum als selbstver- 
stindlich betrachtet werden kann**)), so daB man auch Y, als den topo- 
logischen Typus aller irreduziblen F,-Mengen betrachten kann. 


13. Die irreduziblen G;- bzw. F,-Mengen bilden nicht nur je einen 
einzigen topologischen Typus, und zwar denjenigen der Menge J aller 
Irrationalzahlen, bzw. den der Menge Y, sie besitzen auBerdem eine ge- 
wisse Homogenttdtsetgenschaft, die, genau formuliert, darin besteht, daf 
man jede der uns hier interessierenden Mengen eineindeutig und stetig auf 
sich selbst derart abbilden kann, daS dabei von zwei beliebigen Punkten 
der eine in den anderen iibergeht*): in der Tat trifft diese Eigenschaft 
sowohl fiir die Menge J als fiir ¥ zu (im Falle dieser Mengen laBt sich 
ja die betreffende Abbildung sogar ohne Verletzung der Ordnungsrelationen, 
die in unseren Mengen, als in linearen Mengen, herrschen, herstellen), woraus 


1) Man bemerke nur, daB & unbeschrinkt nach beiden Richtungen ist, %, da- 
gegen sowohl ihre untere, als obere Grenze enthdalt. 

*) Auch die Homogenititseigenschaft der linearen Gs-Mengen war zuerst von 
Brouwer (a. a. 0. ***)) bewiesen. 
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(da es sich ja um eine topologisch invariante Eigenschaft handelt) ihre 
allgemeine Giiltigkeit ohne weiteres folgt. Dieses Ergebnis gestattet fol- | 
gende Verallgemeinerung der beiden Satze IV"* bzw. V. 


VI. Falls A und B zwei nulldimensionale irreduzible F,- oder G;- 
Mengen sind, weiter a ein beliebiger Punkt von A und b ein beliebiger | 
Punkt von B ist, so gibt es eine eineindeutige und beiderseits stetige Be- 
ziehung zwischen A und B, die die beiden Punkte a und b einander ent- 
sprechen laft. 


14, Wir bemerken noch (und werden bald diese Bemerkung auch be- 
nutzen), daB der Satz VI auch fiir beschrankte perjfekte nirgendsdichte 
lineare Mengen (,,irreduzible abgeschlossene Mengen“) gilt **). Um letztere 
Behauptung zu beweisen, geniigt es eine bestimmte perfekte Menge, z. B. 
die Cantorsche Menge J] als Typus zu wahlen, einen bestimmten Punkt £, 
der Menge J/, z. B. den Punkt 


&,= 0,000... (im triadischen Zahlensystem ) 


auszuzeichnen, und dann zeigen, daB, wie auch die perfekte Menge P und 
einer ihrer Punkte z, gegeben sein mag, eine eineindeutige und stetige Be- 
ziehung zwischen JZ und P vorhanden ist, die die beiden Punkte &, und 2 
einander entsprechen 1aBt. 

Die Menge I/ ist bekanntlich die Menge aller derjenigen Punkte der 
abgeschlossenen Einheitsstrecke, deren triadische Entwickelung ohne Be- 
nutzung der Ziffer 1 sich darstellen la8t; jeder Punkt ¢ von J/ hat hier- 
mit eine nur aus 0 und 2 bestehende triadische Entwickelung 


& = 0, 6,, ty .-- 8 (¢, = 0, 2) 


und umgekehrt gehért jeder eine derartige Entwickelung besitzende Punkt 
zu II. 

15. Mit der Menge P kann man nun eine Reihe von Zerlegungen in 
2,2°,..., 2*,... zueinander fremde abgeschlossene Teilmengen P;,, P;, ;,, -- 
Py i,...i¢5 +++ Vornehmen, wobei jedesmal die Menge P;,;,...;, in zwei 


Mengen P, ;, zerlegt wird, und die Durchmesser der Mengen P; ;, . i, 


a 


sorOytaas 


mit ; nach Null konvergieren. Der Symmetrie halber bezeichnen wir die 


beiden Werte von jedem ¢#, auch durch 0 und 2, und sorgen dabei nur 
dafiir, dap jedesmal diejenige der Mengen P,,, P;,;,,..+, Pijig..cigs +++) Ue 
den a priori gegebenen Punkt x, enthdlt, alle thre Indizes gleich 0 hat. 

*") Wenn diese an sich garz elementare Figenschaft der perfekten Mengen nicht 
ohne weiteres ins Auge springt, so ist das ausschlieBlich darauf zuriickzufiihren, dab 


im Falle der perfekten Mengen die betreffende stetige Beziehung eine die Ordnungs- 
relationen stérende ist. 
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Jedem Punkte z von P entspricht auf diese Weise eine unendliche 

Folge 
a ee ee (i, = 0,2), 

also ein bestimmter Punkt § der Menge J7. Auf diese Weise entsteht eine 
eineindeutige Beziehung zwischen den beiden Mengen JJ und P, die die 
Punkte &, und z, einander zuordnet, und die, wie leicht ersichtlich, eine 
stetige ist. 

Aus dem soeben Bewiesenen folgt insbesondere die topologische Ho- 
mogenitaét der perfekten nirgends dichten Mengen: 


Man kann mittels einer eineindeutigen stetigen Transformation einer 
perfekten nirgendsdichten Menge in sich selbst jeden ihrer Punkte in 
jeden anderen iiberfiihren. 

16. Aus den Resultaten des vorigen Paragraphen folgt weiter un- 
mittelbar, daB alle Mengen, die aus einer beschrankten perfekten nirgends- 
dichten linearen Menge durch Weglassung eines einzigen Punktes entstehen, 
untereinander homdomorph sind. 

Insbesondere sind alle diese Mengen einer (beliebigen ) unbeschrankten 
perfekten Menge homdomorph, da ja letztere mittels Hinzufiigung des un- 
endlich fernen Punktes (topologisch) in eine beschrinkte perfekte Menge 
iibergeht. Nun sind aber diese Mengen topologisch nichts anderes, als die 
nulldimensionalen im Kieinen kompakten separablen metrisierbaren Raume 
ohne isolierte Punkte: in der Tat la8t sich jeder derartige Raum mittels 
Hinzufiigung eines einzigen Punktes zu einem kompakten metrisierbaren 
nulldimensionalen Raume, der ebenfalls keine isolierten Punkte besitzt, 
also zu einer ,,beschrankten perfekten nirgendsdichten linearen Menge“ 
topologisch erginzen **). 

Wenn man anderseits einen beliebigen nulldimensionalen, im Kleinen 
kompakten separablen metrisierbaren Raum direkt auf das Linearkonti- 
nuum abbildet (was ja zufolge seiner Nulldimensionalitit stets méglich ist), 
so wird er offenbar zu einer linearen F,-Menge**). Eine solche F,-Menge 
wollen wir irreduzibel nennen, wenn sie nirgends abzahlbar ist (also ein- 
fach keine isolierte Punkte enthilt). Man kénnte natiirlich auch wieder 
iiber absolute F,-Mengen sprechen, da wir aber im nulldimensionalen Falle 
wieder nur dieselben Mengen erhalten, gehen wir darauf nicht weiter ein. 

Die nulldimensionalen irreduziblen F,-Mengen sind also mit den null- 
dimensionalen im Kleinen kompakten Raiumen topologisch identisch. Man 
kann nun leicht direkt zeigen, daB j)2de nulldimensionale irreduzible F,- 


*8) Siehe die unter '°) zitierte Arbeit. 
%%) Eine in irgendeinem Raume gelegene Menge hei®t nach Sierpifiski eine F,- 
Menge, falls sie sich als Differenz zweier abgeschlossener Mengen darstellen kann. 











104 P. Alexandroff und P. Urysohn. 


Menge sich durch Hinzufiigung eines Punktes zu einer perfekten Menge 
erganzen laBt. Es sei in der Tat 


M=P—F 


eine irreduzible F,-Menge. Dann kann P als eine beschrankte perfekte, 
F als eine abgeschlossene Menge vorausgesetzt werden, und es ist 
M= 5'P-U,, 
(nm) 
wo U, =(a,,6,) die komplementiren Intervalle zu F sind. 

Wenn man nun alle (a,,b,) kongruent (in der Ebene) iibertragt, so 
daB alle a, in einen und denselben Punkt § zusammenfallen, und darauf 
auch die zweiten Endpunkte b, simtlich mit & identifiziert (was alles in 
der Ebene geschehen kann), so bleibt es nur noch iibrig, der Menge M 
(die wahrend dieser ganzen Operation nur eineindeutige und stetige Trans- 
formationen erlitten hat) den Punkt é hinzuzufiigen, um eine perfekte dis- 
kontinuierliche (also nulldimensionale) ebene Menge M-+-£ zu erhalten. 
M +-& ist alsdann einer nirgendsdichten linearen Menge homéomorph. 

Wir kénnen mithin zu den friiher bewiesenen Siatzen noch folgende 
hinzufiigen : 

VII. Alle nulldimensionalen irreduziblen F,-Mengen sind unterein- 
ander homéomorph; insbesondere sind diese Mengen sdmtlich einer be- 
liebigen unbeschrankten perfekten nirgendsdichten linearen Menge homéo- 
morph. 

17. Nach der Baire-Lebesgueschen Klassifikation der Borelschen Mengen 
gehéren die abgeschlossenen Mengen zur Klasse 0, die F,- und Gs-Mengen 
dagegen (soweit sie nicht abgeschlossen sind) zur Klasse 1 (insbesondere 
rechnen wir auch die F,-Mengen zur Klasse 1). Wenn wir den friiher 
eingefiihrten Sinn der Bezeichnung irreduzibel fiir jede dieser Mengenklasse 
beibehalten (insbesondere soll eine abgeschlossene Menge irreduzibel heiBen, 
falls sie ,nirgends endlich“, d.h. perfekt ist), kénnen wir folgendermaBen 
die Resultate der §§ 7—16 zusammenfassen: 

Unter den irreduziblen nulldimensionalen Mengen von den Klassen 0 
und 1 gibt es nur folgende vier topologischen Typen: 


1. die beschrankten perfekten nirgendsdichten linearen Mengen (,,Fall F“), 
2. die unbeschrankten » ” »  (,,Fall F,“), 
3. die Menge V (,,Fall F, “), 
4. die Menge J aller Irrationalzahlen (,, Fall G5“). 


Alle diese Mengen sind dabei topologisch homogen. 


Fiir Borelsche Mengen héherer Klassen la8t sich der Begriff der irre- 
duziblen Mengen noch konsequenter einfiihren (,,eine Menge von der Klasse « 
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heiBt irreduzibel, falls sie in keiner Umgebung keiner ihrer Punkte zu 
einer niedrigeren Klasse gehért“); der Begriff einer Menge, die im ab- 
soluten Sinne von der gegebenen Klasse ist, bleibt dabei genau derselbe, 
wie wir ihn in den §§ 6 und 8 fiir den Spezialfall der G;- und F,-Mengen 
erlautert haben. Man ist dabei gewissermaBen gezwungen, auch das Problem 
der Aufzihlung (oder wenigstens der Miachtigkeitsbestimmung der Menge ) 
aller topologischen Typen der irreduziblen nulldimensionalen Mengen einer 
gegebenen Klasse aufzustellen. Analoge Probleme kénnte man auch fiir 
sogenannte A-Mengen untersuchen. 


Anhang. Uber Mengen erster und zweiter Kategorie. 


In diesem Anhange werden wir keinerlei Voraussetzungen iiber die 
Dimension der im folgenden vorkommenden Mengen machen; ebenso 
brauchen wir nicht die Separabilitét des Raumes vorauszusetzen, so daB 
unsere Betrachtungen fiir beliebige vollstandige metrisierbare Raume gelten. 

Eine in einem derartigen Raume R gelegene Menge M heiBt bekannt- 
lich**) von der J. Kategorie (in bezug auf R), falls sie sich als Vereinigungs- 
menge héchstens abzaihlbar vieler in R nirgendsdichter Teilmengen dar- 
stellen 1aBt. 

Im Anschlusse an einen, von Herrn Lusin herriihrenden Sprachgebrauch 
(der von der urspriinglichen Terminologie Baires abweicht) sagen wir, daB 
eine Menge M von der II. Kategorie (in bezug auf den Raum R) ist, falls 
thre Komplementarmenge R — M daselbst von der I. Kategorie ist. 

Es gilt nun folgender Satz: 


Eine in einem vollstandigen metrisierbaren Raume R gelegene Menge M 
ist dann und nur dann von der UJ. Kategorie (Lusinschen Sinne), wenn 
sie eine in R iiberalldichte Gs-Menge enthdlt. 

Die Bedingung ist notwendig. Es sei in der Tat M von der 
zweiten, also R — M von der ersten Kategorie. Dann ist 

R—-M= By N, k? 
k=1 
wobei jede N, in R nirgendsdicht ist (unter den N, diirfen auch leere 
Mengen vorkommen). 


N, ist aber dann auch nirgendsdicht, so daB 


®@ — 
k 


N, 


Ms 





**) Baire, Lecons sur les fonctions discontinues. Allgemein zuerst bei Hausdorff, 
8. 328. 
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eine F,-Menge von der ersten Kategorie ist, woraus folgt, daB die in M 
enthaltene Menge R—® in R iiberalldicht ist. R—@® ist aber eine 
G;- Menge. 

Die Bedingung ist hinreichend. Es sei in der Tat in M eine 
im ganzen Raume dichte G,-Menge H enthalten. Dann ist 


H=[[G,, 


n=1 
wobei jedes G, ein (in R dichtes) Gebiet ist. Die abgeschlossenen Mengen 
F,=R—G, sind samtlich in R nirgendsdicht, also ist ® — SF, von 
der ersten Kategorie. ® ist aber mit R — H identisch, woraus die iebiesion 
®>R—M 


folgt; letztere Menge ist also a fortiori von der ersten Kategorie, d. h. 
M ist von der zweiten Kategorie, w. z. b. w. 

Man erkennt sofort, daB der soeben bewiesene Satz trotz seiner Selbst- 
verstandigkeit doch von Nutzen sein diirfte, da er stillschweigend oft mit- 
bewiesen wird. 

Manche Satze aus der reellen Funktionentheorie, und auch aus der 
Topologie, lassen sich iibrigens direkt auf unseren Satz zuriickfiihren. Um 
nur ein topologisches Beispiel zu geben, erwahnen wir folgende, aus 
unserem Satze unmittelbar sich ergebende Tatsachen. 


I. balls auf einer n-dimensionalen (absolut) abgeschlossenen (oder 
auch nur volistandigen) Punktmenge M die Menge der Punkte x, in denen 
dim, M<k (0<k <7) ist, iiberalldicht ist, so ist sie von der zweiten 
Kategorie. 

II. Die Menge der Endpunkte einer allgemeinen Kurve C ist dann 
und nur dann iiberalldicht (in C), wenn die Menge aller iibrigen Punkte 
von C daselbst von der ersten Kategorie ist *°). 


Beide Sitze folgen einfach aus der bekannten Tatsache, daB die 
Punkte, in denen dim,M<k bzw. ind,C<k ist, sine 4 ;-Menge 
(rel M baw. C) bilden**). 


*5) Siehe wegen Terminologie die unter *) zitierten Urysohnschen dimensions- 
theoretischen Arbeiten, insbesondere die Einleitung zum Mém.I und auch das erste 
Kapitel des Mém. II. 

%) Vgl. wegen der Satze I und II Mém. 1, ch. IV, § 15 (Fund. Math. 8, S. 281), 
Mém. 2, ch. I, § 10 (Verh. Akad. Amsterdam 13, Nr. 4), wo sie auf der hier gegebenen 
Grundlage bewiesen sind. Vgl. auch den Beweis des Satzes II dieses Anhanges, den 
Menger in Math. Annalen 95, S. 285 (Satz VI) gegeben hat. 


(Eingegangen am 8. 5. 1926.) 


Uber die Methode der Differenzengleichungen zur 
Liésung von Variations- und Randwertproblemen. . 


Von 
Hans Lewy in Géttingen. 


In einer Abhandlung mit dem Titel ,Uber direkte Methoden bei 
Variations- und Randwertproblemen“, welche Herr Courant in den Jahres- 
berichten der Deutschen Mathematikervereinigung 34, 1925 veréfientlicht 
hat'), sind — zum Teil in programmatischer Form — eine Reihe 
von Gedanken zu den direkten Methoden der Variationsrechnung ent- 
wickelt worden. Unter anderem findet sich dort der Hinweis, man miisse 
die Differentialgleichungen der Variationsrechnung als Grenzfille ent- 
sprechender Differenzengleichungen*) auffassen und durch die Durchfiihrung 
dieses Grenziiberganges zu den Lésungen der Variationsprobleme gelangen 
kénnen. Herr Courant hat diesen Gedanken in einer Arbeit in den 
Géttinger Nachrichten*), sowie in einer jiingst in den Acta Mathematica 49 
erschienenen Arbeit fiir den Fall gewéhnlicher und partieller linearer 
Differentialgleichungen und gewisser Klassen anderer sehr allgemeiner 
Funktionalgleichungsprobleme linearen Charakters weiter ausgefiihrt. 

Angeregt durch diese Untersuchungen sowie durch persénliche Gespriiche 
habe ich versucht, allgemeine Variationsprobleme, welche nicht mehr auf 
lineare Differentialgleichungen fiihren, mit der Methode der Differenzen- 
gleichungen zu behandeln. Das erste Ergebnis dieser Untersuchungen méchte 
ich hier vorlegen. 

In den vier Paragraphen des ersten Teils dieser Arbeit betrachte ich 
Variationsprobleme, bei denen es sich um die Bestimmung einer Funktion y 








1) Mit einigen Anderungen und Zusitzen in den Math. Annalen 97 abgedruckt unter 
dem Titel ,Uber direkte Methoden in der Variationsrechnung und verwandte Fragen“. 

*) Eine derartige Auffassung bildet iibrigens schon fiir Euler den Ausgangspunkt 
der Untersuchung. Seine Ansiitze sind neuerdings von A. Kneser aufgegriffen und mit 
den modernen Begriffsbildungen in Einklang gebracht worden. 

%) , Uber die Theorie der linearen partiellen Differenzengleichungen.“ 23. 10. 1925. 
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einer unabhingigen Veranderlichen z handelt und bei denen in dem zu 
variierenden Integrale nur die erste Ableitung y’ von y nach x aufer x 
und y selbst auftritt. Fiir den Integranden machen wir dabei als wesent- 
liche Einschrinkung nur die, daB er die Legendresche Bedingung in der 
starken Form erfiillen soll. 

Es ergibt sich, da8 dann in einem beliebigen konvexen (2, y)- Bereich 
es immer eine mit stetiger Tangente versehene Lésung des Variations- 
problems gibt, wenn man den Begriff der Lésung geeignet erweitert. 

Zur Behandlung des Variationsproblems bilde ich nun eine spezielle 
Minimalfolge. Ich teile das Intervall 0<2<1 in mn gleiche Teile und 
ersetze das zum Mimimum zu machende Integral durch eine entsprechend 
fiir diese Teilpunkte gebildete Summe, wobei an die Stelle der Differential- 
quotienten der Funktionen entsprechende Differenzenquotienten treten. 
Legen wir, was in §1 geschieht, den Differentialquotienten bzw. Diffe- 
renzenquotienten die Beschrankung auf, absolut genommen nicht gréBer 
als eine feste Schranke M zu werden, so fiihrt das Minimumproblem auf 
eine Eulersche Differenzengleichung bzw. an den Stellen, wo in der 
Beschrankungsbedingung das Gleichheitszeichen erreicht wird, eine Eulersche 
Differenzenungleichung. Die Lésungen dieser Eulerschen Relationen werden 
durch eine Anzahl diskreter Werte dargestellt, die den Ordinaten der Eck- 
punkte einer ,,Polygonfunktion“ entsprechen. Es wird sodann in § 1 der 
Grenziibergang fiir n gegen oo ausgefiihrt und dadurch die Lésung des 
entsprechenden Variationsproblems fiir Funktionen mit beschrinkter Ab- 
leitung erzielt. 

Nach einigen Hilfsbetrachtungen in § 2 wird sodann in § 3 die Ein- 
schrankung 

ly’|<™ 


aufgegeben, indem ein Grenziibergang fiir wachsendes M ausgefiihrt wird. 
Beschrankt man, wie schon angedeutet, die zugelassenen Vergleichsfunktionen 
auf einen konvexen abgeschlossenen Bereich, so zeigt es sich, daB es min- 
destens eine Grenzkurve gibt, die als Lésung des Variationsproblems ohne 
Ableitungsbeschrinkung aufzufassen ist. 

Merkwiirdigerweise braucht das Vorhandensein einer unteren Grenze 
des Integrals nicht vorausgesetzt zu werden. Auf Grund der Existenz der 
Lésung la8t sich nun aber auch die Existenz einer unteren Grenze des 
Variationsintegrales erschlieBen. 

Im zweiten Teil entwickle ich den Grundgedanken einer numerischen 
Methode, welche keineswegs darauf beschrinkt ist, daB in dem Variations- 
problem nur eine unahangige Verinderliche auftritt, oder darauf, dab 
héhere als erste Ableitungen fehlen. Diese Methode, welche, wie ich nach- 
traglich bemerkt habe, sich in ihrem Ausgangspunkt eng mit einer von 
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Hadamard zum Existenzbeweise fiir die Lésung gewisser Variationsprobleme 
verwandten Idee beriihrt*‘), ist mannigfacher Ausgestaltung in theoretischer 
Hinsicht fahig®) und in praktischer Hinsicht bediirftig. Der ihr zugrunde 
liegende allgemeine Gedanke 14Bt sich auch auf die numerische Behand- 


lung von Problemen anwenden, die der Variationsrechnung nicht mehr 
angehoren. 


IL. Teil. 


§1. 
Lésung des Variationsproblems bei Beschrinkung der Ableitung. 


Wir behandeln im folgenden Variationsprobleme des einfachsten Typus 
mit einer unabhiangigen Veranderlichen und einer gesuchten Funktion, 
d. h. Variationsprobleme der Form 


1 
(1) Jty]= J F(z, y, y’)de = Min., 


wo auBerdem fiir den Rand noch gewisse Bedingungen vorgeschrieben sein 
kénnen. Wir wollen uns zunichst auf den speziellen Fall beschranken, 
da8 die unbekannte Funktion am Rande fest vorgegeben ist: 


(2) y(0)=%; y(l)=¢,. 


Von F setze ich voraus, daS es samt seinen Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung fiir die zu betrachtenden (in § 1 abgeschlossenen ) Bereiche 
sei..1 Argumente z, y, y’ stetig ist. 

Wir schicken zur Orientierung folgende, spiter aber nicht benutzte 
Bemerkung voraus: Das Problem (1) hat sicher eine Lésung, wenn man 
von den ersten Ableitungen y’(x) der zur Konkurrenz zugelassenen Funk- 


tionen y(x) verlangt, daB sie bei festen K >0O und beliebigem A der 
Relation geniigen 
y’ (xt+h)—y’(z) 
h 


K. 


, lA 


Denn in jeder zugehérigen Minimalfolge 


Pos Pas eo 
sind auBer den Funktionen ¢, auch ihre ersten Ableitungen gleichmabig 


*) Hadamard, Mémoire sur les plaques encastrées. Mémoires de divers savants 
présentés & l’Académie des Sciences Paris 38, 1908. 

5) Vgl. Géttinger Nachrichten 18. Dezember 1925: H. Lewy, Ober einen Ansatz 
zur numerischen Lésung usw. und R. Courant, Bemerkungen zur Frage der numeri- 
schen Auflésung usw. 
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stetig und beschrinkt, also existiert in der Folge der Ableitungen nach 
einem bekannten Satze*) eine geeignet zu wahlende Teilfolge 


Pixs Pixs => 
mit lim gj,=)u’; hierbei ist wu’ die stetige Ableitung einer stetigen 
k-~@ 


Funktion u, gegen die die Funktionen ¢;, selbst gleichmaBig konvergieren. 
Es folgt dann 

1 1 ] 

lim S P(x, Gigs Pi) dz = f F(z, lim Pia» lim gy, ) de = f F(x, u, u’)dz, 
>2o 0 >a >a 0 
womit der Beweis fiir die Behauptung gefiihrt ist’). 

Anders schon werden die Verhaltnisse, wenn wir von den Funk- 
tionen y(z), die zur Konkurrenz in dem Variationsproblem (1) zugelassen 
werden, nur die Beschriinktheit der Betrage der ersten Ableitungen voraus- 
setzen. Wir wollen vun vornherein annehmen, daB8 die Schranke M > 0 
fiir die Betrige der Ableitungen so groB ist, daB jedenfalls mindestens 
eine Kurve vorhanden ist, fiir die die Ableitung zwar durch M beschrankt 
ist, die aber die Punkte (0,¢,) und (1, ¢,) verbindet*). Ist M>0 dem- 
gemaB gewahlt, so ist von selbst auch y(z) auf einen gewissen abge- 
schlossenen Bereich beschrankt. Es gilt nun folgender Satz: 

Unter allen Funktionen y(x), fiir die y(0)=c,, y(1)=c, tsi und 
deren erste Ableitungen stiickweise stetig und ihrem Betrage nach nicht 
gréBer als M sind, existiert eine Funktion u(x), die das Variationsintegral 
zum Minimum macht, falls fiir alle in Frage kommenden Werte x, y, y’ 
die Legendresche Bedingung 


(3) Fyy(z,y,y')>0 
erfillt ist. Die Funktion u besitzt eine iiberall stetige erste Ableitung”). 
Beweis. Infolge der Abgeschlossenheit des durch 


O<z<1; |y'|<SM; y(0)—%, y(l)—e, 


definierten Bereiches von (z, y, y’) und der vorausgesetzten Stetigkeit von 
Fyy (x,y, y’) folgert man aus (3) 


(4) Fyy =e¢>0, 
wobei « eine positive von M abhangige Konstante bedeutet. Der Mittel- 


*) Vgl. Courant-Hilbert, Methoden der mathemat. Physik 1 (Berlin 1924), S. 40. 

*) Das Zeichen =) soll bedeuten: ,konvergiert gleichmaBig“. 

*) Ich habe mir die Freiheit genommen, je nach Belieben Funktion oder Kurve 
zu sagen. 

*) Es ist leicht, diesen Satz und seinen Beweis auf Variationsprobleme mit 
mehreren gesuchten Funktionen y,z, ... einer Variablen x zu iibertragen. 
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wertsatz der Differentialrechnung liefert dann fiir |a| << M, |b! <M, a+b 
und zulassige 2, y 


5) Fy (#, ¥. 8)— Fy (s, 9 ©) >a. 

Wir wollen jetzt das Intervall 0<2<1 durch n+1 dquidistante 
Punkte 0, ~ =, -aapiat = 1 teilen und das korrespondierende n-te Diffe- 
renzenproblem — um ein Wort zu haben — lésen: 


. “ ¥,— 9, , ‘ 
% LS F(z, l +) = Min., y(0)=y%=%; y(l)—=y, =¢,. 


v=1 


7 Yn — Panat 
\é ) j ; i < M. 
Wir bedienen uns hierbei und im folgenden der Abkiirzungen 
ae # Boe ae — ~~); 
l = 7 Lu —s n ’ F, = F \z,, Y,> — ae . 
oF, cP ¥,— Yy—1 \ 


Die \Wertepaare (z,, y,) fiir «= 0,1,2,...,  bestimmen die Ecken einer 
Polygonfunktion. Die Existenz der das Problem (6) unter der Ein- 
schrinkung (7) lésenden, durch die n+-1 Werte y, bestimmten Polygon- 
funktion ist durch den WeierstraBschen Satz iiber das Minimum einer 
stetigen Funktion im abgeschlossenen Bereich gesichert. 

Greifen wir nunmehr drei sukzessive Punkte (z,_,, ¥-1), (@»» >); 
(2415 Ye+,) heraus. Wenn wir die Werte von y,_; und y,,, festhalten, 
so findet man y, aus der Forderung 
UP (x,, 9, —*) 4 OP (a, 615 Yaga) ty) = Min. 

Aus dieser Forderung leitet man fiir y, eine Eulersche Gleichung oder 
Ungleichung her, je nachdem, ob fiir dieses optimale y, die Betrage von 


( » 


¥,— ¥y-1 ‘ | ¥41—- 4, 
ha und — 
beide kleiner sind als M oder nicht. Gilt naimlich in den Beziehungen (7), 
angewandt auf «=» und u~=»v-+1, beide Male das Zeichen der Un- 
gleichheit, so mu8 sich y, extremal verhalten gegeniiber einer freien 
Variation, d. h. einer hinreichend kleinen VergréBerung wie Verkleinerung. 
Nullsetzen des Differentialquotienten der Summe (*) ergibt fiir das ex- 
tremale y, 
o=1 oe 4 
oy 


oF, a OFyi1 


by’ by 
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Gilt jedoch fiir das optimale y, in den Beziehungen (7) fiir «=» 
und «=»-+1 mindestens einmal das Gleichheitszeichen, so miissen wir 
drei verschiedene Fille unterscheiden: 


1. Eine Variation des optimalen y, im positiven Sinne verstéBt 


gegen (7), im negativen aber nicht. Dann folgt durch Variation im nega- 
tiven Sinne, wenn ¢ > 0 und hinreichend klein ist: 








021 (tF + IF —IF(z,, y,— 2, 2) 


— UF (x Ses )} 


vt? Fy4a? l 





also durch Grenziibergang fiir « — 0 


oF, oF, OFy +1 
(8a) ly T 35? — Sy’ SO. 
2. Eine Variation des optimalen y, im negativen Sinne verst6Bt 


gegen (7), jedoch nicht im positiven Sinne; dann folgt entsprechend 


‘ oF, oF, , 0 Fy+1 
(8b) — 19% _ oF 5 ORs <9, 


Im ersten Fall gilt die Beziehung 


¥, ~ Fea ¥44+1— ¥> 
l t . 
im zweiten die entsprechende Annahme 


¥v41— Yr =a 9, — ¥,-1 
a eS 


8. Der dritte Fall, der eintritt, wenn sowohl positive wie negative 
Variation unzulassig ist, wird durch die Beziehung 


¥,— ¥,- Be ¥,41— ¥, 


l l 
reprasentiert. 


Die im ersten Falle giiltige Formel (8a) schreiben wir jetzt so: 
oF (z ¥, — ¥,-1\ oF saa) 
ay’ »? ¥,> 1 ~ ) — ay’ \2,> ¥y,> wee 2 . 
oF { 9, — 9p-1 , mest ¥, 9441-9, 
s- éy \7o Yo ar )+3 a dy’ = (2, +4, ¥, +b , tt) 


oF / 9v+1 ~ Fe 
— Fa \eo Bee )- 





(*) 





Auf die beiden letzten Glieder der rechten Seite kann man den 
Mittelwertsatz anwenden und findet so, daB wegen der Beschranktheit von 
Y, +1 ek Vu 


; und der Stetigkeit der ersten und zweiten Ableitungen von F 
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die rechte Seite kleiner ist als eine vom Index und von / unabhangige 
Zahl, multipliziert mit 7; die linke Seite ist gemaB (5) gréBer als 


« (*2—Fe= =e mere). Es gibt also eine von / unabhangige Zahl K > 0, 


so daB sicher 


¥,— 9, ¥,41- ¥, 
Q< 25 +H < Ki, 


falls “+——1 — "+1" (erster Fall). 


Entsprechend liefert (8 b) 





9441 Y, ¥,— ¥,- 
0< at a r *< Kl, 





¥,41—- 9, y,— 


> + peat (zweiter Fall). 


l 
Die Formel (8) liefert dasselbe wie (8a) oder (8b), je nachdem, ob 


i: | deed oe . ¥, “i ° o 
Se éBer oder kleiner als —“**—" ist. Zusammenfassend kénnen 
i er 1 


wir also die Beziehung 











, | Fna3 9, Fy Feat | 
(9) 1 tS Kl 


konstatieren, der sich offenbar anch der letzte Fall 3 unterordnet. 

Bezeichnen wir die in den Punkten 7, 2l,...,nl—1 durch die 
Werte % 7, a*, ... definierte Funktion mit g,(z). Wir kénnen sie 
zu einer im ganzen Intervall 0 < x <1 stetigen Funktion ergdnzen, indem 
wir sie innerhalb der einzelnen Teilintervalle der Lange / linear inter- 
polieren und ihr fir 0<2<l den Wert note zuschreiben. 

Es gilt dann fiir beliebiges positives h die Ungleichung 
(9') pi (2 +h) — ga (2)| SKh. 

Lassen wir jetzt n unbegrenzt wachsen. (9’) verbiirgt uns die gleich- 
maBige Stetigkeit der g,. Da die | p,| durch M beschrinkt sind, folgt die 


Existenz einer gleichmaBig gegen eine stetige Grenzfunktion u’(x) konver- 
gierenden Teilfolge: 








Tim gy, (22) =) w’ (2. 


Setzt man q;,(v/) gleich demjenigen y,, das zur Intervalleinteilung 7, 
gehért, so wird q;, eine Summe iiber /¢j,, genommen in den Punkten ul, 
die vor wl liegen (abgesehen von der additiven Konstanten c,). Bezeichnen 


ra 
wit mit u(x) den Ausdruck ¢,+ fu’(x)dz, so wird u(0)=c,, und 
0 


wegen der gleichmaBigen Konvergenz auch 
Mathematische Annalen. 98. & 
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u(l)—qt fue x) dx = e+ lim? ¥ gi(1l), 


k>o w#=0 
u(l)=c,. 
Es sei jetzt w(x) irgendeine Funktion, fiir die yp’ stiickweise stetig 
und dem Betrage nach nicht gréBer als M ist, und fiir die y(0)=c,, 


y(1)=c,. Nun ist, wenn @ die durch die Werte p (~) gelieferte Polygon- 
funktion und v’ (2) ihren Differenzenquotienten bedeutet, nach der Be- 


deutung von gy, und 9, 
1 PF , owe af » \ 1 7 ” fy y \ 
-- Sr (2 ,9(Z), 6 (=)) =n 2 F(2 a(x), va(Z)), 
und schlieBlich infolge der gleichmaBigen Konvergenz fiir m =i,,7,,... 
1 1 
f F(x, y(z), y'(x))dzx => f F(z, u, u’) dz, 
v 0 


d. h. uw lést das gestellte Minimumproblem. 

In einem Intervall von z, in welchem |u’(x)|< M ist, kann man 
die du Bois-Reymondsche Beziehung und die aus ihr folgende Eulersche 
Differentialgleichung herleiten. Fiir Polygone (aus unserer Teilfolge) mit 
geniigend vielen Ecken muB8 in diesem Intervall natiirlich auch der Diffe- 
renzenquotient dem Betrage nach kleiner als M sein. Es gilt also die 
Differenzengleichung (8), aus der durch Summation die Relation 


I x3 e - a - oe 


folgt. Bei unserem Grenziibergang geht sie iiber in die klassische Relation 


z, ree 8 
iY dz = A (du Bois- Reymond). 
’ éy éy * 


Durch Differentiation nach z, kommt 


= (= ) (Euler). 
§ 2. 


Bemerkungen zu dem vorangehenden Beweis. 


I. Wenn wir dasselbe Problem wie eben stellen, jedoch die Punkte 
x, y(zx) noch auf einen Bereich B einschrinken, der von zwei zueinander 
konkaven Kurven mit stetiger erster Ableitung sowie ev. noch zwei der 
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y-Achse parallelen Geradenstiicken begrenzt wird (s. Figur), so kommen 
wir zu demselben Existenztheorem wie eben. Man folgert naimlich wie auf 
8.111 u. 112 aus der Unzulassigkeit einer 

VergréBerung von y, die Beziehung yf 


I, 3,5. ¥41—- ¥, 
; ~> a , aus der Unzu- 





lassigkeit einer Verkleinerung von y, 


hingegen ed Poss Oe Man 
schlieBt die Formel (8) im Falle der 
freien, die Formeln (8a) oder (8b) im 
Falle der einseitigen Variation, und alles 0 a 
iibrige geht ebenso vor sich wie oben. 


II. Da wir spaiter den Grenziibergang M — oo ausfiihren werden, ist 
es wichtig festzustellen, daB zwei Werte von x, etwa ¢ und £, nicht be- 
liebig nah aneinander liegen kénnen, wenn die zugehérigen Werte der 
Funktion u’(x) zwei feste Zahlen a bzw. @ +a sind, und zwar werde ich 
zeigen, daB ihr Abstand gréBer als eine feste positive Zahl bleibt, wun- 
abhdngig davon, bei welchem M die Funktion u Lésung des Problems (1) 
war. Ein solches Intervall [¢, £] kénnen wir namlich von vornherein als 
ein solches annehmen, in dessen Innerm die Funktion u’(z) nur Werte 
zwischen a und @ annimmt; denn jedes Intervall, an dessen Endpunkten 
die Funktion u’ die Werte a und @ annimmt, enthalt wegen der Stetig- 
keit von wu’ eins der bezeichneten Art. Nun war ja unsere Funktion w’ 
als der gleichmaBige Limes von gewissen Polygonfunktionen gewonnen. 
Fiir diese gewannen wir aus der Ungleichung (**) eine Schranke des zweiten 
Differenzenquotienten. In § 1 brauchten wir nur eine rohe Abschitzung 
fiir diese Schranke, da wir versichert waren, da® der erste Differenzen- 
quotient seinem Betrage nach unterhalb M lag; wir kénnen aber dieselbe 
Abschatzung in fiir unser jetziges Zie) schirferer Form aussprechen, in- 
dem wir uns auf ihre Entstehung besinnen (Anwendung des Mittelwert- 
satzes) und sie gleich in der ,,integrierten“ Form aufschreiben: 


Sind a und @+a zwei Werte, die unsere Polygonfunktion in zwei 
Punkten ¢ und £ des Intervalles 0<2<1 annimmt, so haben diese 
|a—a 
TO) 
eine von a und @ abhangige positive Zahl bedeutet, die jedoch von M 
nicht abhangt. 

Diese Beziehung bleibt natiirlich beim Grenziibergang zu verschwin- 
dender Maschenweite erhalten, so da8 wir also sagen kénnen: 

Es sei y,,(z) unsere Lésungsfunktion des Problems (1), wenn zur 


Konkurrenz alle Funktionen mit stiickweise stetiger erster Ableitung des 
ae 














Punkte ¢ und ¢ eine Entfernung, die gréBer als ist, wo £(a, @) 
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Betrages <M zugelassen werden, fiir die der Wert im Punkte 0 gleich c,, 
im Punkte 1 gleich c, ist, und die so beschaffen sind, daB die Kurve (x, y(2)) 
ganz dem Bereiche B angehért; dann haben zwei Punkte ¢ und §, fiir 
die y(¢)=a, y,(f)=@+a ist, einen Abstand, der gréfer oder gleich 
fan, ist, die nicht von M abhdngt. Unsere SchluB- 
weise setzt auch unmittelbar die folgende Tatsache in Evidenz: 


der positiven Zahl 


Wenn von den Zahlen a und @ mindestens eine absolut kleiner als eine 
feste Konstante H ist und sie so variieren, da8 ihr Abstand gréBer als 
eine feste positive Zah] bleibt, so bleibt auch |¢ — {| gréBer als eine 
feste positive Zahl. 


§ 3. 
Grenziibergang zu M= co; allgemeiner Existenzsatz. 
Um den in der U berschrift angedeuteten Grenziibergang auszufiihren, zeigen 
wir erstens, da8 die simtlichen Funktionen y, (x) eine beschrinkte Bogenlinge 
d 
besitzen, und zweitens, daB ihre Ableitungen nach der Bogenlinge = als 


Funktionen derselben gleichmaBig stetig sind. Es ist nun leicht nachzuweisen, 
da8 fiir unsere oben definierten Lésungsfunktionen y, (x) bei beliebigem M> 0 
1 


der Wert des Integrals der Bogenlinge fyit ¥, (2) dx oder (was da- 
0 
1 1 
mit gleichbedeutend ist wegen fyi+ y*dz< fa +-|y’|)da) der Wert 
0 0 


1 
des Integrales f | y,,(2)|d@a unter einer von M unabbangigen Schranke liegt. 
0 


Bezeichnet man naimlich mit A >0 den Maximalabstand der Ordinaten 
irgend zweier Punkte aus B (vgl § 2), so ware das Gegenteil der Behauptung, 


1 


da8 bei geeignetem M das Integral f\ y,,(2)| dx groBer wire als 2.4, multi- 
0 


pliziert mit einer beliebig gro8 wahlbaren natiirlichen positiven Zahl n. Teilt 
man aber das Intervall in n gleiche Teile, so gibt es sicher einen, in dem 
S\uj(x)| da >2A ist. Weil aber fiir beliebiges x, und 2, aus 0< <1 


die Relation \f yf (x) ae] SA gilt, so kann yj, in dem vorher bezeich- 
neten n-ten Teilintervall nicht standig gréBer als Null und nicht standig 
kleiner als Null sein. Es ist also dort mindestens einmal y,—0 und 
andererseits wegen { |y,,|¢2 = 2A auch sicher | y/,| = An in mindestens 
einem Punkte; also ist |y,,| sicher einmal auch gleich z. B. der Zahl 1. 
Nun kann aber der Abstand zweier Punkte, in deren einem y= 0, 
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deren anderem v= +1 ist, nicht beliebig klein sein, denn er ist gréBer 


7 ; P 1 1 ri 
als die kleinere der beiden Zahlen 7,0) und 70, =I)’ Er ist aber 


nach der Annahme kleiner als -, wo n beliebig groB ist, wenn nur M 
geeignet gewahlt wurde, und damit ist ein Widerspruch hergeleitet. 
Fassen wir nunmehr x uad y,,(x) als Funktionen der Bogenlange « auf, 


so wollen wir beweisen, da8 —_ = y,,(8) gleichmaBig stetig und beschrankt 
ist. Die Beschrinktheit folgt aus der Beziehung |y,,(s)|"<1. Waren 
nun die y,,(s) nicht gleichmaBig stetig in M, so gabe es also eine Folge 
von Zahlen M und zugehdériger s, und s,, so daB |s,—s,|—-0, und 
trotzdem wiire | ¥,,(8,) — Jy (8)| => 0, woe eine feste positive Zahl ist. 
Nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, da8 ,,(8,) > ,,(8,)- 
Es folgt 





| Iu dy | 
| = (8) — =—— (6) | 
Ler Rae Let te 
9 (81) — Dy (82) | ~ (fi-a)** 
aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung; z ist eine bestimmte 
Zahl aus y,,(8,)<2z< y,(8,). Das ergibt also wegen 7T = -#= y’ 
—¥ x 


die Beziehung 








y , | . P 
gat (44) — FE C40) | | Ya (2) — Gul)! Bee 


AuBerdem gilt 
| w(8,) — %(8,)| S| 8, — $I; 
daher kommt | x(s,) — x(s8,)| > 0. 


Nach den vorhin gemachten Bemerkungen wird nun, wenn |2(s,) — x(s,)| 


d 
a (6) fiir fast alle M ober- 


halb einer beliebigen festen positiven ganzen Zahl H liegen, weil eben 
andernfalls |z(s,)—2(s,)| gréBer bleiben - als eine von H und e 


d ‘ 
abhiangige Zahl. Nun kénnen aber a (41) and “2 * (4,) nicht verschiedenes 


Vorzeichen haben, weil wenigstens eine von beiden GréBen sich dann von 
Null um mehr als 3 unterscheiden miiBte und | x(s,)— z(s,)| dann immer 


. , - t dyy 
hinreichend klein wird, i (s,)} und 














groBer als E oder —_—_~ sein miiBte. Es foigt also wegen 
B\5,0 


26 (0,5) 


Vy (8) — Vy (8) = 49m seas —(8,)— Se IP oS, 


2 Yas (Se) 





+ 
S| nN 
<= 
S\z 
ee 
LJ 
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fiir hinreichend kleines | x(s,) — x(8,)| 





, 


| 
19, (8,) — Vy (8) | < bh = yiaH?| 
und der letzte Ausdruck ist bei geniigend kleinem |2(s,) — x(s,)|, d. h. 
bei hinreichend groBem H, sicher kleiner als ¢. Damit ist die Voraus- 
setzung der ungleichmaBigen Stetigkeit von y,,(s) als widerspruchsvoll 
aufgezeigt. 

Durch eine einfache Betrachtung*®) sieht man, da8 sich aus den 
Funktionen ¥,,(s) bei M—+oco eine Teilfolge auswahlen la8t, die gleich- 
maBig gegen eine stetige Grenzfunktion y (s) strebt, woraus wegen y,,(0) = cy 
fiir alle M auch die gleichmaBige Konvergenz der entsprechenden Teilfolge 
der y,(s8) folgt. Es wird »(0)=—c, und » (Endpunkt) —c,. 

Im allgemeinen wird sich die Funktion g(s) nicht als Funktion 
des zugehérigen x(s) schreiben lassen. Sie wird namlich méglicherweise 
Stiicke besitzen, die zur x-Achse senkrecht verlaufen™). 

Machen wir nun iiber unseren Integranden, den wir auch als Funk- 
tion von z(8), y(s), (8), ¥(s) schreiben kénnen, 

F(z,y,9’)=G(2,y, 9,4); aa, Yay, s+ y%=1 
die Voraussetzung: Es seien K,, K,,... eine beliebige Folge von Kurven, 
die samt threr als Funktion der Bogenlange stetigen Tangente gleichmapig 
gegen eine ebensolche Grenzkurve konvergieren; dann mége das Integral 
f G(2,y, y¥,%)#ds gegen einen endlichen oder unendlichen Grenzwert 
streben, der von der Gestalt der Grenzkurve allein abhingig ist und den wir 
als Wert des Integrals iiber die Grenzkurve ansehen wollen. 


Ist M, > M,, so gilt wegen der Minimaleigenschaft von y,, 
T{yy,] SI [yy,]- 
Aus der oben nachgewiesenen gleichmaBigen Konvergenz der y,,(s), 2, (#) 
= J1—¥9j,(s) folgt also offenbar der Satz: 


Stellt man das Problem (\), in dem man zur Konkurrenz alle die 
Punkte (0, ¢,) und (1, ¢,) verbindenden Kurven zulapt, die eine stiickwetse 
pe 

1 Ly 
Ly -J Jl+yi,(z)*dz. Aus den GréBen Ly laBt sich wegen ihrer Beschrinktheit 


1) Man fiihre etwa die neue unabhiingige Variable s = ein. Hierbei ist 


eine gegen eine positive Zahl L konvergierende Teilfolge auswihlen, wenn M-+ a 
strebt. Auch als Funktionen von & betrachtet, sind aber unsere y,, gleichmaBig stetig 
und beschrankt. : 


1!) Vgl. Courant, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung loc. cit. 
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stetig von 8 abhdngende Tangente besitzen und die ganz im Innern oder auf 
dem Rande von B liegen und fiir die (8) immer gréBer oder gleich Null ist, 
80 hat das Problem (1) eine Lésung mit stetiger Tangente. — D.h. es ist még- 
lich, durch diese Erweiterung des Begriffes der zur Konkurrenz zugelassenen 
Funktionen im wesentlichen lediglich aus der Legendreschen Bedingung (3) 
die Existenz einer solchen Kurve nachzuweisen, fiir die das Integral (1) 
nicht gréfer ist als das Integral iiber irgendeine andere solche Kurve. 
Von Interesse scheint mir die Bemerkung, da8 nirgends von der 
Existenz der unteren Grenze des Integrals Gebrauch gemacht ist. Man 
kann jedoch nunmehr ihre Existenz erschlieBen. Denn das Integral J, ge- 
nommen fiir eine Lésung des Variationsproblems, ist endlich. Dies folgt, 
wenn man die vorausgesetzte Bedingung Fy, > 0 beachtet. Sie besagt 
nimlich, daB fiir festes x, y aus B und variables y’ die Ungleichung gilt 


, oF ’ 
F(z, ¥,y)S]}F(z, y, 0) + 557 (2, ¥y, O)y ’ 


aus der fiir beliebiges x, y, y’ wegen der Stetigkeit von F und as 
F(z,y,y)2P—-Q\y’'| 
mit konstantem P,Q folgt. Das Integral 
J(P-Q|y'|)dz 


iiber eine feste Kurve x(s), y(s), namlich unsere Lésung, bleibt aber endlich. 


§ 4. 
Eigenschaften der Lésung. 


Die in der klassischen Variationsrechnung behandelten_,,hinreichenden 
Kriterien“ fiir die Existenz einer Lésung setzen im allgemeinen nicht den 
skizzierten erweiterten Begriff der ,Lésung“ voraus und sind deshalb 
Kriterien dafiir, daB die Lésung in unserem Sinne keine zur X-Achse 
senkrechten Stiicke aufweist. Wir kénnen nun aber mit einem Schlage 
eine Fiille von Fallen angeben, in denen offenkundig unsere Lésung u 
keine zur X-Achse senkrechten Stiicke aufweisen wird: nimlich wenn das 
Integral iiber eine jede ein solches Stiick enthaltende Kurve gegen unend- 
lich divergiert. 

Ein einfaches Beispiel liefert das Integral 


J= f(z, y)y’* de; y(0)=0; y(1)=1; p(z,y)21. 


Eine zweite ebenso einfache Bemerkung bezieht sich auf die Frage, 
in welchen Fallen unsere Lésung iiberall der Eulerschen Differentialgleichung 
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geniigen wird. Nehmen wir an, da wir bereits irgendwie bewiesen haben, 
daB zur x-Achse senkrechte Stiicke in unserer Lésung nicht vorkommen. 
Ist nun der Bereich B so groB, daS man nachweisen kann, daB das Inte- 
gral J fiir eine beliebige den Rand von B auBer in (0,¢,) und (1, c,) in 
mindestens noch einem Punkte treffende Funktion von x gréBer ist als 
das fiir eine feste, sonst ganz im Innern von B gelegene Funktion ge- 
nommene Integral, so ist damit gezeigt, daB die Ldésung von (1) im 
Innern von B gelegen und daher der Eulerschen Differentialgleichung im 
ganzen Intervall 0 <2<1 geniigt, weil sie dann ein Extremum bietet 
gegeniiber einer freien Variation. 

Auch hierfiir liefert das obige Integral ein Beispiel. Als Bereich B 
wahle man etwa 


1 1 
0<2<1; —fp(x,x)d z<y < J p(x, x)dz, 
0 v 


und vergleiche das Integral J iiber eine beliebige den Rand treffende 
Kurve mit dem Integral J iiber die geradlinige Verbindung von (0, 0) 
und (1,1), d.i. mit 


1 


J (p(z, a)dz. 


Zum SchluB dieser Ausfiihrungen wollen wir noch einige Erweiterungen 
besprechen, die der Hauptsatz des § 3 zulaBt. Sie beziehen sich sowohl 
auf die durch (2) geforderten sogenannten kiinstlichen Randbedingungen 
wie auf das zum Minimum zu machende Funktional (1). 

Gibt man niamlich die Forderung (2) auf, die den zugelassenen Funk- 
tionen die Randwerte vorschreibt, d. h. stellt man die Aufgabe, J[y] zum 
Minimum zu machen gegeniiber allen Funktionen y, die mit ihren ersten 
Ableitungen stiickweise stetig und in B enthalten sind, so existiert auch 
in diesem Falle eine mit stetiger Tangente versehene Lésung des Problems. 
Dasselbe gilt, wenn wir einen Randwert, etwa y(0) = c,, festhalten, fiir 
den anderen aber keine Bedingung stellen. Unter Lésung verstehen wir 
dabei immer den in § 3 besprochenen Begriff. 

Ahnliche Resultate erhalt man, wenn man an Stelle von J[y] = Min. 
die Aufgabe stellt 


J{y]+ 2 Z,(y(¢,)) = Min. 


Die Punkte ¢, sind hierbei gewisse feste Punkte des Intervalls 0 <¢, <1 
und die Z, irgendwelche mit ihrer Ableitung nach y(¢,) stetige Funktionen, 
sogenannte Zusatzglieder. Auch diese Probleme haben eine Lésung; jedoch 


wird im allgemeinen die Lésung in den Punkten ¢, keine stetige Tangente 
mehr besitzen. 











. ——E 
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In der Literatur sind Fragen der Existenz von Lésungen in be- 
kannten Arbeiten von Hilbert, Carathéodory und anderen behandelt worden. 
Vgl. Bolzas zusammenfassenden und ergainzenden Bericht: Bolza, Lehrbuch 
der Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 1909. Fiir die Variations- 
probleme, die Hilbert behandelt, ist charakteristisch, daB auch Kurven 
x(s), y(s) in die Konkurrenz eintreten, fiir die die Bedingung von 8. 119 
Te => 0 nicht mehr iiberall erfiillt ist. Aber schon das triviale Problem 


1 
Sy? |dz|=Min., y(0)=0, y(1)=1 
0 


ist in diesem Sinne nicht mehr lésbar**) und fallt daher nicht unter die von 
Hilbert behandelten Fille. Andererseits folgt der Uilbertsche Satz sowie 
seine Verallgemeinerung auf mehrere gesuchte Funktionen aufs einfachste 
aus dem Satz des § 1 bzw. dessen Verallgemeinerung. Jedoch mége der 
Beweis hierfiir einer zweiten Abhandlung vorbehalten bleiben. 


II. Teil. 


Ansitze zu einer numerischen Methode der Lésung von 
Minimumproblemen "). 


Wir geben nunmehr einen Ansatz zur numerischen Lésung von Rand- 
wertproblemen. Ich habe nachtriglich bemerkt, daB er sich in seinem 
Ausgangspunkt eng mit einem schon bei Hadamard vorkommenden Ge- 
danken beriihrt. 

Die Erérterungen des ersten Teiles zeigten, daB das Problem der 
Lésung von (1) im wesentlichen auf die Auffindung der Polygonlésung 
der entspréchenden Differenzenaufgabe (6) fiir groBes n hinauslauft. 

Unser Verfahren ist eine sukzessive Approximation einer Lésung y, der 
Eulerschen Differenzengleichung 





, aF, oF, OF y+1 
(8) E,(F)=1 dy * Oy? oy” = 9: 
Wir machen die Voraussetzung, daB der Ausdruck 
n 
Y,— 9,1 

(10) Q (Yas ++ aa) =U F (2,595. =") 

v=] 
gegen unendlich divergiert, wenn mindestens ein | y,| (u=1,...,n— 1) 


gegen Unendlich strebt. 





#2) Man kann das Integral beliebig klein machen, indem man als Kurve einen 
Streckenzug wiahlt, der, von (0,0) ausgehend, mit hinreichend geringer Steigung bis 
zur Abszisse 1 fiihrt, von dort wieder mit nur geringer Steigung zuriick zur y-Achse 
und so im Zickzack weiter, um schlieBlich im Punkte (1,1) zu enden. 

18) Vgl. Géttinger Nachrichten 18. Dez. 1925, loc. cit. 
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Wir bezeichnen mit y, eine beliebige Polygonfunktion, die den Rand- 
bedingungen geniigt. Denken wir uns y,, y,,.--,¥,—, als Komponenten 
eines Vektors im (nm — 1)-dimensionalen Raum. Durch 


Q = konst. 


werden gewisse Hyperflichen des (mn — 1)-dimensionalen Raumes charak- 
terisiert. Andert man den Vektor (y,,..., y,,) durch Addition eines un- 
endlich kleinen Vektors vom Betrage |ds|, so gibt es eine Richtung 
dy,,...,d@y,_, der starksten Abnahme von Q, niamlich die des Gradienten 
von Q im Punkte y,,...,4,~,- Seine Richtung wird durch die Formeln 





(11) “= “Ye =... = de 
. “ty aye 
mit 


8 (F), 52-2, (F),... 





gegeben. Es ist |ds| = Jay? +...+dy2_,. 8 spielt die Rolle eines 
unwesentlichen Parameters. Wir haben das Vorzeichen von ds so ein- 
gerichtet, daB einer Zunahme von s eine Abnahme von Q entspricht: 


n-1 
dQ_ AQ dy 6Q dyn—s 6Q\* 

9 Ws CYn—1 __ — 
(12) ds éy, ds T+ TR ds ( ) : 





= —2 lay, 
Wir behaupten, JaB die Lésungen y,(s) dieser Differentialgleichung bei 
beliebigen Anfangswerten y,,,..-,¥Yo,-, gegen die Lésungen y, der 
Gleichungen 

E,( F)=0 (y =1,...,.8—1) 


konvergieren, wenn s zunimmt. In der Tat, nach Voraussetzung sind 
@ und seine partiellen Ableitungen nach y,,..., y,_, stetige Funk- 
tionen. Q strebt gegen Unendlich, wenn mindestens ein |y,| iiber alle 
Grenzen wichst. Q besitzt also ein Minimum und die Vektorlésung der 
Differentialgleichungen (11) bewegt sich in einem festen abgeschlossenen 
Gebiete des (nm — 1)-dimensionalen Raumes, das nur von den Anfangs- 


2 


Wwerten Yo 1,-++>Yo,,-1 abhangt. Es mu$ nun — = kleiner als jede posi- 


tive Zahl werden, wenn s wachst. Solange nimlich 


aQ (a@)* _ 
-(2)_.- 2 aq) «>, 
éQ aQ 


gilt wegen der Stetigkeit der iy? auch fiir ein endliches Inter- 


vall 8, >8s>8, 





“ee. 


as 
ds 


bel 








——e 
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Die Lange dieses Intervalls hingt nur von « ab. Q selbst wird sich also 


zwischen s, und s, um mindestens | s, — 8, ; verkleinern. Es folgt nun 
leicht unsere Behauptung, da8 _“ nach Null strebt, wenn s wichst. 


Also strebt wegen (12) i (¢=1,...,m—1) gegen Null, was wir 
beweisen wollten. 

Um nun dieses Ergebnis zur numerischen Rechnung zu verwerten, 
werden wir versuchen, die Integration der Differentialgleichungen (11) 
durch eine ahnliche, aber rechnerisch leichtere Operation zu ersetzen. Dies 
ist um so eher méglich, als uns ja nicht die Differentialgleichungen (11) 
interessieren, sondern die Grenzwerte y, ihrer Lésungen, wenn s wichst, 
bei beliebigen Ausgangswerten y,,. 


Zu dem Zweck setzen wir in Anlehnung an unsere Differential- 
gleichungen (11) 


Y,,= Yo» — €N,- 
%, ist gleich dem Eulerschen Ausdruck im Punkte (z,, y,) 
"or = E,( Fy) ; 


é ist eine positive Zahl, die wir sogleich passend bestimmen werden. Fiir 
n—-1 @ 

sehr kleine « ist gemaB (12) die Abnahme von Q proportional e>} (52) 
r=] a 


also eine monotone Funktion von e. Da Q gegen Unendlich divergiert, 
wenn mindestens ein | y, | gegen Unendlich strebt, so mu8 aber der Aus- 
druck 


Q (Yo. — Mor» Yoo — 2 Moa» ++) 
bei wachsendem e wieder zunehmen. Es mu8 also einen ersten Wert «, 
geben, fiir den Q(y, — 7.) stationar ist. Er entsteht durch Differentiation 
von Q(y, —€%) nach «. Setzen wir 
(13) Y¥1> = Yor — “0 0» 
so geniigt «, der Gleichung 


(14) 'S E,(F,) , (F,) =0. 
r=1 


Hier haben wir F,, F, gesetzt als Abkiirzung fiir die Funktion F, ge- 
nommen fiir die Werte y,,,y,, der Unbekannten y,. 


Auf y,, wende man dasselbe Verfahren wie auf y,, an. Man be- 
stimme also 7,, und e, und setze 


(13) 





Ya, = V1 — Sa Ne: 
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Allgemein bilde man sukzessive fiir m= 1, 2,... 


(13) Yn,» = Ym—1,¢ —~ "m—a "Tm—1,%° 
DaB die y, , mit wachsendem m, d.h. bei Wiederholung des Verfahrens 
gegen die Lésungen y, der Eulerschen Differenzengleichungen konvergieren, 
erkennt man durch eine ahnliche Betrachtung, wie wir sie soeben fiir die 
Lésungen der Differentialgleichungen (11) durchgefiihrt haben. 

Man sieht ohne Miihe, daB es fiir das numerische Verfahren ausreicht, 
au Stelle des durch (14) bestimmten «, in der Formel (13) irgendein ¢;, 
einzufiihren, wenn man nur voraussetzen darf daB z. B. 


é 
tn > in > > 


ist. 

Hat man die lésende Polygonfunktion mit n + 1 Eckpunkten approxi- 
miert, so kann man dieselbe als Polygonfunktion mit 2n +- 1 Eckpunkten 
ansehen und sie als Ausgangsfunktion eines neuen Verfahrens benutzen, 
das die lésende Polygonfunktion mit 2 -+ 1 Ecken liefern soll. 

Grundsitzlich wenigstens geben die Werte der £,(F) ein MaB fiir 
die Giite der Approximation an. 


(Eingegangen am 1. 8. 1926.) 














Uber (C'1)-Summierbarkeit von Reihen orthogonaler 
Funktionen. 


Von 
Saul Borgen in Lemberg. 


Einleitung. 


Nach einem Satze von Fejér-Lebesgue’) ist die Fourierreihe: 
(1) “4. S (a,cos yz + b,sinyz), 
» i 


die zu einer im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktion gehért, 
fast iiberall in (— 2,2) (C1)-summierbar*). Beschrinkt man sich auf 
quadratisch integrierbare Funktionen, so kann man diesem Satze folgende 
Gestalt geben. Konvergiert 

35+ (a! + b2), 

1 
dann ist die Reihe (1) f.ii.*) in (— 2,2) (C1)-summierbar. Die nahe- 
liegende Frage, inwieweit sich dieses Resultat auf Reihen allgemciner 
Orthogonalfunktionen ausdehnen la8t, wurde bis nun noch nicht vollstandig 
beantwortet. 

Weyl!*) und Hobson*) haben hierin den Anfang gemacht, indem sie 

folgenden Satz bewiesen haben: 


Ist ¢,,¢,,C,,---,¢,--- eine Folge reeller Zahlen, und 
Dc, logy 


1) Math. Annalen 61, 8. 251. 


*) (C1)-summierbar, d. h. summierbar durch Cesarosche Mittel erster Ordnung. 

*) f. i. werden wir kiinftighin fiir fast iiberall“ schreiben. 

*) Uber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktionen fort- 
schreiten, Math. Annalen 67 (1909), S. 225. Der hierin enthaltene Beweis ist nicht 
volistandig. 


5) Proc. of the Lond. Math. Soc. (2) 14, S. 428—439, insbes. S. 434—439. 
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konvergent, dann ist die Reihe 

(2) D> ce, g,(2), 
1 


welche nach Funktionen eines vorgegebenen normierten Orthogonalsystems 
fortschreitet, f. ii. im Orthogonalitatsintervalle (C 1)-summierbar. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB die Giiltigkeit des Wey)- 
Hobsonschen Satzes erhalten bleibt, wenn an Stelle der dort vorausgesetzten 
Konvergenz von .S>c, logy blo& die Konvergenz der Reihe 

> c; (log log »)* 
gefordert wird, was eine wesentliche Verscharfung bedeutet*). 

Diesem Satze, dessen Beweis den ganzen § 4 ausfiillt, werden in den 
§§ 1 und 2 einige Hilfssitze iiber die Konvergenz von bestimmten Teil- 
folgen der Teilsummen der Reihe (2) vorausgeschickt. 

In § 5 wird aus dem Summierbarkeitssatze ein allgemeiner Konvergenz- 
satz iiber Teilfolgen 


k, k, kn 
DC, Pr(z), DSvery,(x), ..., Seerg,(z), «-. 


v=1 vr=1 v=1 
abgeleitet, wobei k,, k,,...,k,,.-- 
deuten, die der Bedingung geniigen: 


ma >a>1 (fiir alle v). 


irgendeine Folge ganzer Zahlen be- 


Daran werden einige Betrachtungen iiber die Konvergenz von Orthogonal- 
reihen mit unendlich vielen verschwindenden Gliedern gekniipft. 


*) Ich habe noch im Marz 1924 im Anschlu8 an ein Seminar von Prof. Hahn 
iiber Orthogonalsysteme folgenden Satz gefunden: ,,Konvergiert die Reihe >» c? (log rv )* 
fiir irgendein «>0, dann ist D> cy yy (x) f. i. im Orthogonalititsintervalle (C 1)-sum- 
mierbar.“ Der Beweis dieses Satzes bildete dann den gréBten Teil meiner im Januar 
1925 der philosophischen Fakultit in Wien vorgelegten Dissertation. Einige Wochen 
spiter fand ich, daB derselbe Satz giiltig bleibt, wenn an Stelle der Konvergenz von 
 d» c} (logy)*, «>0, bloB diejenige von >> c? (log logy)* vorausgesetzt wird, was 
eine wesentliche Verschirfung bedeutet. Eine Verdéffentlichung dieser Resultate habe 
ich immer hinausgeschoben in der Vermutung, da8 es sich hier bloB um Teilresultate 
handolt, und habe immer wieder, allerdings villig ergebnislose, Versuche unternommen, 
die Bedingung >» c}?(loglogy)* durch eine schirfere zu ersetzen. In diesem Zu- 
sammenhange sei ..~ch hervorgehoben, daB der in einer hiirzlich erschienenen Arbeit 
von 8. Kaczmarz (Math. Zeitschrift 23, 8S. 263) enthaltene Satz iiber die (C 1)-Summier- 
barkeit der Reihe 

Z” Cy Yr (2) 
bei vorausgesetzter Konvergenz von 
Ss» c? jlog » 


offenbar in meinem ersten Summierbarkeitssatze enthalten ist. 











— 
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Nach einem Satz von M. Kuniyeda’) konvergiert der Ausdruck 
2 s n 2 
(F (2) — 94 (2) + (f (2) — Ze er wr(z)) +... + (f(2)— Ee o» go(a)) 
i 1 


worin f(x) eine quadratisch integrierbare Funktion bedeutet, fiir welche 





lim f (rz) _ s C, p.(z)) dz =0 


n=« 0 


gilt, f. i. im Orthogonalitatsintervalle gegen Null, sobald 
>» c logy 
konvergent ist. 


In § 6 wird nun gezeigt, daB dieser Satz schon dann Geltung hat, 
wenn von den c, bloB die Konvergenz der Reihe 


dS» c3 (log log »)* 
gefordert wird. 


I. Zwei Hilfssitze. 


1. Vorgegeben sei im Intervalle (0, 1) ein System von samt ihrem 


Quadrate im Lebesgueschen Sinne integrierbaren, normierten Orthogonal- 
funktionen : 


Pr (x) (y= 1,2,8,...). 
Dann gelten die Orthogonalitatsbedingungen: 
; ‘ 1, w=”, 
(3) fre(2)-on(2)de—{ u+0. 
Ferner sei ¢,,¢,,..-,¢,,--. eime Folge reeller Zahlen und 
(4) >> c? log log » *) 


konvergent, wobei hier und im folgenden, wo immer nur Logarithmen auf- 
treten, unter ,,lug* der Logarithmus zur Basis 2 verstanden ist. 
Setzt man dann 
8, (2) = 8(2;n)= Sc, ¢y,(z), 
v=l 

und bezeichnet mit f(x) diejenige in (0, 1) definierte, quadratisch integrier- 
bare Funktion, gegen welche die Reihe (2) im Mittel konvergiert, fiir 
welche also die Beziehungen erfiillt sind: 


*) A theorem on series of orthogonal functions, Proc. of Lond. Math. Soc, (2) 15 
(1915), S. 128—189, insbes. S. 137. 


*) Unter ,,log log“ ist der iterierte Logarithmus verstanden. 
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1 
lim f (f(z) — s(x; n))*dz=0, 


n=@ 0 


(5) oder was dasselbe ist 





1 a 
S (f(2))* dz = dre, 
und 


(6) =f f(z) x) p,(x)dx (» = 1,2, 3, ...), 
dann gilt der 
Hilfssatz I. Die Folge der Teilsummen der Reithe (2): 


s(x; 2"), #(x; 2°), #(x; 2°"), ..., (a; 2°"), -={s (x; 2 cn 
konvergiert fast iiberall in (0,1) gegen f(x), in Zeichen: 
lim a (2; 2°") = (x). 
Beweis. Zunichst folgt aus (5), (6) und (8): 


1 


1 - 1 

S (f(x) — 8 (2; n))*da— f f*-de —2 >» c, f f(x) (x) dx 
0 v=1 0 

+S te (a; m)}~ *de= Sre?. 


n+1 


Somit gilt, wenn man 2°" als Index einfihrt, 


f (rz) —8(z; 2*"))" dz = 3Sc?, 


2 +1 
und 
1 os"?! 
(7) 3s S(f(x)—s(2;2")) dam Je 5. ct Sun. Bret. 


Nun ist offenbar zufolge unserer Annahme iiber die Basis der Logarithmen 


n = log log 2°", 
und daher gilt 


a+ti ~a+i 
2? 


2, er a : 
n- S> c= Sn loglog2° - S> cf < d>c/ log log». 
, "44 . 2774 


Hieraus ergibt sich in Verbindung mit (7) die Ungleichung 


3s { (r(x) — 6(2:2")) de < 3+; log log » 
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und damit ist mit Riicksicht auf die vorausgesetzte Konvergenz von 


D> cf log log » 
gezeigt, daB die Reihe 


1 
oe : Ph 2 
Se f (f(z) a (a; 2 )) dx 
konvergiert. 
Fat man nun das Integral 


f (2) - s(x; 2*")\'de =f, (2), 


als Funktion der oberen Grenze auf und laBt x von 0 bis 1 variieren, 
dann folgt unmittelbar aus 


J (re) - 8(2; 2°") \'de <f (re) _ s(2;2°")) dx (0<#<1), 


daB die Reihe der im Intervalle (0,1) definierten, monoton wachsenden 
Funktionen f, (x) 
C) -} n 2 
> _ ;2° ))d 
Se» J (f(z) s(x )) x 
ebenfalls konvergent ist. 


Daraus schlieBt man nach einem Satze von Fubini®) iiber Differentiier- 
barkeit von konvergenten Reihen nicht abnehmender Funktionen auf die 
Konvergenz der Reihe 


(8) Sm ( f(x) — #(2: 2*")) 


f. ii. im Orthogonalitatsintervalle. 


Damit ist aber der Hilfssatz I vollsténdig bewiesen, denn aus der 
Konvergenz von (8) ergibt sich, wie man sofort einsieht, 


lim ( f(x) — s(2; 2") = 0, 


°%) M. G. Fubini, Rendiconti R, Accademia dei Lincei 1915 (1. Sem.), 8. 204—206. 
A. Rajchman und 8. Saks: Sur la dérivabilité des fonctions monotones; Fund. Math. 
4 (1923), S. 211—218. Dieser Satz lautet: Eine konvergente Reihe von nicht 
abreh:nenden Funktionen, die in (a, ) definiert sind, ist fast iiberall in (a, b) glied- 
weise differentiierbar. Durch diesen Satz vereinfacht sich der Beweis ganz betrichtlich. 
(Siehe Kaczmarz, Uber die Konvergenz von Reihen von Orthogonalfunktionen“, Math. 
Zeitschrift 28, 8. 268, ferner Kolmogoroff, Une contribution 4 l’étude de la con- 
vergence des séries de Fourier, Fund. Math. 5, S. 96—97. 

Mathematische Annalen, 98. 9 
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und daraus schlieBlich 
lim 8 (2; 2°") = f(z) 


a=@ 
fast iiberall in (0,1). 


2. Im folgenden mégen die Bezeichnungen des § 1 beibehalten werden 
und es sei auBerdem der Einfachheit halber die iibliche Abkiirzung ein- 
gefiibrt: 


n 
8(z; m,n) =8(2z;n) — 8(2z;m) = S>e,9,(2z). 
vy=m+1 


Dies vorausgeschickt, wollen wir iiber die c, noch weiter voraussetzen, daB 
(9) Sy} (log log »)* 

konvergiert. Offenbar ist in diesem Falle die Voraussetzung (4) des Hilfs- 
satzes I a fortiori erfiillt und somit die Folge {8 (2: 2*")\ in jedem Punkte 
einer maBgleichen Teilmenge R des Orthogonalitatsintervalles konvergent. 
Es seien nun aus der Folge der Indizes {2°"} zwei aufeinanderfolgende, 


sonst ganz beliebige herausgegriffen, etwa 2°" und 2*”** 10) Ist dann 2” 


ert 
> 


eine ganze Potenz der Zahl 2, die auf 2°" folgt und kleiner ist als 2 


2°” <2" <2*""", dann gilt offenbar 2° << n< 2"** und n laBt sich auf 
dyadische Art darstellen durch: 


n= 2°+0,-27 "4 8,-27 7 +...40_,-2+80 
Hieraus folgt 


(8, = 0 oder 1). 


r 


QP me Pt O88 + ATE Ht yg B+ Oy (8, = 0,1), 


ferner die Zerlegung 
e(z; if 2") = a (2; 2%", 2°"* evar) 
(11) + a(x; 9? +0,-2°-* gt” + 27-1 +0,-2° ” ms 
ao a(z; 9%" + 6,27 ~' 40.4 o,_4°2 gi" + 0,27" toot Op a8+ Or) 
Hierin verschwinden, wie man leicht einsieht, alle diejenigen Ausdriicke, 


deren letztes #, = 0 ist, und demzufolge ist es zulissig, der Zerlegung (11) 
folgende Gestalt zu geben: 


%) Die folgenden Uberlegungen sind aus Betrachtungen hervorgegangen, die 
Rademacher beim Beweise der Konvergenz von >» cy q(x) angestellt hat. (Kinige 
Satze tiber Reihen von allgemeinen Orthogonaifunktionen, Math. Annalen 87 (1922), 
8. 112—138, insbes. 2, 8S. 117—119.) 
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(12) e(x; 2°", 2") — 3¥0,-8 (2; GP i oR gD, 
#=1 


gt! +278 +...+ Og ah IME +. 48 gg 


Offenbar haben in (12) samtliche nicht verschwindenden Ausdriicke der 
rechten Seite die Form 


(18) a(x; 227 th 92? + 1-85 +24-1) 
worin | und j die Zahlen bedeuten: 

t=0,1,2,8,..., (2°-4—1), 
(188) 4m, 8, 8,....%, 


und alle s(x; 2°’, 2"), (o"< n< gt tt) lassen sich aus solchen Aus- 
driicken zusammensetzen. 


Aus (12) folgt durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung: 


s 2 r r P ied éitiin 
(s(x; 2° ,2")) < yy0?. d(e(x; 2° + O2F—14, 4 0;_,.2F - t+ 
i=l ‘ 


, 
=1 


2% + 0,-2F—-1+.. +0, _,-27- 8414 o,27-8 )* 
2 )) 
' 27+ 0,-2°-14...40;_,-27-8 +1 
<r- Si((x; 2°* a ’ 


9?" + 02°14. 40g arm 8tl yo .9r- ‘) \* 
, 


und schlieBlich unter Beriicksichtigung von (13) und (18a) 
> 2 r 273-1 , ° -1,\2 
(14) (s(x; 2°", 2*)) <r- SS SD (e(2; 2° +e-a8 gt +1-0h +39 *y) : 
#=1 [=0 
Bemerkenswert an dieser Abschitzung ist die Tatsache, daB die rechte 
Seite fir 2° < 2"<2*""" von n unabhangig ist. 
Es sei nun gebildet die Reihe 


1p of~j-1 


x ; - 3 
(15) Serf (9 (2; gt’ +t? gett sed *)) dz. 
r=1 j=1 (=0 


Durch eine einfache Rechnung erhalt man, 


. r ~1,\2 
j < (s(x; gt’ +ial of +1-2/ +9) ‘y) 
1 J 


r 2? sey g2? +1-2/42)-1 r g2?t! 92?” +! 


=-3 3D S er Si DB PSrr. D ct, 
1 


ee ee yao?” 4 pesin — ya et?y et es | 


g* 
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ferner wegen 


92” t1 qrtt 
r?. S> ofS 3S cf (loglogr)*, 
yma?” ay yma?” 41 
1, io ot? tt-ed otf 4nas4ai—2 )" er ti ‘ , 
r fy >» (a(x; 2 »2 )) dex 3S» c, (loglogyr)’, 
Oj=1 i=0 


22" 44 


und daraus schlieBlich durch Summieren iiber alle r: 


« l1 ¢ gf -i-1 ‘ F ™ . 
(16) rf 4 Dy: (e(2; 9% +808 3? +1-24 499 ‘y) an 
0 1 


i=0 

<5» cy (log log v)* 
Bemerkt man, daB > ¢?(loglogy)* eine endliche Summe hat, so ist aus 
(16) unmittelbar zu entnehmen, da8 


ores a (s (x; gir tiead gif ttateah—t))* 9, 


Sir. fs" S 


konvergiert. 
Hieraus ergibt sich auf analoge Weise, wie in § 1, die Konvergenz von 


i=0 


rf 2t-s-1 


Shr. Pd 2 (s(z; gt tied gt! that +ai—ty)® 


fast iiberall in (0, 1), und somit gilt in jedem Punkte einer maSgleichen 
Teilmenge S des Intervalles (0, 1), 


3*- t4 


f o2. f 47.93 j= 3 
(17) lim r- » Pp» (o(x; a2” t#*! gt” +ha%+9!—)) _ og. 


Wir bilden jetzt den Durchschnitt 7 der Menge S mit der am Anfang 
von § 2 definierten maBgleichen Teilmenge R von (0, 1), 


(18) T=R-8, . 
und der Inhalt von 7 ist, wegen u(R)=1 und w(S)=—1, . 
#(T)=1. 


Da nun ein Punkt von 7 auch zu R gehért und in der Menge R die 
Folge {8(z; 3*")} konvergiert, so kann man in jedem Punkte xz, von T 
zu beliebigem «> 0 ein g, so angeben, daB 
| a(z,; 2 
sobald nur 0, < k, < k,. 
Es gilt ferner in 7 zufolge (17) und (18) 
rp av —s-1 


4 e r j - 3 
lim r- 3 3} (a(x; 2° ***%, oF 449)!" Lg, 


fo j=1 i=0o 


A l<z. 
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Somit gibt es ein 9,, so daB in z, 
r 2? -s-1 y a r .of0e9-1 2 2 
r- Sd a (s(2,; 2° +hal of +b-2i+2 )) <> 


j=1 i=0 
sobald r >, und erst recht also wegen (14) 


(s(z,; 2*”,2")) < = 
und daher 
|e(2; 2°", 2")| <4, 
fiir alle r und n, die 9, <r und 2°” <2" <2" erfiillen. 
Setzt man nun 
O, = Max(0,, 0), 
so ergibt sich aus der fiir jedes x und beliebige n und n’, 


gh< g% = Q?*?. grt gr’ — ae 
méglichen Zerlegung: 
s(x; 2", 2”) = a (2; g?* 22") + 8 (x9; Qt 2”) _ 8 (zy: Qt 2"), 
\a (ay: 2", 2”)|<]o(xys 2%", 2°) | -+]o(x32%, 2”) 
‘ <§ 
+|e(2,; 2”, 2"), 
<F 











und folglich 
| 8 (a; 2", 2”')| <2; 
fiir alle n und n’, die 2° < <n’ erfiillen. 
Somit gilt 
Hilfssatz II. Ist 5» c}(loglogy)* konvergent, dann konvergiert die 
Folge der Teilsummen 


{a (x; 2")} = a(2; 2), e(2;2°),..., @(z;2"),... 
fast iberall im Orthogonalitateintervalle"). 


1) Ich habe in der unter Anm. 6 erwahnten Arbeit mit Hilfe eines Verfahrens, 
das ich ,Verdichtungsverfahren* genannt habe, folgenden Satz bewiesen: Konvergiert 
Dye? (logy)‘, fir ein «>0, dann ist die Folge {s(z;2*)} f. i. im Orthogonalitéts- 
intervalle konvergent. Die Verdichtung geschah folgendermaGen: ausgebend von der 
Folge {s(2;2**)}, wo k eine ganze Zahl bedeutet, gelangte ich bei immer gleich- 
bleibender Voraussetzung (iiber die c,) durch schrittweise Einschaltung von Teil- 
summen mit Indizes 2”, n*<»<(n+1)*, zur Folge {s(z;2")}. Auch beim Be- 
weise des Hilfssatzes II wurde eigentlich dieselbe Methode befolgt, doch ist hier der 
Grad der ,Verdichtung“ ein wesentlich stirkerer. Bei der Folge s(z; 2"*) wurden 
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Durch ganz analoge Betrachtungen gelangt man, von der Folge 


f n n 
{o(2; 2” )} ausgehend, zu dem Ergebnis, daB die Folge {s(z; 2° )} 
schon bei vorausgesetzter Konvergenz von _5> c; (log log logy)* im be- 
kannten Sinne konvergiert usw. 


Il. Eine hinreichende Bedingung fiir die (C1) -Summierbarkeit von 
Reihen orthogonaler Funktionen. 


8. Fiir die folgenden Untersuchungen fiihren wir zwei weitere Be- 
zeichnungen ein: 


7 s(z;1)+8(z;2)+...+8(a;n)  < y—1 
S(x;n)= 2 22 =3(1- Je, (z), 








{S(x;n)} = S(x;1), S(x;2), 8(2;3), ..., S(a;m)—= Folge der ersten 
arithmetischen Mittel der Reihe 5> c, y,(z). 
Ferner setzen wir iiber die c, analog wie in I. § 2 voraus, daB 
d+ c2(log logy)* konvergent sei. 
Unter diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt nun: 
Hilfssatz III**). Ist S>c;?(loglogy)* konvergent, dann konvergieren 
die Folgen {S(x;2")} und {s(x;2")} f. &. im Orthogonalitatsintervalle 
gegen dieselbe Grenzfunktion. 
In der Tat! 
Zunachst gilt: 
1 
[ise 2") — s(x; 2"))* dx 
0 


1,2 


={(> (1 - =) o p(x) — Dre, p.(2)) de 


0 i 1 


b J 








(2 Gente) de = S(*S) os (H) et, 


zwischen zwei aufeinanderfolgenden Indizes 2*“ und 2+“ weniger als n* Indizes 
eingeschaltet, wahrend hier, wie dies aus 2°" <2” < 2*"*' hervorgeht, 2" eingeschaltet 
wurden. Dadurch ist auch, da {s(x;2*")} den Ausgangspunkt bildet, eine wesent- 
lich schirfere Voraussetzung erreicht worden. 

**) Ein analoger Satz, jedoch mit der Voraussetzung 3» c? log v, findet sich in 
der unter Anm. 5 zitierten Arbeit von Hobson auf 8. 436. Der Beweis des Hilfs- 
satzes weicht von dem Hobsonschen Beweis darin ab, daB auch hier die Methode, 
die sich auf den Satz von Saks und Rajchman stiitzt (a. a. O. *)) zur Anwen- 
dung kommt. 
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und demzufolge 


(19) 3 fae: 2") — s(x; 2"))*dr< SS (z.) of. 


Die Reihe rechts ist, wie nun gezeigt werden soll, konvergent. Be- 
trachten wir namlich das zweifach-unendliche Schema positiver Zahlen: 


Cy 
+3°(Ne 
+3 (ger Z(G)! -3 (pe 
2 2? 23 23 
+3 (js) f+ > (j) f+ (3) ef -3' (5) ¢ 
> (Fs) r+ (F) a+ 3 (Js) f+ ...+ 
+ SF (5) + 2 () e- 2 (Re) ¢ 
worin die ¥ ‘ab ends a dniaune nie i prmsoresesal 
D(a) e-F (alee B ale 
gt 2 
+ a (s) a+ SF (3) ef, 


und bezeichnen mit z; und s, die i-te Zeilen- bzw. Spaltensumme. Nun _ 
folgt aus der am Anfang dieses Paragraphen gemachten Voraussetzung 


iiber die c,, daB 5+ <c,; a fortiori konvergiert und somit bilden wegen: 
1 


ot 





lim z; = lim » 


i== {=@ 1 


a) = lim 1a t 2? +... +(26)* oh _ 
oy a (28) 
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—_ S(z) f+ Sy (sin) “+ d(2 a) “¢- 


at—144 2t—141 2i-141 
on = Sora) + (aa) +-]es Seer Ga) Ga) +] 
= L+H) +-]est Be. 


sowohl die Zeilen- als Spaltensummen konvergente Reihen. Ferner ergibt 
sich aus (20) sofort die Abschatzung, 


(21) dias t dee. 
1 1 


Es sind hier also simtliche Voraussetzungen des groBen Umordnungs- 
satzes der Reihentheorie erfiillt und daher gilt: 


Dy: 8 = Di2;, 
1 
und wegen (21) 


@ 2" o 


(22) d= 3 (5) sf dre. 


1 


2" 
= 3 
woraus die behauptete Konvergenz von > > (F) c? sofort zu ersehen 
1 1 


ist. Bemerkenswert ist an dieser Abschitzung, daB dabei blo8 von der 


Konvergenz von 5>c; Gebrauch gemacht wird. 
1 
Aus (19) ergibt sich nun in Verbindung mit (22) die Ungleichung 


oo 2 a "ag x 
" n y 2 
Pfowsr—vasirans HE (pest he. 


und hieraus schlieBt man auf dieselbe Art, wie schon wiederholt in I., 
daB die Reihe 


3» (S(x; 2") — s(x; 2"))* 
1 


fast tiberall in (0,1) konvergiert, und infolgedessen gilt in jedem Kon- 
vergenzpunkte 


lim (S$ (x; 2") — s(x; 2"))?=0, 
n=@ 
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also auch 


(23) lim (S (a; 2") — (x; 2"))=0. 


Bedenkt man, daB nach Hilfssatz II die Folge {#(z;2")} bei voraus- 
gesetzter Konvergenz von 5} ¢; (loglogy)* f. ii. konvergiert, so folgt aus 
(28) sofort, daB auch 


lim $ (x; 2") 


existiert, und da8 ferner in fast jedem Punkte des Orthogonalitatsinter- 
valles die Beziehung gilt: 


lim S$ (2; 2") = lim s(x; 2"), 


womit die Behauptung des Hilfssatzes III vollstaéndig bewiesen ist. 


4. Im vorhergehenden ergab sich, daB die Folgen {S(x;2")} und 
{s(x;2")} in allen Punkten einer maBgleichen Teilmenge U des Ortho- 
gonalitétsintervalles konvergieren, sobald (5+ c, (loglogy)* eine endliche 
Summe hat. 


Um von diesem Teilresultat zum Beweise unseres in der Einleitung 
erwahnten Satzes zu gelangen, gehen wir von Betrachtungen aus, die von 
Hobson herriihren, die hier jedoch zweckmaBig abgeandert werden. 


Dabei soll auch jetzt die Konvergenz von 
>> c} (log log )* 
vorausgesetzt werden. 


Ist nun m eine beliebige natiirliche Zahl, dann gibt es offenbar ein q, 
so da8 
2°*<m< 2%", 


Setzt man ferner zur Abkiirzung: 
S(az;n,n’)=S8(a;n’)— S(x;n), 
dann folgt aus: 
| S(x; m, 2°**)| 


__ [m8 (2; 2ett)_ £99.83 (x; 2%) 4+ 8(2; 2%+1)+8(a; 2%+2)+...+8(2; m)}| 
m 





< =| 8(x; 2%, 2**)| 


+ | S(x; 2¢**)—e (a; 2¢4+1)|+...+|8(x; 2¢**)— 8 (x; m)| 
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die Ungleichung **) 
(24) | S(a; m, 2°*")| <|8(x; 2%, 2°*")| 


4 | S (a; 2¢**) — 8 (2; 2+ 1)|+...+|8 (2; 201) — s(x; 2¢*1)| 
x ca = , 








worin die rechte Seite fiir 2*< m<2‘** von m unabhingig ist. 

Bedenkt man nun, daB fiir | S(2;2**') — S(x;2")| =| 8(x;2%,2°**)| 
bereits in § 3 eine Abschitzung gewonnen wurde, so ist es einleuchtend, 
da8 es nunmehr darauf ankommen wird den Bruch in (24) abzuschitzen. 

Durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich leicht, 

(| Sermetty— aces 8e4 1914 18(as26¥)—o(as U4 29] +. +18 (e:90™%) — oar Bt 
Q¢ 





2¢@ 


s set (S (23 2**") — s(z; 2%+k))*, 


k=1 


und wenn man zu Integralen iibergeht | 





x 





1 
(25) 5 ete ts 0 — oer +t 1S — epee NN 


i 


24 
< def (Ste: 2**") — s(x; 2°+ k))*dz. 


Betrachten wir jetzt das Integral 
1 


f (S(2; 2°*") — (2; 2°+k))*dz, 
0 


worin & die Zahlen 1, 2, 3, ..., 2 zu durchlaufen hat, dann ergibt sich durch 
eine einfache Rechnung: 
1 


fise: 2¢**) _ 9(2;2%+ k))*dx 


0 





1 o¢ik satt 2 ei 
(26) = {( (3? (-=3) Crp(z)— >» (1— "Sew (2 )) dx if ( 
wn v=1 ; me oe 19 
v— v— 2 
->: (ax) e+ 2 (i- get 33) Cy. 


Bemerkt man, daB 


y—1\3 y—1\* " 
(1 — a) < (per) fir »>2*+1, 





) A.a. 0. *), 8. 487. 
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und daher ~ 
gett ‘ 2@q+t . 
> (1— ear) c< >» (Fr) c? (fiir k—1,2,3,...,2%), 
w=2%+k+1 v=27+k+1 


so folgt daraus 











: 2¢+k tet a q+ aS att oN 
(27) 2 (Sa) Cy + 2 ('-F)¢ SD} (toa) é 
eqtl 
<> (ex) (fir k=1, 2, 3,..., 2%). 
1 


Somit gilt wegen (26) und (27) 
eqti ” 
fe ; 2¢*") — @(2; 27+ k))® dx <)>? (ser) c, 
(fiir k =1, 2, 3,..., 2°), 
und hieraus erhalt man durch Summieren iiber alle k: 
aq+t 


1 
5) a (S(a; 2°**) — a(2; 2° +4 k))*dx <2" > (sin) @. 
1 § 1 


Dies ergibt schlieBlich in Verbindung mit (25) die Ungleichung: 





i 
: "(| S (x3 294") —8(2;2%+1)|+... 
(28) J('* ‘i 
eqtl 


Betrachten wir jetzt die Reihe 





SLC sale Lane] 


uv 





1 
Sof (Leiestthy —otesats ty) +18 (oi 80")— ofes 8° 8) +n 18 (art )— aCe 8" \ax 
~ Q@ : 
' 9 


dann gilt wegen (28) 





1 
/ * 1S (os t*1)— oes 904 1)1 +--+ 18 (or 9ttt)— afer 8t™) |) 
(29) df ( a2 dx 
é 


eq+l 


<3 5: (se) y 
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und damit ist mit Riicksicht auf die in §3 bewiesene Konvergenz von 
e eq 


D>, b>, (sia) gezeigt, daB die Reihe (29) konvergiert **). 


Daraus schlieBt man, da& 





Sy(eer stems it are ss Lie cS nate 
Ad 
1 


fast iiberall in (0,1) konvergiert, und infolgedessen gilt in jedem Punkte 
einer maBgleichen Teilmenge V des Intervalles (0,1) 
(30) tim ( 18(25 90°) —e (arte Ut n+ 1S) ele BI) 9, 
que Qe 
Wir bilden jetzt den Durchschnitt der Menge V mit der zu Beginn dieses 
Paragraphen definierten Menge U. Es sei W dieser Durchschnitt, dann gilt 
u(W)=1. 


In jedem Punkte z, von W kann man nun zu beliebigem e > 0 ein N, (e) 
derart angeben, daB 





| 8 (232%) — 8(295 2*)| <e, 
sobald q’>q 2 N,(e). 
Ferner gehért x, auch zu V und daher gibt es wegen (30) ein N,(e), 
so dab 
| S (ay; 2¢**) — s(x; 2%+1)|+...+ |S (x; 2%*?)— 8 (x; 2¢*?) | ie 
2¢ ; 





wenn g> N,(e). 
Nun folgt aus der fiir alle z und qg geltenden Ungleichung (24): 
|B (xq; m, 2°**) | <| 8 (x; 2%, 2°**)| 


4 | S (x9; 2¢**) — 8 (x; 2+1)|+...+| 8 (x3 2%**) —8 (x; 2¢**) | 
2¢ , 


| S (x; 2°**) — S(x,;m)| < 2e 
fiir alle g > Max(N,,N,) und alle m, 2°< m < 2". 








@ sti x 
2 
4) Wegen > y (séx) ess » ¢*, ist aus (29) sofort zu ersehen, 
1 i 


daB fiir diese Abschitzung, analog wie bei der Abschitzung der Reihe 
Ss f S252") —0(25 2) dz, 
i 


ao 
die Konvergenz von > ¢* villig hinreichend ist. 
1 











er 
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Da stets die Zerlegung méglich ist: 
S (x; m, m’) = S(x; 2°*?, 2°**) 4+ 8 (2; m, 2°**) — 8 (x; m’, 2**) 


fiir beliebige m und m’, 2°< m < 2***, 2°< m’<2"*", so ergibt sich 
schlieBlich : 


|S (x, m, m’)| <|S(x,; 2***, 2¢**)| 
<e 
+|S(a»; m, 2°**| + |S (a9; m’, 2°**)| <5e 
<2e <2e 
fiir g > Max(N,, N,). 
Somit haben wir den Satz bewiesen: 


Satz I. Ist 3+ c;(loglogy)* konvergent, jerner f(x) eine samt ihrem 
Quadrate integrierbare, in (0,1) definierte Funktion, fiir die 


1 
lim f (f(z) — 8,())*dx=0, 
a-@0 


dann gilt fast tiberall im Orthogonalitatsintervalle 
lim S, (x) = f(z). 





Ist das vorgegebene Orthogonalsystem {g,(x)} ein vollstandiges, 
dann gilt: 


Korollar zu Satz I. Sind die c, die auf Fouriersche Art ge- 
bildeten Koeffizienten einer quadratisch integrierbaren Funktion f(x); 


1 
c, =f f(x) @,(x)dx und konvergiert 
0 
> c} (log logy)’, 
dann gilt f. ii. im Othogonalititsintervalle: 
lim S, (x) = f(z). 





Das Resultat des Satzes I erreicht bei weitem nicht die Schirfe des 
in der Einleitung erwahnten von Fejér-Lebesgue iiber (C1)-Summierbar- 
keit von Fourierreihen. Damit dies der Fall wire, miiBte an Stelle der 
vorausgesetzten Konvergenz von _> c;(loglogy)* bloB diejenige der Reihe 


> c; treten. Dies legt die Frage nahe, ob sich das Resultat des Satzes I 
1 


noch weiter verscharfen laBt. 
In der Konvergenztheorie von Orthogonalreihen gilt bekanntlich ein Satz 
von Rademacher*®), der, wie dies Menchoff**) gezeigt hat, nicht mehr in seiner 


%) Aa, O. %), 


%*) D. Menchoff: ,Sur les séries de fonctions orthogonales“, Fund. Math. 4, 
S. 82—105, insbes. S. 89. 
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Allgemeinheit iiberboten werden kann, wonach bei vorausgesetzter Kon- 
vergenz von >>c}(logy)* die Reihe 3+ 0 (2), die nach Funktionen 
1 


eines vorgegebenen, normierten Orthogonalsystems fortschreitet, f. ii. im 
Orthogonalitatsintervalle konvergiert. 


Dagegen ist die Fourierreihe 3 + >» (a, cosn2z-+b, sinnz) nach 
1 


einem Satze von Plessner*’) schon dann f. ii. in (— 2,2) konvergent, wenn 
DS» (a3 + b2) logn 

eine endliche Summe hat — eine Tatsache, welche es immerhin als méglich 

erscheinen 148t, daB auch in der Summationstheorie die Fourierreihen eine 


Sonderstellung einnehmen, da8 also méglicherweise der Satz I nicht mehr 
verscharft werden kann. 


Ill. Konvergente Teilfolgen der Reihe >> c,¢g, (2). 


5. In den vorhergehenden Paragraphen ergab sich aus der Konvergenz 
einer Teilfolge {s(x;2")}, daB die Reihe 5>c,¢,(zx) f. i. in (0,1) (C1)- 
summierbar ist. 

Umgekehrt kann man, wie dies nun geschehen soll, vom Summierbar- 
keitssatze ausgehend folgenden allgemeinen Konvergenzsatz iiber Teilfolgen 
gewinnen. 

Satz Il. Ist {c,} eine reelle Zahlenfolge und S>c; (log logy)* kon- 
vergent, ferner k, eine Folge ganzer Zahlen, so daf 


po >e>l (ym 1,2,..-)s 


v-1 





dann konvergiert die Folge der Teilsummen: 
a(z;k,), ¢(a;k,), -.-, 8(a;k,), .--» = {8 (2; ky)} 
}. i. im Orthogonalitatsintervalle**). 
Beweis. Betrachten wir zuniachst den Ausdruck 


1 1 k k, 
f(seere) _ 8(x;k,))*dx -{(y (1 _ st) c,p,(z) — >! cp(z)) de 
0 0 1 ad 1 


> i P k, k, 
=J( y = 4.2) dz— >} (‘Pes d (E) 


1”) Plessner, Crelles Journal 155, Heft 1, 8. 15—25. 
18) Vgl. hierzu einen Satz von Kolmogeroff iiber Teilfolgen von Fourierreihen, 
die zu quadratisch integrierbaren Funktionen gehéren, a. a. O. °). 
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und lassen wir darin » die natiirliche Zahlenreihe durchlaufen, dann er- 
halten wir 


ae a i . 
(31) Sf (siesk) — 8(x;k,))*da< >» »* () Cc. 


v=1 9 r=1 (=1 
Hierin ist die rechtsstehende Reihe konvergent. 
In der Tat! Offenbar gilt fiir die n-te Teilsumme 


n ky ky 
S(t) t= DI (t yer S(t i) @+.. + 3b) 
v= t=1 ” t=1 k, ? 
ky, 
Se (prgs—+g)4 


a kn 
+20 (as t pete tpt ted 


ka. +1 bad 


En 
+ Sy. (gatget tpt + De, 





k,+1 2 Enati 
k 
und schlieBlich wegen P —>a>l1 (y—1,2,38,...) 
y—~1 
a 1 1 1 1 1 oe a® 
(atg-te tu)Sltatat- ay 


(fiir jedes » und jedes n) 
und 


k, 


ky 
y SL) 0 <3 = ate (fir alle 7), 


A ky 


woraus die Konvergenz der Reihe » ay (E Ve sofort zu ersehen ist. 


: t=1 


Demnach ist aus zu entnehmen, da8 die Reihe 


31) 
- 1 
d+ (8 (x; k,) — s(x; k,))* dz, 
1 0 
und daher auch die Reihe: 


(S (ax; k,) — (x; k,))* 


“hie 


f. ii. in (0,1) konvergieren. 
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Hieraus schlieBt man endlich, daB in fast jedem Punkte des Inter- 
valles (0,1) die Beziehung gilt: 
(32) lim (8 (x; k,) — (2; k,)) = 0. 


nes 
Damit ist aber unser Satz vollstandig bewiesen, denn unter der ge- 
machten Voraussetzung ist nach Satz I 
Dd” Cy Pr (2) 
f. ii. (C'1)-summierbar, also jede Teilfolge von ersten arithmetischen Mitteln 
{S (zx; k,)} 
f. i. konvergent, und daher sagt (32) nichts anderes aus, als daB die 
Folgen {s(z;k,)} und {S(z;k,)} f. i. im Orthogonalitatsintervalle gegen 
dieselbe Grenzfunktion konvergieren. 

Dies war unsere Behauptung. 

6. Von der Konvergenz von Teilfolgen ausgehend, gelangt man zu 
analogen Satzen iiber Reihen 5» c,g,(z) mit unendlich vielen verschwin- 
denden Gliedern. 

So ergibt sich aus dem Satz II unmittelbar: 

Korollar zu Satz II. Verschwinden in der Reihe >> c, py, (x) simt- 
liche Glieder bis auf die mit den Indizes k,, wo k, dieselbe Bedeutung 
hat wie im Satz II, und ist: 

> c} (log log v)* 
konvergent, dann konvergiert > c, p,(x) f. ii. im Orthogonalitatsintervalle. 

Der Beweis liegt auf der Hand. 

Nach diesem Satze ist etwa, wenn c, folgende Zahlen bedeuten, 

1 
n''*(logn 
die Reihe 5» c,y,(x), die nach Funktionen eines normierten Orthogonal- 
systems fortschreitet, f. ii. im Orthogonalitatsintervalle konvergent. Denn 
offenbar ist in diesem Falle die Reihe 5} c?(loglogy)* konvergent, was 
durch eine einfache Rechnung: 


D>) 63 (log logy)* = >» 


C45 = yare (n = 2, a sonst c¢, = 0, 


2 


(log log 2”) 


= og wy 
1 4 7 1 
= Dnces | Lear 98 —_ Sh LS ek. 
m (log ny?" se) “2 n (log n)*** 


bestatigt werden kann’). 





*) Hingegen ist bei dieser Wahi der c, die Reihe Svc? (logy)* divergent: 
2» ¢} (log v)*= 3p (log 2")* =n 


ee also divergent 
(log n)**2*’ : 


n (log n)**** 
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Es ist iibrigens trivial, da8 iiber die Reihe ‘+c, y,(x) desto schirfere 
Konvergenzsatze gelten, je gréBer ihre Liicken sind, d. h. je mehr Glieder 
der Reihe verschwinden. 


So erhalt man beispielsweise aus der am Ende des § 2 gemachten 
Bemerkung iiber die Folge {s(zx;2*")} das Resultat: 

Verschwinden samtliche Glieder der Reihe S>c, ,(x) bis auf die- 
jenigen mit den Indizes 


9"; (n = 1,2, 3,...) 
und ist 


Sree? ( log log log v)” 


konvergent, dann konvergiert die Reihe 5>c,, (x) f. ii. im Orthogonali- 
titsintervalle. 


— 2 +. # é 2 — f * ? 
IV. Uber die Folge“ o(@)) +2) ale) FFP) 9 (2)) 


m 





6. Unter Zuhilfenahme des Resultates von Satz I laBt sich ein Satz 


beweisen, der in gewisser Hinsicht als dessen Verschirfung angesehen 
werden darf. 


Es ist dies folgender 
Satz III. Ist S>c3(loglogy)* konvergent, ferner f(x) eine in (0,1) 
definierte, quadratisch integrierbare Funktion, so dap 


1 
lim f(f(z) —8,(x))*dx=0, 
n=2 9 


dann konvergiert der Ausdruck 


(f(z) — 8 ())* + (f(t) — 8 (@))* + +++ + (F (2) — 4 (2))* 
n 





}. i. im Orthogonalitatsintervalle gegen Null. 


Der Beweis stiitzt sich im wesentlichen auf die Summierbarkeit der 
Reihe >> c,@,(z) und lat sich in zwei Schritten erledigen. Beim ersten 
Schritt zeigen wir, daB die Teilfolge 


(f(x)—8, (z))* +(f(z)—&% (ar))* +--+ +(f(#) — 89r (x))* 


=1,2,3,... 
2 (r ) 
unter der iiber die c, gemachten Voraussetzung f. ii. gegen Null konver- 
giert. 
In der Tat! Wir setzen zur Abkiirzung: 


S,=S(z;n), s,=ae(z;n), f=f(z), 


Mathematische Annalen. 98, 10 
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worin S(xz;n) und s(x; n) dieselbe Bedeutung haben, wie in den vorher- 


gehenden Paragraphen, und fiihren folgende Rechnung durch: 


fis. — 4) "ae~f | Sete m(e)- > 





3 
(1 —"=) emit dz 





v=k+1 
k n 
- Se Ne+ H-s Yes Hes Se 

Somit gilt 
n k 
- y, ¥ 

[Some anast tt Bw gc SG 4] ie 1+ Se 
n = n 


0 


und fiir n = 2” 





9r 


0 


woraus schlieBlich durch Summieren iiber alle r die Ungleichung hervorgeht: 





5 —s,)° + (Sy — % e) Pitan. + (Syr — 7 )* de 
(38) 


<33(z) e +SEE. 


Hierin ist bekanntlich die erste Reihe rechts 


und ebenso erhailt man durch genau dieselbe Uberlegung, wie dies fiir 


c af a 
>>’ (5) c; in §2 geschah, die Beziehung 
1 v=1 


py Srese Se. 


Dies ergibt in Verbindung mit (33) die Ungleichung: 





9r 


{Se t)*+ (Sym) +--+ (Sy— te)" gp 2< S(t e+ azo 
2 Bg. 
1 


1 
D> [eens +Ge— a+ + (Sy = oe)" dz <3 re +adies 
6 
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woraus zufolge unserer Annahme iiber die c, die Konvergenz der Reihe: 





1 
Dy [Geant + (S,r—8,)" +... + (Syr—sy)® 
9° 
sofort zu ersehen ist. 
Hieraus schlieBt man analog, wie schon wiederholt friiher, daB f. ii. 
in (0,1) die Beziehung gilt: 
(34) lim Geaa s Syne e tSec a 
Betrachten wir nun den Ausdruck 
(f—#,)*+(f—s)* +(f—%)* + -.-+(f—%)* 
2° . 
dann gilt offenbar folgende Ungleichung: 
(f—#,)°+ (f—%)* +... +(f—Sr)* — (Sgr —8,)° + (Syr— 8)° +... + (Ser — er )* 
2? ? 

S| f° — Sar| +2] f — Sgr] | Ser, 
und rechts stehen lauter GréBen, welche infolge der fast iiberall stattfinden- 
den Konvergenz der ersten arithmetischen Mittel S, gegen f(z) in jedem 
Konvergenzpunkte kleiner werden als jedes vorgegebene «> 0, sobald 
nur r hinreichend gro8 wird. 

Daraus folgt nun, unter Beriicksichtigung von (34), daB in fast jedem 


Punkte einer maBgleichen Teilmenge des Intervalles (0,1), die wir mit 
U’ bezeichnen wollen, 

















(35) lim (f— 8)" +(f—%)* +... +(f—sy)* ~ 
ro 9° 


ist. Wir bilden jetzt die Reihe: 








“ua ~ . U 
(36) Dj [Strona Gyre meee te teeta art) gg, 


und berechnen das Integral 
1 





J (Sars — sary)? de (lSkS2"). 
Wegen 
3 2’ +k ert 1 

J Gir — seas) des >’ (az) c; + >’ (1 — ae c; 
: r=1 mi od 2°+k+1 : 

ortl art! 

<> (Fn) c: + id C, 
r=] 2"+1 


(fiir jedes k; 1 Sk < 27), 
10* 
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gilt 
1 
fieeicarent titre greys chitown gg 
or 
0 
grt+i er+l 
ft Tes Be 
$2 rn) Cy + Dd} Cy 
0% 2"+1 
und 
= 1 © (8 \: e grt! . a 
Tf (Sgr tt — 8°41) +... + (Ogrt! — Bart? y 2 Yat 20 
5 te wet an < SHS .( Nat + Stet.” 
1 ; ce 1 
0 


Damit ist gezeigt, daB die Reihe (36) konvergent ist und daraus schlieBt 
man auf iibliche Weise, daB f. ii. in (0, 1): 


+(Syr+2 —8,r+1)* 





, s, =] 2, 
lim (Syr+! — 83" +1) + (Sart? —8s"4¢) +--- 


ea Q° c 


(37) = 0 


ist. 
Nun ergibt sich aus (37) durch eine ahnliche Abschitzung, wie vor- 
her fiir die Teilfolge 
(Sr — 64)" + (Sqr — #5)" +. -- + (Sy — yr)" 
2” ; 
da8 in allen Punkten einer maSgleichen Teilmenge des Orthogonalitits- 
intervalles, etwa V’, die Beziehung gilt 





rT2 i 


(38) lim (£—%"+1)"+ (far 42)" +---+(f—syr+1)* _ 


Es sei nun W’ der Durchschnitt der Menge V’ mit der kurz vorher defi- 
nierten Menge U’, dann ist, wegen u«(U’) = 1, u(V’)=1, w(W’)=1. 

In jedem Punkte X, von W’ kann man nun, wegen (35) und (38), 
zu jedem ¢>0 ein r’ so groB angeben, da fiir jedes r>r’ die Un- 
gleichungen gelten: 





(f—s,)*+ (f—%)*+...+(f—sr)* _ « 
4 gr 7 <7 
(39) : } 
(f—8+3) +---+(f—mr+1)" _ 8 
Qr ——— — ? 


Jetzt sind wir in der Lage, den Beweis unseres Satzes in Kiirze zu Ende 
zu fiihren. In der Tat! Zunachst gilt offenbar fiir ein beliebiges n 
(2"<n<2"*") die Ungleichung: 


*°) Auch hier erweist sich also die Konvergenz von 3» ¢; hinreichend. 
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(f—s,)*+(f—s)*+.. . +(f—8,)* < (f—%)*+(f—4)*+.-.+(f—4")" 
n = 9r 


4 (Pasar) + (fart) +--+ (fart , 
9° 








, 


und die rechte Seite ist von n unabhingig. 
Demzufolge ist, wegen (39), in allen Punkten der Menge W’, fiir 
ein vorgegebenes e¢ > 0, 


fe trek to Pay eg, 





sobald nur n > 2”. 
2 2 = 2 
Damit ist aber die Konvergenz der Folge (f—a) +(f— ) AEE | iS 
nachgewiesen. Es ist nun leicht zu sehen, daB der Summierbarkeitssatz I 
im Satz III enthalten ist. Zunichst ist 
\f—8,|—|Pomt Pom) +. -+ Pom) |< [femal tifmalt-. +1 fs 
Yt ere n | = n ’ 











und daraus erhalt man, durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf 





|f—s\|+\f—%\+.--+|f—s| 
n > 
(f—4,)*+(f—%)*+..-+(f—sa)* 
n , 





AS 





\f—8,[gtoalt-tife| 


woraus unsere Behauptung unmittelbar zu ersehen ist. Bemerkt man 
ferner, da8 bei dem vorstehenden Beweise bloB die (C, 1)-Summierbar- 
keit der Reihe 5>c,,(x) vorausgesetzt wurde, und bei allen Ab- 
schitzungen die Konvergenz von _S>c; hinreichend war, so gelangt man 
zu folgendem Ergebnis: 
Ist 5}; konvergent und 5}c,@,(x) fast iiberall (C, 1)-summier- 
bar, dann konvergiert der Ausdruck 
(f (x) — 8, (x))* + (f(x) — 8, (x))* + ie + (f (#) — 8, (x))* 
- an , 





worin f(z) eine quadratisch integrierbare Funktion bedeutet, fiir welche 
1 
lim S(f(x)— 8,(x))"da= 0 


ist, mit wachsendem n fast iiberall im Orthogonalitatsintervalle gegen Null**). 








*1) Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Rademacher, der die Giite hatte, die 
vorliegende Arbeit zu lesen, und mir manchen wertvollen Rat gab. 


(Eingegangen am 13. 4. 1926.) 
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Nachtrag bei der Korrektur. 


In einer inzwischen erschienenen Arbeit**) hat Menchoff folgenden 
Satz bewiesen: ,Ist _5>c?(loglogy)* konvergent, dann ist die Reihe 
>> ¢,p,(x) f. i. im Orthogonalititsintervalle (C, 5)-summierbar, fiir jedes 
6>0**). Das Resultat dieses Satzes geht wohl iiber dasjenige unseres 
Summierbarkeitssatzes I hinaus. Da aber nach Zygmund™) die (C, 1)- 
Summierbarkeit einer zu einer quadratisch integrierbaren Funktion ge- 
hérenden Orthogonalreihe die (C, 6)-Summierbarkeit derselben nach sich 
zieht, ergibt sich sofort, da8 in dem Summierbarkeitssatze I an Stelle der 
(C, 1)- die (C, 5)-Summierbarkeit treten kann, womit die Aquivalenz beider 
Satze nachgewiesen ist. 

Was die Methode anbelangt, so wire zu bemerken, daB Menchoff 
durchwegs mit Rieszschen Mitteln von der Ordnung 5 > 0 operiert, wo- 
durch sich der Beweis recht umstiandlich und schwierig gestaltet. Hin- 
gegen bildet in der vorliegenden Arbeit der Beweis der Konvergenz einer 
Teilfolge von Teilsummen der Reihe 5>c,y,(z) den Ausgangspunkt, und 
hieraus wird sodann mit Hilfe bekannter Uberlegungen der eigentliche 
Summierbarkeitssatz gefolgert. 


*2) Sur les séries de fonctions orthogonales, Il: Fund. Math. 8 (1926), théor. 6. 

*) Dieses Resultat ist, wie dies in der zitierten Arbeit gleichfalls gezeigt wird, 
das weitestgehende dieser Art und la8t sich nicht weiter verschirfen. 

*) Remarque eur la sommabilité des séries de fonctions orthogonales: Bulletin 
de Académie Polonaise de Sciences et des Lettres, 1926. Dieser Satz lautet: ,Ist 
die Reihe >» c,y, (x) f. ti. in (a,b) nach Poisson summierbar, dann ist sie gleich- 
falls f. i. (C, 6)-summierbar (4 > 0). 


(Eingegangen am 14. 4. 1927.) 














Zum Zentrumproblem. 


Von 


Hubert Cremer in Berlin. 


Die Frage nach dem Verhalten einer analytischen Funktion f(z) in 
der Umgebung eines reguliéren Fixpunktes é: 


f(é)=&; f(z) =F +a, (2 —&) +a,(—€)*4+... 


erregt schon seit langem das Interesse der Mathematiker'). 
Dieses Verhalten 148+ sich in den Fallen 


[f'(€)|<1 und | f*(€)|>1 
leicht beschreiben: Die Schrédersche Funktionalgleichung 
(1) S(f(z)) = f'(é)-S(z) 
besitzt eine in é regulire Lésung 

S =c,(z—§)+c,(z—é)*+... 
mit S’(é)=c,+ 0, d. bh. das Verhalten von f(z) in der Umgebung von é 
kann vom Standpunkt der konformen Geometrie durch das Verhalten der 
Drehstreckung w=a,z in der Umgebung des Nullpunktes vollstindig 


charakterisiert werden*). Insbesondere werden alle Punkte einer passen- 
den Umgebung von é ,angezogen“ bzw. ,,abgestoBen“. 


*) E. Schréder, Math. Annalen 2 (1870), S. 317 und 8 (1871), S. 296; J. Farkas, 
Journal de Mathématiques (3) 10 (1884), S. 101; G. Keenigs, Annales de 1’Ecole 
Normale (3) 1 (1824), Supplément und (3) 2 (1885), 8S. 385; A. Grévy, Annales de 
Ecole Normale (8) 11 (1894), 8. 249; L. Leau, Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse 11 (1897); E. Kasner, Proc. of the Fifth International Congress of Math., Cam- 
bridge, 2 (1912), S. 81—87; A. A. Bennett, Annals of Mathematics 17 (1915), 8. 28; 
G. A. Pfeiffer, Trans. of the American Math. Society 18 (1917), 8. 185—198; G. Julia, 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, (8) 1 (1918), 8. 47—245 und Comptes 
rendus 168 (1919, 1), 8S. 147—149; P. Fatou, Bulletin de la Société Mathématique de 
France 47 (1919), S. 161-271 und 48 (1920), 8S. 33-94, 208-314; P. Fatou, Acta 
mathematica 47 (1926), S. 337—870. 

*) G. Koenigs, Recherches sur les équations fonctionnelles, Annales de |’Ecole 
Normale (3) 1 (1884). 
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Ist f’(é) eine Einheitswurzel, so existiert eine Lésung von (1) mit 
den oben angegebenen Eigenschaften dann und nur dann, wenn eine Ite- 
rierte von f(z) die Identitaét ist*). Ist dies nicht der Fall, so gibt es 
in jeder Umgebung von & sowohl Punkte, die angezogen, als auch solche, 
die abgestoBen werden ‘). 

Uber den interessanten Fall, in welchem é ein irrational indifferenter 
Fixpunkt, d.h. der Multiplikator f’(¢) zwar dem absoluten Betrage nach 
gleich 1, aber keine Einheitswurzel ist, ist nur sehr wenig bekannt. 
Es tritt hier insbesondere die Frage auf, wann die Abbildung w = f(z) 
in der Umgebung von é als Bild einer Drehung aufgefa8t werden kann. 
Darunter soll folgendes verstanden werden: Es gibt eine analytische, in ¢ 
nebst ihrer Umkehrung regulire Funktion S von der Beschaffenheit, da8 
nach Ausfiihrung der Transformationen w’ = S(w), z’ = S(z) in der Um- 
gebung des Nullpunktes w’ = az’ mit |«|=—1 gilt. Es soll sich also eine 
in der Umgebung des Fixpunktes umkehrbar eindeutige, analytische Trans- 
formation S finden lassen, die so beschaffen ist, daB die Beziehung zwischen 
den transformierten Variablen in der Umgebung des Nullpunktes die einer 
einfachen Drehung ist. Das ist gleichbedeutend mit der Forderung, da8 
die Schrédersche Funktionalgleichung (1) eine in der Umgebung von é regu- 
lire Lésung S mit S’(é) +0 besitzen soll’). 

Den Fixpunkt £ nennen wir dann mit Julia ein Zentrum. Den Dreh- 
winkel @ der zugehérigen Drehung heiBen wir den ,,Drehwinkel des 
Zentrums*. Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wird ein irrational 
indifferenter Fixpunkt, der kein Zentrum ist, im folgenden ein _,,Nicht- 
zentrum“ genannt werden. Wir wollen ferner die der Funktion f(z) zu- 
kommenden Eigenschaften auch ihren Zentren bzw. Nichtzentren zuordnen, 
also z. B. ein Zentrum einer rationalen Funktion ein ,,rationales Zentrum“ 
nennen usw. 

Es ist sehr bemerkenswert, daB in dem von uns nunmehr allein be- 
trachteten Falle a™ + 1 (m= 1,2,...), in welchem also der Drehwinkel 
ein irrationales Vielfaches einer ganzen Drehung ist, die formale Ent- 


*) Diesen Ausnahmefall (der iibrigens fiir nichtlineare rationale Funktionen nie 
eintreten kann (vgl. FuGnote **)) hat schon Babbage 1815 behandelt. Vgl. C. Babbage, 
An essay towards the caloulus of functions, Philosophical Transactions of the Roy. 
Soc. London 1815, 8S. 389—423, insbes. 8. 410 usf. Von weiteren Arbeiten iiber die 
Babbagesche Gleichung /,,(z)=z seien hier angefiihrt: O. Rausenberger, Math. Ann. 
18 (1881), S. 379—409, insbes. 8. 384 usf.; L. Leau, Bull. de la Soc. Math. de France 
26 (1898), S. 5—9. 

*) L. Leau, Etude sur les équations fonctionnelles, Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse 11 (1897). Vgl. den Bericht des Verf., Jahresber. d. deutech. 
Math.-Ver. 338, S. 196. ° 
5) Dabei muB dann notwendig f’ (=) = a, = @ sein. 
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wicklung von § in eine Potenzreihe, wie eine leichte Uberlegung zeigt, 
stets méglich ist*), wahrend diese formale Entwicklung im allgemeinen 
versagt, wenn « eine Einheitswurzel ist. 


G. A. Pfeiffer hat bewiesen’), daB es analytische Funktionen f(z) gibt*), 


fiir welche die Funktionalgleichung (1) keine Lésung hat, die formale Ent- 
wicklung von S also divergiert’). 


Julia hat gezeigt *°), da8 ein irrational indifferenter Fixpunkt ¢ dann und 
nur dann ein Zentrum ist, wenn die Folge der Iterierten /,(z), f,(z), ---, 
f(z), ...™) in € normal ist. 


Er hat die Behauptung ausgesprochen**), daB es, abgesehen von dem 
trivialen Falle, in welchem f(z) eine lineare Funktion ist, rationale Zentren 
nicht gibt, d.h. also, daB die Schrédersche Funktionalgleichung (1) fiir 
|e@|==1 und rationales f(z) von mindestens zweitem Grade keine Lésung 
zulaBt. Julia hat fiir diese Behauptung eine Beweisandeutung gegeben***), 


*) Der k-te Koeffizient der formalen Entwicklung 
S(z)=¢,(z—&)+e,(z—§&)*+... 
hat die Form 
= (1: Py (a, @, ... ay) 
k a@k=*(1 —a@)(1—a@*)...(1—a@*=*)’ 
wobei P, eine ganze rationale Funktion der a, a, ... a, ist. 

”) Trans. of Am. Math. Soo. 18 (1917), S. 185—189. 

*) Pfeiffers Beweis ist ein Existenzbeweis, er erméglicht nicht die Konstruktion 
eines Beispiels. Da bei ihm unendlich viele Koeffizienten beschrinkenden Bedingungen 
unterworfen werden, la6t sich ihm die Existenz rationaler Nichtzentren nicht ent- 
nehmen. 

*) Pfeiffer beweist folgenden Satz (loc. cit. S. 189): Let g(x) =A, 2%+A,2°+... 
be any analytic function defined in the vicinity of the origin and such that | A, | =1, 
then there exists an uncountable infinity of analytic functions, f(z) =a, z+ a,2z*+..., 
defined in the vicinity of the origin and such that |a,|=1, af*+1, n=1,2,..., 
and |a,—A,|<6, i=1, 2,-..., where 6 is an arbitrary positive number, for which 
the corresponding formal solutions of the given functional equation are all divergent 
everywhere except for x= 0. 

Damit ist die von Kasner auf dem 5. MathematikerkongreB in Cambridge (1912) 
ausgesprochene Vermutung, da8 (in unserer Ausdrucksweise) alle irrational indifferenten 
Fixpunkte Zentren seien, widerlegt. Vgl. E. Kasner, Conformal Geometry, Proc. of the 
Fifth Int. Congr. of Math. 2, 8. 83. 

) Siehe Journ. de Math. (8) 1 (1918), S. 242. 

™) Wir setzen /,(z)=f (2); f(z) =f (fa-1(#)). 

12) Comptes rendus 168 (1919, I), S. 147—149. 

128) Vgl. loc. cit. 8. 148: ,On peut en effet démontrer que, si ¢ était centre, 
l’équation fonctionnelle g(e'®Z)=R{[y(Z)] (R bedeutet eine rationale Funktion, 
@ eine reelle Zahl. Der Verf.) qui a une solution g(Z) égale & ¢ pour Z=0 et holo- 
morphe autour de Z=0 aurait pour cette solution une fonction méromorphe dans 
tout le plan de Z.“ Aus dieser Behauptung, fiir die jedoch Julia keinen Beweis an- 
gibt, liBt sich die Nichtexistenz rationaler Zentren leicht folgern (vgl. Julia, loc. cit.), 
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die bei genauerer Betrachtung als undurchfiihrbar erscheint und daher von 
Fatou mit Recht nicht anerkannt wird**). 


Die Juliasche Behauptung ist fiir die Theorie der Iteration rationaler 
Funktionen von fundamentalem Interesse. Auf ihr beruht u. a. der merk- 
wiirdige Satz, daB die Grenzfunktionen der Folge der Iterierten stets 
»Stiickweise* (d. h. in jedem Gebiet, in welchem die Folge der Iterierten 
normal ist) konstant sind. 


Der gegenwiirtige Stand des ,,Zentrumproblems*“ stellt sich also folgender- 
maBen dar: 


1. Es ist bewiesen, da8 es analytische Funktionen gibt, welche Nicht- 
zentren besitzen; es ist jedoch kein Verfahren bekannt, das die Konstruktion 
eines Beispiels gestattet. 

2. Es wird vermutet™), daB die irrational indifferenten Fixpunkte 
rationaler Funktionen samtlich Nichtzentren sind; es ist jedoch die Méglich- 
keit, daB sie z.T. oder sogar simtlich Zentren sind, nicht widerlegt. 


Hier soll nun der folgende Satz bewiesen werden: 


Die Menge M der Drehwinkel p, zu welchen nichtlineare rationale 
Zentren nicht gehdéren kénnen, besitzt die Machtigkeit des Kontinuums. 


Teilmengen von I, die die Médchtigkeit des Koniinuums bestizen, 
kénnen bestimmt angegeben werden ***). 


Der obige Satz ist eine Folge des Fundamentalsatzes der Algebra, 
also elementarer als die meisten Sitze iiber Iterationen. Die Nicht- 
existenz nichtlinearer rationaler Zentren Ja8t sich also auch fiir gewisse 
Drehwinkel », die kein rationales Vielfaches einer vollen Drehung sind 


( +72; p,q ganz), mit einfachen Mitteln beweisen. Das Resultat ge- 


wahrt die Alternative: entweder Richtigkeit der Juliaschen Vermutung 
oder Klassifikation der reellen Zahlen vom Zentrumstandpunkt aus, also 
nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten. 


Zunachst beginne ich mit einem Hilfssatz, den ich hier etwas allge- 
meiner formuliere, als zum Beweise an sich nétig ware, weil dadurch das 
Wesentliche besser hervortritt. 


48) Vgl. P. Fatou, Bull. de la Soc. Math. 48 (1920), 8S. 58: »M. Julia a énoncé 
ce fait sans démonstration«. Auch Fatou entscheidet diese Frage nicht; vgl. auch loc. 
cit. 47 (1919), 8. 220. 

%*) Einen Grund fiir diese Vermutung vermag der Verf. vorderhand nicht ein- 
zusehen. 

4) Es sei hier bemerkt, daB durch das nun zu schildernde Verfahren die 
Existenz von Teilmengen von M, die ein positives Lebesguesches MaB besitzen, nicht 
gezeigt wird. 
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Gegeben sei eine Funktion f(n), die jeder natiirlichen Zahl n eine 
positive (aber im iibrigen ganz beliebige) Zahl f(m) zuordnet**). Es gilt 
dann der folgende Satz: 

I. Zu jedem vorgegebenen f(n) lassen sich kontinuterlich viele Zahlen B 
(|8|=1) konstruieren, die der Ungleichung 
(2) |B" —1|<f(m) 
fiir unendlich viele n geniigen. 

Wir wollen fiir den Tatbestand I gelegentlich auch abkiirzend sagen, 
da8 sich die 1 durch f” ,,beliebig kraftig“ approximieren lasse. Es ist 
das eine Eigenschaft, die die Punkte des Einheitskreises vor den anderen 
Punkten voraus haben; 0 und oo lassen sich durch «” zwar auch beliebig, 
aber nicht ,,beliebig kraftig“ approximieren "*). 

Nun zum Beweis! Setze ich 6 =e‘? (qreell), so geniigt es, zu 
zeigen, da8 fiir eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen n,, n,, ,, ... gilt: 


(3) |n,-~ — 2am,| < f(n,) (r= 1,2,...), 


wobei die m, ganze Zahlen sind, die passend gewahlt werden diirfen. 
Unterscheiden sich namlich die Argumente von f" und von 1 mod 22 
um weniger als f(m), so unterscheiden sich £” und 1 selber erst recht 
um weniger als f(n), da die Sehne kleiner ist als der Bogen. 


Nun brauche ich nur z. B. in £ = e*? = e***y den dyadischen Bruch 
¥=9, 11% Ya -+- 


so zu bestimmen, da8 auf jede 1, wenn sie die k-te Stelie hinter dem Komma 
ist, mindestens — log, f(2"),+-3 Nullen folgen. Denn dann ist ersichtlich, 
wenn y,,,, die r-te 1 ist, fiir n. = 2*” und m,=([n,-y] 


-(= k - \ f(n,) 
|n,-¥ — m,|< 2 ht at +9) = 2 *f(n,)< 2x ° 


Die so bestimmten Zahlen besitzen die Miachtigkeit des Kontinuums, 
da die Ungleichungen (3) giiltig bleiben, wenn ich in einer so konstruierten 
Zahl y eine 1 durch eine 0 ersetze, und da insbesondere die Menge der 
Zahlen, die auf diese Weise aus einer irrationalen Zahl entstehen, von 
der Miachtigkeit des Kontinuums ist. 


1+) Es ist iibrigens nur nétig, daB f(m) fiir unendlich viele n positiv ist. Der 
folgende Beweis ist dann etwas abzuindern. 

1*) Z. B. ist die Ungleichung |a"|<2~*' bei festem a offenbar nur fiir end- 
lich viele natiirliche Zahlen n erfiillt. Wire es anders, so lieBe sich iibrigens mittels 
des nun zu schildernden Beweisverfahrens auch folgern, daB es Fixpunkte & mit 
\f'(&)|<1 gabe, die nicht anzichend waren, wahrend bekanntlich (vgl. 8. 151 der 
vorliegenden Arbeit) alle derartigen Fixpunkte anziehend sind. 
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Der im Hilfssatz I enthaltene Tatbestand ist natiirlich bekannt. Er 
liegt z. B. dem bekannten Liouvilleschen Beweis der Existenz transzen- 
denter Zahlen?”) zugrunde. Denn der beruht ja gerade auf der Konstruk- 
tion von Zahlen, die sich durch rationale Briiche ,,zu gut“ approximieren 
lassen. Wahrend aber Liouville von seinen Zahlen z nur verlangt, dab 
die Ungleichung 

2_2|>7-. oder |p —92|>—— 5 
bei beliebigem positiven A und natiirlichem n niemals fiir alle rationalen 


Briiche . erfiillt ist, werden wir an unsere Zahlen § eine sehr viel schar- 


fere Forderung stellen miissen. 

Auch Pfeiffer benutzt unserem Hilfssatz I verwandte Uberlegungen. 
Er erzwingt damit die Divergenz der formalen Entwicklung der Schréder- 
schen Funktion. 

Bevor ich nun. den sehr einfachen Gedanken entwickeln werde, der 
einen leichten Beweis unserer Behauptung gestattet, mu8 ich noch eine 
vorbereitende Betrachtung einschalten. 

Es sei mir eine (beliebige) rationale Funktion mit irrational indiffe- 
rentem Fixpunkt ¢ vorgelegt. Zunachst bringe ich durch eine lineare Trans- 
formation der Funktion und ihres Argumentes**) den Punkt é in den Null- 
punkt, einen seiner von ihm verschielenen Vorgianger erster Ordnung, d. h. 
einen Punkt 7+, in welchem die Funktion den Wert é annimmt (die 
Existenz derartiger Punkte ist stets gesichert, wenn der Grad der Funk- 
tion 1 iibersteigt), in den unendlich fernen Punkt; dann haben wir: 





Bij an PREt tee 


- 0, 6. +0), 
1+b,2+...+b,2 (4, + 2) 


wobei s>r und R’(0) = ist. 
Wie eine leichte Uberlegung zeigt, erhalten wir dann fiir die n-te 
Iterierte**): 
Bret... + Amst 


os nae FS 
Bn 


> 


wobei wieder s,s" >r, und B,” = bf” ist). 
*”) J. Liouville, Journ. de Math. 16 (1851), S. 1883-142. 

**) Das ist erlaubt, da eine solche Transformation die Eigenschaft eines Punktes, 
Zentrum bzw. Nichtzentrum zu sein, offenbar nicht andert. 

1%) Wir setzen R,(z)= R(Riz)),..., Ra (z)= R(Ra_1(2)). 

*) Die einfache Form dieses Koeffizienten, insbesondere seine alleinige Abhangig- 
keit von 6,, ist wesentlich durch die Beziehung s>r bedingt; im allgemeinen (auch 
im Falle s=r) setzt sich dieser Koeffizient in verwickelter Weise aus den Koeffi- 
zienten von &(z) zusammen. 
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Die Gleichung der Fixpunkte der n-ten Iterierten 
R,(z)=2z 
erhalt dani die Form *) 
(4) Bret... pt Ame mrt... + by%2"t*  (¢ <e"+1). 

Wenn nun der Nullpunkt ein Zentrum sein soll, so diirfen sich die 
Fixpunkte der Iterierten in ihm jedenfalls nicht haufen. Das ist bekannt 
und sehr leicht einzusehen. Da namlich die Drehung w= fz und ihre 
Iterierten w, = 6"z wegen $8" +1 keinen von Null und Unendlich ver- 
schiedenen Fixpunkt besitzen, und sich die Fixpunkte also insbesondere 
im Nullpunkt nicht haufen, so haufen sie sich auch nicht in seinem Bilde, 
dem Zentrum. 

Wir werden nun aber zeigen, da8 sich die Fixpunkte der R,(z) bei 
passender Wahl der # im Nullpunkt haufen — der Leser sieht gewi8 schon 
wie —, woraus dann folgt, daB dieser ein Nichtzentrum ist. 

Wir schreiben die Gleichungen (4) in der Form 


(4a) (p* —1)2+...— by" 2"** =O. 
Nach Division durch z**) geht (4a) iiber in: 
(4b) (p* —1) +... — be" 2"" =0. 


Nunmehr wird der Fundamentalsatz der Algebra die Entscheidung 
herbeifiihren. Es wird jetzt benutzt, daB das Produkt aller Wurzeln einer 
normierten algebraischen Gleichung bis auf das Vorzeichen gleich dem 
absoluten Glied der Gleichung ist. Wir haben also in unserem Falle, wenn 
wir mit z, die dem absoluten Betrage nach kleinste Wurzel bezeichnen, 








= yen 1BM—1) 
a eS 

oder Pie 
I< 757°! yp"—1|. 


Wenn ich nun # so wiahlen kann, da8 fiir beliebige positive s zwar 
p"—1+0 (n=1, 2,...) ist, aber 
lim inf **/p"—1 =0 
mtv 
wird, so gilt auch 
lim inf |Z, | = 0, z, +0, 
d. h. die Fixpunkte haufen sich im Nullpunkt. 





*) Da der Grad von R,(z) genau s" ist, sind wirklich alle Lésungen von (4) 
auch Lésungen von R, (z) = z. 

**) An dieser Stelle benutzen wir wesentlich die wichtige Voraussetzung, daB 
R(z) von mindestens zweitem Grade ist. 
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Das kann ich aber in der Tat, da sich die 1 durch £” ,,beliebig 
k raftig* approximieren 148t. Ich brauche ja nur etwa # so zu bestimmen, 
da8 fiir unendlich viele n die Ungleichung : 


|p" — 1 | < a= 
erfiillt ist, was nach Hilfssatz I méglich ist *'”). 


Gerade die Méglichkeit der ,,beliebig kraftigen* Approximation er- 
méglicht eben die erfolgreiche Benutzung einer so ungewdhnlich rohen 
Abschitzung wie der obigen. 

Hiermit ist der auf 8. 154 ausgesprochene Satz bewiesen. Die Menge 
der Drehwinkei g, deren ,,Zentrumfeindschaft* man nunmehr beweisen 
kann, ist, wie man leicht einsieht, nur vom Lebesgueschen MaBe Null *). 
Sie sind iibrigens simtlich entweder rationale ***) oder aber transzendente 
Vielfache einer vollen Drehung, da sie der Liouvilleschen Bedingung 
geniigen **), 

Betrachten wir nun beliebige Zentrumfunktionen. Unter einer 
, Zentrumfunktion“ verstehen wir eine analytische Funktion, die ein Zen- 


%1>) Die Erfiillung der Nebenbedingung 8"— 1 + 0 macht keine Schwierigkeit, da 
die Einheitswurzeln nur in abzihlbarer Menge vorhanden sind. 

*) Man iiberlegt sich unschwer, daB bereits eine Menge von Drehwinkeln ¢, 
die die Ungleichungen 


(A) \an—11<- e>0 oder (B) |ng—[m(n)]|< > K>0 


(C.K bedeuten Konstanten, m(n) passende ganze Zahlen) fiir unendlich viele n 
und feste C, K befriedigen, nur das Lebesguesche MaB Null besitzt. 

Denn die Zahlen gy, die fir ein festes n der Bedingung (B) mit Di y<22 
geniigen, liegen in Intervallen mit den Eckpunkten 


o, +, = Eg ee) = £3 = 22; 
ne’ on n* n ni n® 
und der Gesamtinhalt dieser Intervalle ist 
2K 2K 
V9) Sgr ae 


Das Lebesguesche MaB der Menge ®, aller Zahlen ¢, die fiir irgendein n > N der 
we 
Ungleichung (B) geniigen, ist jedenfalls nicht gréBer als Pye , nimmt also mit 


wachsendem N gegen Null ab. Die gesuchte Menge ® aller Zablen ¢(0S p< 22), 
die fiir unendlich viele » der Ungleichung (B) geniigen, ist nun der Durchschnitt 
aller Ry; das Lebeeguesche MaB von ® ist daher Null. 

**) Fiir rationale Vielfache von 2 Ja8t sich der Beweis bekanntlich sehr leicht 
fibren: Aus SRS” *=az, «™=1 folgt SR, S~* =z oder R,,(z) =< (identisch in z); 
der Grad von &,,(z) ist aber nur dann gleich 1, wenn R(z) vom ersten Grade ist. 

*3) Offen bleibt also u. a. die Frage, ob zu Drehwinkeln, die algebraische (nicht- 
rationale) Vielfache von x sind, rationale Zentren gehéren kénnen. 
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trum besitzt. Insbesondere werden wir, wenn wir hervorheben wollen, 
da8 der Drehwinkel des Zentrums kein rationales Vielfaches einer vollen 
Drehung ist (p +f %;P,q ganz), von einer ,,eigentlichen Zentrum- 
funktion“ sprechen. Kine Funktion, gegen welche eine Teilfolge der Folge 
der Iterierten von f(z) in der Umgebung des Zentrums konvergiert, 
nennen wir zur Abkiirzung im folgenden eine Grenzfunktion von f(z) 
Eine solche Funktion ist wieder eine Zentrumfunktion. ***) 


Eine eigentliche Zentrumfunktion besitzt kontinuierlich viele Grenz- 
funktionen, und zwar gehért zu jedem Drehwinkel eine und nur eine 
Grenzfunktion, die ein Zentrum mit diesem Drehwinkel besitzt.***) Die geo- 
metrische Veranschaulichung dieses Tatbestandes ist leicht. Es sei 


Sf=aS oder SfS"*=—az 


die zu f(z) = az-+a,z*+ ... gehérige Schrédersche Funktionalgleichung **). 
Durch S wird das Innere eines Kreises um den Nullpunkt schlicht auf ein 
Gebiet G abgebildet, das durch f schlicht auf sich abgebildet wird. Ver- 
mége § entspricht den Drehungen w=«z eine Schar von Funktionen, 
die @ schlicht auf sich abbilden und einen gemeinsamen Fixpunkt (und 
zwar ein Zentrum) im Innern von @ besitzen. 


Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt nun sofort: Unter den Grenz- 
funktionen einer beliebigen nichtlinearen eigentlichen Zentrumfunktion gibt 
es mindestens kontinuierlich viele nichtrationale. Wir brauchen diesen Satz 
aber nicht; denn auf direktem Wege kann man leicht ein wesenilich 
scharferes Resultat erhalten; eine einfache Betrachtung zeigt namlich, 
daB die Menge der rationalen Grenzfunktionen einer nichtlinearen Zentrum- 
funktion abzahlbar ist. 

Die folgenden Uberlegungen gestatten zugleich die Ableitung noch 
weiterer Resultate ahnlicher Art. 


Wir setzen 
x 
f(z) = 22", = a. 


Zunichst soll gezeigt werden, daB die Koeffizienten A,” der n-ten 
Iterierten 


f,(2)= Ae" 
v=1 


Polynome in den @" sind mit Koeffizienten, die zwar noch von @ (und 
auBerdem von «,,@,,...) abhangen, aber von nm unabhiangig sind. 


238) Man sel.t das sofort ein, wenn man statt der Iterierten von f(z) die diesen 
vermége (1) eutsprechenden Drehungen betrachtet. 
*) Dax Zeut um sei im fo'genden immer der Nullpunkt. 
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Die Behauptung gilt offenbar fiir k=1, da A\” = P,(a")=— a” ist. 
Ich nehme an, daB sie fiir alle k < m gelte. 
Aus cer Funktionalgleichung 


f(f.(2)) =f, (f(2)) 
oder 


re [ u (m) ny)” ‘ (n) ‘e »)” 
2» | S' A, = | —_ a a Mut | 
v=] Tr | r=1 a=1 


erhalt man durch Gleichsetzung der Koeffizienten von z™*} 
Anyi (a™+? — a) = Q(a"). 


Hierbei ist die rechte Seite ein Polynom in a" mit den verlangten Eigen- 
schaften, da sie eine ganze rationale Funktion der A\”, A”, ..., Ay mit 
von n unabhangigen Koeffizienten ist. 


Also ist (wegen «™ +1) Av’., = P»si(a") ebenfalls ein Polynom in 
«" mit von n unabhingigen Koeffizienten**), womit die Behauptung fiir 


alle k bewiesen ist. 


Ist nun f(z) eine eigentliche Zentrumfunktion, so ist diejenige Grenz- 
funktion, die im Nullpunkt die Ableitung / besitzt, von der Form 


(5) 9(z)=9(e; 8) = Bz + P,(A)z*+ P,(B)2*+..., 
wobei die P,(8) Polynome von # sind®*). 


Ist g(z) rational, so geniigt es einer Gleichung von der Form 


(6) (a,+a,2+...+a,2")g(z)+a,,,+4,,.2+...+¢ 2" = 0. 


nv+? Qnt1 
in der mindestens ein a, von Null verschieden ist. (6) ist eine Identitat 
in z; setzt man (5) in (6) ein, so erhalt man ein System von unendlich 


vielen linearen Gleichungen zwischen den a,, deren Koeffizienten Polynome 
von # sind: 


*) Im Falle «™=1, in welchem dieser Schlu8 versagt, wachsen dagegen die A, 
im allgemeinen mit n iiber alle Grenzen. (Die A*"*” sind Polynome in n bzw 
konstant.) Im Falle am+1 (m=1,2,...) bleibt dagegen jedes A, als Polynom 
in «" unterhalb einer, von m unabhiingigen Schranke C,. Die Schar (5) lit sich 
in diesem Falle formal also immer bilden, wie ja auch die Entwicklung der Schréder- 
schen Funktion formal stets méglich ist. 

%*) Man betrachte eine Folge fn,(z) (i=1,2,...) mit a™%—+ 8; fy,(z) kon- 
vergiert gleichmaBig gegen g(z) in der Umgebung des Zentrums 0; fiir den k-ten 
Koeffizienten B, von g(z) erhalt man also B, = lim P,(a™) = Py (lim a™) = P, (f) 
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Oy Poq (8) + a, Po, (B) +--+ + Sansa Posnss (8) = 9 
Gy Pio (B) 4- a, Pi, (B) + ++ + Ganga Prensa (2) =9 
(7) se . Fao (P) + a Pa (B) Fos F Gants Paanss(B) = 0 


aa Pro(B)+ Pya(B)+ aA + O4441Pasnes(8)~ 


Die Existenz nichttrivialer Lésungen dieses Gleichungssystems ist not- 
wendig und hinreichend fiir die Erfiillbarkeit von (6). (7) besitzt dann und 
nur dann nichttriviale Lésungen, wenn die Unterdeterminanten (2n -+- 2)-ten 
Grades simtlich verschwinden. Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden: 


1. Sémtliche Unterdeterminanten (2n-+-2)-ten Grades verschwinden 
identisch. Dann ist (7) fiir jeden Wert von f lésbar; alle Grenzfunktionen 
sind rationale Funktionen von héchstens n-tem Grade. Dann sind sie 
simtlich linear. Wenn namlich g(z) vom Grade r ist, so ist g,(z) (die 
k-te Iterierte von g(z)) vom Grade r*. Da g,(z) stets auch Grenzfunktion 
von f(z) ist, so gibt es also, falls rationale nichtlineare Grenzfunktionen 
von f(z) existieren, auch solche beliebig hohen Grades. Der Fall 1 liegt 
also nur dann vor, wenn alle g(z) (insbesondere f(z) selbst) linear sind. 
Dann ist g(z; f) = Bz baw. g(z; 8) = LBL (L linear), also im wesent- 
lichen eine Drehung. 

2. Es existiert wenigstens eine nicht identisch verschwindende Unter- 
determinarte D(f) (2n-+-2)-ten Grades. Dann gibt es, da D(£) als Polynom 
von f# nur endlich viele Nullstellen besitzt, héchstens endlich viele 8, zu 
welchen rationale Grenzfunktionen n-ten Grades gehéren, 

Wenn also fiir kein nm der (triviale) Fall 1 eintritt, so ist die Zahl 
der rationalen Grenzfunktionen abziahlbar. 

Es ist also bewiesen: 


Eine nichtlineare Zentrumfunktion**) besitzt héchstens abzdhlbar un- 
endlich viele rationale Grenzfunktionen; unter diesen sind nur endlich viele 
vom gleichen Grade. 


Der vorstehende Beweis ist so gefiihrt worden, daB er sofort weit- 
gehend verallgemeinert werden kann. 


In der Tat kann man genau ebenso z. B. beweisen, daB die Grenz- 
funktionen einer (eigentlichen) Zentrumfunktion f(z) entweder simtlich 


algebraisch oder fast alle (d.h. alle bis auf abzihlbar unendlich viele) 
transzendent sind. 


%) Die Begriffe ,Zentrumfunktion“ und ,Grenzfunktion einer Zentrumfunktion* 
wurden auf Seite 158 und 159 erklart. 
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Ist g(z) algebraisch, so geniigt es einer Gleichung von der Form 
(8) F(n,m; 9,2) = p,9% + P,_19" ' +.--+pR=9, 


wo die p, Polynome in z von héchstens m-tem Grade sind. Notwendig 
und hinreichend fiir die Erfiillbarkeit von (8) ist wiederum die (nicht- 
triviale ) Lésbarkeit eines Systems von unendlich vielen linearen Gleichungen 
zwischen den n-(m-- 1) Koeffizienten der p,, und man folgert genau so wie 
eben, da8 entweder alle oder nur endlich viele g Gleichungen von der 
Form (8) mit festem n und m geniigen. Die obige Behauptung ist da- 
mit bewiesen, da die beachtenswert (d.h. in n oder m) verschiedenen 
F(n,m;g,z) eine abzaihlbare Menge bilden. 


Wahrend die Forderung, da8 alle g(z) rational sein sollen, auf den 
trivialen Fall linearer g(z) fiihrt, ist die Méglichkeit, da8 die g(z) saimt- 
lich algebraisch sind, bekanntlich*’) in nichttrivialer Weise realisierbar; 
denn wenn etwa die Schrédersche Funktion § rational ist, so erklart die 
Schrédersche Funktionalgleichung 


8(f)=«s 


eine algebraische Funktion f, die ein Zentrum mit dem Multiplikator « 
besitzt und deren Grenzfunktionen simtlich algebraisch sind”). 


Man iiberlegt sich unschwer**), da8 im algebraischen Falle (simtliche 
g(z) algebraisch) die rationalen Grenzfunktionen stets linear sind *°). 
Wir haben also das Resultat: 


Die Grenzfunktionen einer Zentrumfunktion**) sind entweder fast alle 
(d. h. alle bis auf abzahlbar viele) transzendent oder sdmilich algebraisch. 


*7) Vgl. Julia, Journ. de Math. (8) 1 (1918), S, 243. 

*) Nichttriviale Zentrumfunktionen, die ein Zentrum mit vorgegebenem Dreh- 
winkel besitzen, kénnen also sehr leicht angegeben werden. Noch ungeliést ist da- 
gegen die Frage, ob es zu jedem vorgegebenen « eine analytische Funktion gibt, die 
einen Fixpunkt & mit f’() =a besitzt, der kein Zentrum ist. 

**) Man beachte wieder, daB die Existenz einer nichtlinearen rationalen Grenz- 
funktion die Existenz rationaler Grenzfunktionen beliebig hohen Grades bedingt, 
wahrend einer Gleichung F'(n,m;g,z)=0 nur rationale Funktionen von héchstens 
m-tem Grade geniigen kénnen. 

*) Ihre Anzabl ist also (vom trivialen Fall abgesehen) endlich. Beispiel: Die 
Funktionalgleichung 

f (z)**24+f (2) =a(z*t44+2) ) (a® +1, m=1, 2,...) 
erklart eine (eigentliche) Zentrumfunktion f(z), die n lineare Grenzfunktionen be- 


sitzt, nimlich diejenigen, welche zu den Drehwinkeln gy, = oe (y= 0,1,...,9—1) 


gehéren. 
**) Vgl. FuBnote *). 
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Im letzteren Falle gibt es keine rationale Grenzfunktion von hoherem als 
erstem Grade. 


Mit der geschilderten Methode kann man leicht noch weitere Sitze 
ahnlicher Art beweisen. So findet man z.B., daB entweder alle Grenz- 
funktionen algebraischen Differentialgleichungen geniigen, oder fast alle 
transzendental-transzendent sind **). 


*) Die Beweise der meisten vorstehenden Behauptungen benutzen nur die 
Eigenschaft der g(z; 8), in der Umgebung von |f|=1 analytisch von # abzuhangen. 
Es sei F'(z,, z,) eine analytische Funktion in z,, z,. Dann ist F'(z,, z,) eine ratio- 
nale Funktion n-ten Grades in z, und z,, wenn es fiir unendlich viele Werte von z,, 
die einen Haufungspunkt im Regularititsbereich besitzen, eine rationale Funktion 
n-ten Grades von z, ist: es ist eine algebraische Funktion in z, und z,, wenn es fiir 
mehr als abzihlbar viele Werte von z, als Funktion von z, algebraisch ist usw. 


(Eingegangen am 17. 6. 1926.) 


11* 











Uber die Grenzfunktionen beschrinkter Folgen von 
analytischen Funktionen. 


Von 


F. Hartogs in Miinchen. 


Wiahrend die Frage nach dem Charakter der Grenzfunktion einer im 
Innern eines zweidimensionalen Gebiets konvergierenden Folge von ge- 
meinsam beschrinkten reguliren analytischen Funktionen f,(z) durch den 
bekannten Satz von Vitali*) vollistindig beantwortet wird, so soll in dieser 
Arbeit hauptsichlich die Grenzfunktion einer langs einer Kurve konver- 
gierenden derartigen Folge naher untersucht werden. Dabei zeigt sich, daB 
zwei wesentlich verschiedene Fille zu unterscheiden sind, je nachdem es 
sich um eine offene oder eine geschlossene Kurve handelt. Ist die Kurve 
nimlich eine geschlossene, so sind, wie bereits bekannt**), die Voraus- 
setzungen der Beschranktheit und der Konvergenz von selbst auch fiir 
das ganze Innere, also wiederum fiir ein zweidimensionales Gebiet, erfiillt 
(selbst dann, wenn die zweite der genannten Voraussetzungen nur fiir 
einen Teil der geschlossenen Kurve gemacht wird), wahrend im anderen 
Falle etwas Derartiges im allgemeinen nicht eintritt. Die beiden Fille 
werden daher im folgenden vdllig getrennt voneinander behandelt werden. 
Auch das Ergebnis der Untersuchung ist in den beiden Fallen ein ganz 
verschiedenes. Im Falle einer offenen Kurve zeigt sich, daB die Grenz- 
funktion keiner anderen Bedingung zu geniigen hat, als derjenigen, die 
fiir eine Grenzfunktion einer Folge von stetigen Funktionen selbstver- 
standlich ist (nimlich daB ihre Unstetigkeiten, falls solche vorhanden, der 
bekannten Einschrankung geniigen miissen). Im Falle einer geschlossenen 
Kurve hingegen unterliegt die Grenzfunktion weit scharferen Einschrankungen; 
das auf diesen Fall beziigliche Hauptergebnis, welches als eine gewisse 


*) Literatur siehe Encykl. d. math. Wiss. II C 4 (Bieberbach) Nr. 58. 
**) Naheres siehe § 2. ( Vorausgesetzt ist dabei selbstredend, daB die /,(z) auch 
noch im ganzen Innern regular seien; vgl. hieriiber FuBnote ‘).) 
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Erganzung zu dem oben erwahnten Vitalischen Satze aufgefaBt werden 
kann, besteht im wesentlichen darin, daB die Werte der Grenzfunktion 
auf der geschlossenen Kurve (bzw. auf demijenigen Teil derselben, fiir 
welchen die Konvergenz der Funktionenfolge vorausgesetzt wurde) sich 
»fast iiberall* stetig an die durch die Folge (nach obigem) im Innern 
dargestellte analytische Funktion anschlieBen miissen. 


§ 1. 
Die Grenzfunktion im Falle einer ungeschlossenen Kurve. 


Es bedeute im folgenden Z eine nicht geschlossene Jordansche Kurve 
in der Ebene der komplexen Verinderlichen z= 2-+i¢y (mit EinschluB 
ihrer beiden Endpunkte). Wenn eine Folge von ganzen rationalen Funk- 
tionen f,(z) (oder auch von analytischen Funktionen f,(z), die fiir jeden 
Punkt von L regulér sind) fiir alle Punkte von L konvorgiert, so gilt 
von der Grenzfunktion g(z), daB sie auf L eine Bairesche Funktion der 
Klasse 0 oder 1 sein muB8 (d. h. beziiglich jeder perfekten Teilmenge von 
L héchstens punktiert unstetig sein kann)*). Hierbei ist in Wahrheit 
von den Eigenschaften der Funktionen f,(z) lediglich die Stetigkeit be- 
nutzt worden. Nichtsdestoweniger ist die angegebene Eigenschaft der 
Funktion ¢(z) fiir diese bereits charakteristisch, d. h. es gilt auch umge- 
kehrt, daB jede Funktion y(z), welche diese Eigenschaft besitzt, auf L 
durch eine Folge von Polynomen dargestellt werden kann'*), Wird iiberdies 
die Funktion g(z) als auf L beschrinkt vorausgesetzt, so existiert eine 
Folge von auf L gemeinsam beschrankten Polynomen, welche daselbst 
gegen ~(z) konvergiert; ist speziell m(z) auf L stetig, so gibt es eine auf 
L gleichmafig konvergierende Folge dieser letzteren Art. 

Der Beweis werde zunichst fiir den Fall gefiihrt, daB L eine (nicht 
geschlossene) analytische Linie ist, dargestellt durch die Gleichungen 


(1) e=oe(t), y=o(t) (t¢ StSt,), 


wo o(t) und o(t) analytische Funktionen von ¢ bedeuten, welche fiir 
t, <t<t, reell und regular sind und der~.. Ableitungen in diesem Interval] 
nicht gleichzeitig verschwinden. 


Durch die Funktion z= o(t)-+¢0(t) wird in diesem Falle ein ge- 
wisser Bereich der ¢-Ebene, der das von t, bis ¢, sich erstreckende Stiick 
der reellen Achse in seinem Innern enthialt, auf einen schlichten, die Linie L 


1) Niaheres siehe Encykl. d. math. Wiss. IT C 9 (Rosenthal) Nr. 53—54. 

18) Verallgemeinerungen auf den Fall, daB an Stelle von ZL Punktmengen all- 
gemeinerer Art treten, siehe in § 6 der demniichst in diesen Annalen erscheinenden 
Arbeit von A. Rosenthal und dem Verf. iiber Funktionenfolgen. 
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in seinem Innern enthaltenden Bereich B der z-Ebene konform abgebildet. 
Setzt man: 


(2) p(z)=—@(o(t)+to(t)) = O(t)— 9, (t)+¢O,(t) (t,St<2,), 


so sind die reellen Funktionen ®,(¢) und ®,(¢) von ¢ fiir 4; <t<t, 
eindeutig definiert und daselbst wieder von der Baireschen Klasse 0 oder 1. 
Jede dieser beiden Funktionen ist daher als Grenzfunktion von stetigen 
reellen Funktionen darstellbar; sei etwa: 

(3) ®, (t) = lim y,(t) (4 5t¢St,), 
wobei im Falle der Beschranktheit von o(z) (|q(z)| < @) offenbar ange- 
nommen werden kann, daB im angegebenen Interval! auch 


(4) —Gsy,(t)sG@ (n= 1, 2,...) 
gelte. 


Jede der stetigen Funktionen y, (¢) kann nun ihrerseits nach WeierstraB 
durch ein Polynom P, (t) gleichmaSig approximiert werden, etwa: 


(5) Iva (t)— Py(t)1S 5 () StS4,). 
Es folgt: 

(6) ®, (t) = lim P, (t) (t StS), 
und da Analoges fiir ®,(t) gilt, so ergibt sich 

(7) P(t) = lim Q, (t) (t StS4,), 


wo die Q, (t) ebenfalls Polynome bedeuten. Kehrt man nunmehr zur Ver- 
anderlichen z zuriick, so erhalt man eine lings LZ giiltige Beziehung: 


(8) p (2) =limg, (2), 


wobei die g,(z) auf Grund der obigen konformen Abbildung Funktionen 
von z bedeuten, welche mindestens im Innern von B regular sind. Be- 
deutet daher B, einen im Innern von B gelegenen Bereich, der LZ noch 
volistandig enihalt, so kénnen nach dem Rungeschen Approximationssatz? ) 
die Funktionen g,(z) in B, durch Polynome f,(z) gleichmaBig approxi- 
miert werden, etwa: 


R 1 
|g, (2) — f, (z) | < n? 
so daB schlieBlich: 
y (2) = lim f, (2) 
n-@ 


*) Acta Math. 6 (1885), S. 245. (S. a. Encykl. d. math. Wiss. II BI (Osgood) 
Nr. 38.) 
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fiir alle Punkte von L. Dabei sind im Falle der Beschranktheit von (z) 
auch die Polynome f(z), wie aus der Herleitung ersichtlich, langs L ge- 
meinsam beschrinkt; ist insbesondere ¢ (z) stetig, so liefert der Weierstrab- 
sche Approximationssatz unmittelbar eine gleichmaBig konvergente Dar- 
stellung von der Form (6) und man erhilt so Polynome /,(z), welche 
auf LZ gleichmaBig gegen p(z) konvergieren. 

Wird L nicht als analytische Linie, sondern bloB als (ungeschlossene) 
Jordansche Kurve vorausgesetzt, so fiihrt folgende modifizierte Methode 
zum Ziel. L werde zu einer geschlossenen Jordanschen Kurve vervoll- 
stindigt und der von letzterer begrenzte Bereich B der z-Ebene auf einen 
Bereich der t-Ebene konform abgebildet, der von einem Stiick t,t, der 
reellen Achse und einem Kreisbogen ty t, begrenzt wird, so zwar, daB der 
Kurve L die Strecke t,t, entspricht. Bei dieser konformen Abbildung 
geht p(z) in eine fiir ¢, << t<t, eindeutig definierte Funktion (t) 
= ®,(t)+¢@,(t) tiber, welche wieder von der Baireschen Klasse 0 oder 
1 ist. Mit dieser letzteren werde genau wie beim obigen Beweis (siehe 
Gleichungen (3) bis (8)) verfahren. Die auf solche Weise sich ergebenden 
Funktionen g,(z) sind dann wieder im Innern von B regulér und in B 
(einschl. Begrenzung) stetig. Nach Untersuchungen des Herrn Walsh*) 
geniigt dies aber schon, um g,(z) in B (einschl. Rand) durch Polynome 
f,,(z) gleichmaBig approximieren zu kénnen, so da8 man schlieBlich ge- 
nau wie oben 

yp (z) = lim #,(z), 
giiltig fiir alle Punkte von L’ erhilt. 


§ 2. 
Die Grenzfunktion im Falle einer geschlossenen Kurve. 


Wird die gemeinsame Beschrinktheit der Polynome f,(z) und die 
Konvergenz der Folge f,(z) lings einer geschlossenen Kurve vorausgesetzt, 
so treten, wie bereits in der Einleitung erwahnt, wesentlich andere Ver- 
haltnisse ein, und zwar liegt der innere Grund darin, daB die genannten 
beiden Voraussetzungen dann von selbst auch im Innern des von der 
geschlossenen Kurve begrenzten Gebiets erfiillt sind‘), Fiir die erste der 


%) J. L. Walsh, Uber die Entwicklung einer analytischen Funktion nach Poly- 
nomen. Math. Annalen 96 (1926), 8. 430. 

*) Dies bleibt jedoch, wenn die Funktionen /, (z) nicht Polynome sind, natiirlich 
nur dann richtig, wenn dieselben in einem die Kurve L enthaltenden einfach zusammen. 
hiingenden Bereich als regular vorausgesetzt werden. Wird hingegen bloB Regularitat 
der f,(z) auf der Kurve selbst vorausgesetzt, so ist die Grenzfunktion wiederum nur 
denselben Bedingungen unterworfen wie in $1. (Vgl. hierzu Walsh, Math. Annalen 96 
(1926), p. 437.) 
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beiden Voraussetzungen, die Beschranktheit der f,(z), ist dies ganz selbst- 
verstindlich, fiir die zweite Voraussetzung, die Konvergenz der Folge (in 
Verbindung mit der ersten) ist es zuerst von Montel®) nachgewiesen 
worden. Es hat sich dann weiterhin gezeigt*), daB dies auch dann noch 
giiltig bleibt, wenn die zweite Voraussetzung bloB beziiglich eines Tezles der 
geschlossenen Kurve gemacht wird. Dieser Sachverhalt mége (unter Hinzu- 
fiigung einer Vervollistandigung, die sich auf den Zusammenhang zwischen 
den Werten der Grenzfunktion im Innern und auf dem Rande bezieht ) 
zunachst in der folgenden Form ausgesprochen und bewiesen werden: 


Der AuBenrand R eines beliebigen Gebietes & enthalte als Bestand- 
teil den Jordanschen Bogen |, und mindestens zwei Punkte A und B 
von | seien (als Randpunktie von G) von innen erreichbar. Wenn dann die 
Polynome’) f(z) (n=1,2,...) in G gemeinsam beschrankt sind und 
langs | ,,fast tiberall“*) gegen 0 konvergieren, so konvergieren sie auch 
in @ gegen 0, und zwar gleichmafig in jedem zu G gehdrigen ab- 
geschlossenen Bereich. 


Beweis. Bezeichnet man das durch R begrenzte (@ enthaltende) 
Gebiet mit @*, so folgt zunichst aus der gemeinsamen Beschranktheit 
der f,(z) mittels bekannter SchluBweise*), daB die f,(z) eine in @* 
normale Funktionenfamilie bilden und somit eine Teilfolge g, (z) (n=1, 2, ...) 
derselben existiert, welche in der Umgebung jedes Punktes von @* gleich- 


5) Montel, Lecgons sur les séries de polynomes & une variable complexe, Paris 
1910, p. 18. ' 

*) Montel, Sur la représentation conforme. Journal de Math. (7) 3 (1917), p. 25 
(wo jedoch gleichmaBige Konvergenz lings des Bogens vorausgesetzt wird). — Ostrowski, 
Auszug aus einem Briefe an Bieberbach, Jahresber. D. M-V. 31 (1922), p.84—85, so- 
wie: Uber die Bedeutung der Jensenschen Formel usw. Acta Univ. Szeged 1 (1923), 
p. 80. — Khintchine, Sur les suites de fonctions analytiques, Fund. Math. 4 (1923), p. 72. 
— F. Riesz, Sur les suites de fonctions analytiques, Acta Univ. Szeged 1 (1923), p. 88. 
(Diese Arbeiten enthalten z.T. noch weitere Verallgemeinerungen. ) 

*) Der Satz behilt seine Giiltigkeit unverindert bei, wenn die f,(z) analytische 
Funktionen bedeuten, welche in @ eindeutig und regular sowie in (G+) stetig sind. 
(Der Beweis bleibt bis auf geringfiigige, nur den Fall eines mehrfach hingen- 
den Gebietes @ betreffende Abainderungen giiltig. ) 

*) D. h. fiir alle Punkte von / mit eventueller Ausnahme einer Menge vom 
Lebesgueschen Ma8 0. (Ist der Jordansche Bogen / nicht rektifizierbar, so 14Bt sich 
der Begriff der Nullmenge mit Hilfe von konformen Abbildungen definieren. ) 

*) Sind z,,z,,... Punkte von G, welche eine zu @ gehdérige Hiufungsstelle be- 
sitzen, so existiert zunichst eine Teilfolge der f,(z), welche in z, konvergiert, sodann 
eine Teilfolge dieser letzteren, welche auch in z, konvergiert, usf. Behailt man bei der 
Bildung der -ten Teilfolge jedesmal die n ersten Elemente der vorhergehenden bei, 
so entsteht schlieBlich eine Teilfolge, die in simtlichen z, konvergiert und infolge- 
dessen nach dem Vitalischen Satze in der Umgebung jedes Punktes von G* gleich- 
maBig konvergiert. 
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maBig konvergiert. Wird nun noch gezeigt, daB in G* durchweg lim g, (2) =0 
ist, so ist damit alles bewiesen; denn gabe es einen Punkt z =z, von @*, 
in welchem die f,(z) nicht gegen 0 konvergieren, so miiBte eine gewisse 
Teilfolge t existieren, welche fiir z=, einen von 0 verschiedenen Grenz- 
wert besitzt, andererseits aber, indem man das Vorangehende auf t an- 
wendet, t eine gewisse Teilfolge enthalten, welche in G* gegen 0 kon- 
vergiert. Die GleichmaBigkeit der Konvergenz folgt sodann unmittelbar 
aus dem Vitalischen Satz. 

Um nun den noch fehlenden Nachweis zu fiihren, werde ein beliebiger 
innerer Punkt C von © mit A und B durch zwei in @&* verlaufende 
Jordansche Kurven verbunden, welche auBer C keinen Punkt gemein haben. 
Der von den drei Jordanschen Kurven AB, BC, CA begrenzte Bereich 
werde konform auf eine Kreisfliche ® der t-Ebene abgebildet, wobei dem 
Bogen AB der Kreisbogen A’B’ = entsprechen mége. Die Polynome 
g,,(2) gehen dabei in Funktionen y,(t) tiber, welche im Innern von & 
regular und in & einschlieBlich Begrenzung stetig sind, und die Folge der 
y,(t) konvergiert im Innern von § gegen eine daselbst regulire Grenz- 
funktion d(t). 

Werden A’ und B’ durch einen in & verlaufenden Streckenzug s 
miteinander verbunden, so ist, wenn ¢, einen beliebigen, auBerhalb des 
von 4 und s begrenzten Bereiches T gelegenen Punkt bezeichnet: 

yn(t)adt 


—< 0 (m= 1,2,...). 


(3) 
Nach dem Lebesgueschen Grenzwertsatz*®) ergibt sich hieraus, da 7, (t) 
langs 4 fast iiberall gegen 0 konvergiert: 


O(t)dt 
f ~~ 
Da aber letzteres Integral, solange ¢, abseits der Linie s bleibt, eine 
regulare analytische Funktion von ¢, ist**), so behalt diese Gleichung auch 
noch fiir jeden nicht auf s gelegenen Punkt ¢, ihre Giiltigkeit. 


La8t man an Stelle von s einen anderen, A’ mit B’ verbindenden 
Streckenzug s’ treten, welcher dieselben Endstrecken hat wie s, so gilt 


10) Lebesgue, Lecons sur |’intégration etc., Paris 1904, p.114. Vgl.a. Encykl. IC 9 
(Rosenthal) Nr. 37. 

11) Dies ist, da 6(¢) im Innern von & regulir, zunichst sicher richtig, wenn von 
8 zwei beliebig kleine Endstiicke A’ A” und B’B” fortgelassen werden. LaBt man 
sodann A” gegen A’ und B” gegen B’ konvergieren, so konvergiert infolge der Be- 
schranktheit von 5(¢) das Integral in bezug auf ¢, gleichmaBig gegen das im Text 
betrachtete. 
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fiir diesen dieselbe Beziehung und infolgedessen verschwindet das Integral 
auch dann, wenn es iiber den Rand des von s und s’ eingeschlossenen 
Gebiets © erstreckt wird, wobei es freisteht, fiir ¢, einen beliebigen Punkt 
von © zu wihlen. Die analytische Funktion 45(t) ist also identisch null. 


Als Folgerung aus dem obigen Satze ergibt sich, daB derselbe seine 
Giiltigkeit beibehalt, wenn darin die Worte ,,gegen 0“ beide Male gestrichen 
werden, sowie ferner, daB, wenn in diesem Falle die Grenzfunktion mit 
@(z) bezeichnet wird, die Werte von ~(z) in G durch diejenigen lings | 
vollstandig bestimmt sind **). 

Wiirde namlich unter den angedeuteten Voraussetzungen die Folge 
der f,(z) in einem Punkte z=z, von @ nicht konvergieren, so wiirden 
zwei Teilfolgen existieren, welche fiir z =z, verschiedene Grenzwerte be- 
sitzen. Die aus diesen durch gliedweise Subtraktion entstehende Funk- 
tionenfolge wiirde dann sofort einen Widerspruch gegen den vorigen Satz 
ergeben. 

Insbesondere geht daraus hervor, daB, wenn ¢(z) lings | (oder auch 
nur fast iiberall lings 7) mit einer in (@*-+-7) reguliren analytischen 
Funktion F(z) iibereinstimmt, auch in G durchweg y(z)= F(z) gelten muf. 


§ 3. 
Fortsetzung. 


Da8 die Grenzfunktion im Falle einer geschlossenen Kurve L (oder 
auch wenn L zwar ungeschlossen ist, aber der Begrenzung eines Gebietes 
angehért, in welchem die f,(z) noch gemeinsam beschrinkt sind) viel 
weitergehenden Einschrinkungen unterliegt als in dem in § 1 behandelten 
Falle, ist aus dem Bisherigen ohne weiteres ersichtlich, da ja durch die 
Werte der Grenzfunktion g(z) lings eines beliebigen Bogens von L die 
Werte derselben auch im Innern vollstandig bestimmt sind, also die Werte 
lings zweier beliebig kleiner Bestandteile von L nicht voneinander un- 
abhangig sein kénnen. 

Der Bereich sei zunachst als kreisférmig vorausgesetzt mit dem Null- 
punkt O als Mittelpunkt. Die Polynome **) f, (z) seien fiir die Kreisfliche & 
gemeinsam beschrinkt und die Folge der f(z) konvergiere fast iiberall 








'%) Bedeutet speziell J die volle (als rektifizierbar vorausgesetzte) Begrenzung von 
@, so ergeben sich, wie wiederum aus dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt, die 
Funktionswerte g(z) in @ aus denen lings ¢ mittels der Cauchyschen Integralformel. 
(Vgl. Montel, a. a. 0. °)). 

*%) An Stelle der Polynome kénnen auch beliebige analytische Funktionen treten, 
welche im Kreisinnern & regulir und in (+) stetig sind. 
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auf dem Bogen 4= AB dieses Kreises; die Grenzfunktion auf 2 werde, 
soweit sie existiert, mit y(z) bezeichnet. Nach § 2 konvergiert dann die 
Folge auch im ganzen Innern von & und stellt eine daselbst regulire und 
beschrinkte analytische Funktion g(z) dar. Nach einem Satze von 
Fatou™*) mu8 dann g(z) auch bei der Annaherung an alle Peripherie- 
punkte héchstens mit Ausnahme der Punkte einer Nullmenge stetig bleiben, 
vorausgesetzt, daB die Annaherung jeweils innerhalb eines in & gelegenen 
Dreiecks geschieht. Die in diesem Sinne zu verstehenden Randwerte der 
Funktion g(z) auf 4 sollen im folgenden, soweit sie existieren, ebenfalls 
noch mit g(z) bezeichnet werden. 

Verbindet man A mit B durch einen innerhalb & verlaufenden Kreis- 
bogen m, so ist 


f f,(2)de= J t,(z) dz, 


und daher existiert nach dem oben erwahnten Lebesgueschen Grenzwert- 
satz infolge der gemeinsamen Beschrinktheit der f(z) auch: 


fv(z)de=Jo(2)dz, 


wobei es der Giiltigkeit dieses Schlusses keinen Eintrag tut, daB y(z) fiir 
die Punkte einer Nullmenge des Bogens 4 eventuell nicht definiert ist. 

Wendet man nun nochmals denselben Grenzwertsatz an, indem man 
den Kreisbogen « dem Kreisbogen 4 sich unbegrenzt nahern **) lat, so folgt: 


f v(z)de= J o(z)dz, 


wo auch p(z) auf 4 evtl. nur bis auf die Punkte einer Nullmenge definiert 
ist. Da dies Ergebnis selbstverstindlich auch fiir jeden Teilbogen von 4 
gilt, so folgt nach einem weiteren Lebesgueschen Satze**), daB g(z) und 
y(z) auf 4 bis auf die Punkte einer Nullmenge*’) iibereinstimmen miissen. 

Das so gewonnene Resultat laBt sich nun wieder mit Hilfe einer 
konformen Abbildung auf den Fall ausdehnen, in welchem an Stelle eines 
Kreises ein von einer Jordanschen Kurve begrenztes Gebiet tritt und die 





4) Literatur s. Encykl. d. math. Wiss. II C 4 (Bieberbach) Nr. 25. 

15) Wenn, wie angenommen werden kann, O innerhalb des Kreises « und auBer- 
halb des von den Bogen A und yu gebildeten Zweiecks liegt, so kann man bei der Be- 
wegung des Bogens « jeden Punkt P desselben lings des Strahles OP gleiten lassen. 


‘ Als Integrationsvariable denke man sich dann, um den Lebesgueschen Satz unmittelbar 


anwenden zu kénnen, etwa die Amplitude des Strahles O P gewahit. 

18) Siehe z. B. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen (Leipzig und 
Berlin 1918), 8. 546. 

17) Auch wenn g(z) und wy (z) beice fiir alle Punkte von 4 definiert sind, braucht 
die Ubereinstimmung keineswegs fiir alle Punkte von / stattzufinden (vgl. § 4). 
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Konvergenz der Funktionenfolge fiir einen beliebigen Teilbogen dieser 
letzteren vorausgesetzt wird. Das Ergebnis kann alsdann in der folgenden 
Form ausgesprochen werden: 

Das Gebiet G werde von einer Jordanschen Kurve begrenzt und | sei 
ein beliebiger Bogen dieser letzteren. Wenn dann die Polynome**) f,,(z) 
in G gemeinsam beschrankt sind und die aus ihnen gebildete Folge langs | 
fast iiberall und daher nach § 2 innerhalb G durchweg konvergiert, so sind 
nicht nur die Werte der (in & reguldren) Grenzfunktion durch diejenigen 
auf | (oder auch auf einem beliebigen Teilbogen von 1) vollstandig be- 
stimmt, sondern es gilt auch umgekehrt, daB sich die Werte der Grenz- 
funktion auf dem Bogen | fast iiberall**) stetig®®) an die zu den Innen- 
punkten von & gehdrigen Funktionswerte anschlieBen. 


§ 4. 
Nachweis fiir das Vorkommen von Unstetigkeiten am Rande. 
UngleichmaSige Konvergenz und Divergenz lings des Randes. 


Es soll nunmehr durch Beispiele der Nachweis gefiihrt werden, daB 
selbst dann, wenn die im Innern von @ regulare Grenzfunktion g(z) bei 
der Annaherung an den Bogen / der Randkurve stetig oder sogar regular 
bleibt, die Werte der Grenzfunktion auf / selbst (welche wie im vorigen 
Paragraphen wieder mit y(z) bezeichnet werden mégen) keineswegs durch- 
weg mit denen von g(z) tibereinzustimmen brauchen, da8 vielmehr Un- 
stetigkeiten, wie sie durch den Ausspruch des vorigen Satzes zugelassen 
werden, selbst in den eben genannten Fallen tatsichlich vorkommen kénnen. 
Dabei wird das Gebiet @ stets kreisférmig und ¢(z) stets identisch gleich 
null angenommen werden. Die beiden letzten Beirpiele beziehen sich auf 
die Méglichkeit der Divergenz bzw. der ungleichmaBigen Konvergenz lings 
des Randes. 


1. w(z)=0 auBer fiir eine endliche Anzahl von Punkten. 

Um den Punkt z=1 werde ein Kreis K mit dem Radius }0, be- 
schrieben und dasjenige Stiick des EKinheitskreises, welches auBerhalb K 
liegt, (einschlieBlich Begrenzung) mit B bezeichnet. Nach dem Rungeschen 


Satz") iiber die gleichzeitige Approximation zweier zu getrennten Be- 


18) An Stelle der Polynome kénnen auch beliebige analytische Funktionen treten, 
welche in @ regulir und in (G+ 1) stetig sind. 

%) Siehe die FuBnoten *) und *”). 

™) In dem auf Seite 171 niher angegebenen Sinne, wobei evtl. noch die Ein- 
wirkung der konformen Abbildung zu beriicksichtigen ist. 

*) Runge, Acta Math. 6 (1884), S. 245; s. a. Encykl. d. Math. Wiss. II C 4 
(Bieberbach) Nr. 57. 
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reichen gehériger analytischer Funktionen durch Polynome kann man zu 

einer gegebenen positiven Zahl ¢, ein Polynom f(z) bilden, derart, daB 
\f(z)|<e, in B und |f(z)—2|Se, fir 2=—1. 

Sei e*@ diejenige Stelle (bzw. eine derjenigen Stellen) des Einheitskreises, 

an der |f(z)| seinen Maximalwert annimmt; dieselbe ist (sofern e, < 1) 

innerhalb K gelegen. 

Die ganze rationale Funktion ; 

f (ez) 
fal) = "(ey 
hat alsdann folgende drei Eigenschaften: 

a) |f,(z)|<1 im ganzen Einheitskreis, 

b) f,(1) =1, 

c) |f,(z)|Se,, wenn gleichzeitig |z| <1, |z—1|S0,. 

Bedeuten nun 9, und ¢, (n=1,2,...) zwei beliebige, gegen 0 kon- 
vergierende positive Zahlenfolgen, so bilden die den Zahlenpaaren (o,, «, ) 
in der angegebenen Weise entsprechenden Polynome f(z) eine Folge, 
welche im Einheitskreis beschrinkt ist, fiir z= 1 den Grenzwert 1, fiir 
jede andere Stelle des Einheitskreises (einschlieBlich Peripherie) den Grenz- 
wert 0 besitzt. 

Natiirlich ist es hiernach auch leicht, Funktionenfolgen herzustellen, 
deren Grenzfunktion eine endliche Anzahl von Unstetigkeitspunkten auf der 
Peripherie, z. B. an den Stellen e**, e*,... besitzen; es geniigt hierzu 


9, (2) = f,(e~**2) + f,(e-F42) +... 


zu bilden. 


2. w(z)=0 auBer fiir die Punkte einer reduziblen Menge. 


Die Punkte einer beliebigen, auf dem Kreise |z| = 1 gelegenen redu- 
ziblen Menge Yt (d.h. einer Menge, deren Ableitung abzihlbar ist) seien 
mit ¢,,¢,,..., diejenigen Haufungspunkte von IM, die nicht selbst zu M 
gehéren (sofern solche vorhanden) mit e,,¢,,... bezeichnet. 

Um f,,(z) zu bilden, werde um jeden der Punkte e,, (m =1, 2,..., n) 
ein Kreis K,,,, beschrieben, dessen Radius < = ist, und zwar derart, daB 
die n Kreisflaichen getrennt liegen und keinen der n Punkte ¢,, ¢,,..., ¢, 
(soweit diese existieren) enthalten. Zu jedem dieser Kreise K, kann 
man (iabnlich wie beim 1. Beispiel) ein Polynom f,,,(z) konstruieren, 
welches folgende drei Eigenschaften besitzt: 

@) |fmn(#)| $1 fir |z| <1, 

b) fan (m) =1, 

C) |fan(2)| Se, im Einheitskreis mit Ausschlu8 der Kreisflache K, ,, 
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3 


wobei ¢, < = 


gewahlt sei, und es werde alsdann gesetzt: 


(A) f, (2) = fin (2) + fe.n(2) +--- +h, 9 (2)- 


Die Polynome f,,(z) sind im Einheitskreise gemeinsam beschrankt, da 
jeder Punkt des Einheitskreises héchstens einem der 7 Kreise K,,,, K,,,,---; 
angehért, so daB sich |f,(z)| <1+(n—1)e, <2 ergibt. Ist z, ein Punkt 
im Innern des Einheitskreises oder auch ein nicht zu I gehériger Punkt 
der Periphberie, so gehért er, falls nur m hinreichend groB gewahlt wird, 
keinem der n Kreise K,,,..., K,,, an und man hat daher fiir solche 


Werte von 2: 
| f, (20) | < n-eé,, < 


1 
n 
und somit lim /,(z,)=0. Endlich hat, wenn f,(e,,) (x >m) gebildet 
wird, in der Gleichung (A) einer der » Summanden den Wert 1, wahrend 


der absolute Betrag jedes der iibrigen kleiner als + ist, so daB sich 
lim f,,(¢,,) = 1 ergibt. 


3. y(z)=0 auBSer fiir die Punkte einer beliebigen abzahlbaren 
Menge. 


Hier ist es nicht mehr allgemein méglich, die Polynome so zu bilden, 
daB die Grenzfunktion fiir die Punkte der gegebenen Menge Yt einen 
konstanten, von 0 verschiedenen Wert besitze. Denn wenn z. B. Mt auf 
dem Kreise |z|=1 iiberall dicht ist, so wiirde im angegebenen Falle 
jeder Punkt dieses Kreises ein Unstetigkeitspunkt fiir y(z) sein, was un- 
méglich ist, da ja y(z) Grenzfunktion einer einfach unendlichen Folge von 
stetigen Funktionen sein soll. 


Sind ¢,, ¢,,... die Punkte der gegebenen Menge It, so verfahre man, 
um /,(z) zu bilden, genau wie beim vorigen Beispiel (unter Fortlassung 
aller auf die Punkte e,, ¢,,... beziiglichen Bemerkungen), lasse jedoch an 
die Stelle der Gleichung (A) hier die folgende treten: 


(B) fa (2) = 5 fan 2) + 3 fan(2) +--+ +s fanl2): 


DaB diese Polynome fiir |z| <1 gemeinsam beschrankt sind (| f,,(z)| <1), 
ist hier ohne weiteres ersichtlich. Da8 ferner fiir jeden im Innern des Ein- 
heitskreises gelegenen Punkt z die Folge gegen null konvergiert, ergibt 
sich ebenso wie beim vorigen Beispiel. Ist z, ein nicht zu M gehériger 
Punkt der Peripherie, und legt man m einen bestimmten ganzzahligen 
Wert bei, so gehért z,, sobald nur n hinlanglich groB gewahlt wird, 








g 


— 


3) 
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keinem der m Kreise K,,,, K,,,,---, K,,, a0 und man hat daher fiir solche 
Werte von n: 


Imai S$tS+. tht gat ti<atd, 





woraus, da m beliebig groB gewahit werden kozute, lim f,(z,)=0. End- 
lich hat, wenn f,(e,,) (n ? m) gebildet wird, in der Gleichung (B) der 


m-te Summand den Wert 5 = wahrend die Summe der absoluten Betrage 


der iibrigen kleiner ist es e,, 80 daB sich hred fa (Cm) = a ergibt. 


4. w(z)=0 auBer fiir die Punkte einer perfekten Menge vom 
MaB null. 


Eine perfekte Punktmenge St auf der Peripherie des Einheitskreises 
werde definiert als Gesamtheit derjenigen Punkte der Peripherie, weiche 
keinem der Bogen f,, f,,... (exkl. Endpunkte) angehéren. Dabei werde 
8, beliebig angenommen, wahrend die Bestimmung der iibrigen Kreisbégen 
sich aus dem nachstehenden Verfahren ergeben_ wird. 

Es bedeute, ahnlich wie beim ersten Beispiel, P(z)=P,..(z) ein 
Polynom von z, welches die drei Eigenschaften: 

|P(z)|<1 fir |z|<1, 
P(1) =1, 
|P(z)|<e, wenn gleichzeitig [z/<1, |z—1/fSe, 


besitzt. Der Kreis |z—1|<o werde auch als der zugehdrige ,, Ausnahms- 
kreis“ bezeichnet. Es existiert dann, und zwar im Innern dieses letzteren, 
ein gewisser Bogen des Einheitskreises mit dem Mittelpunkt z= 1, fiir 
dessen Punkte durchweg | P(z)—1|<e gilt; dieser Bogen werde kurz als 
der zugehérige ,,Hauptbogen“ bezeichnet. 

Um die Endpunkte e,, e{ des beliebig gewahlten Bogens f, werde je 
ein Kreis mit dem Radius r beschrieben, und zwar r so klein gewahlt, 
daB die Kreisflachen einander nicht treffen. Sei dann: 

f,(z)=P., (Z)+ + P.s(q): es & i ee o', 
Von den zu den beiden letzteren Funktionen ge- 
hérigen Hauptbégen mit den Mittelpunkten e,, e; 
seien die auBerhalb f, gelegenen Hialften mit 
€, €,, €;@, bezeichnet; der (auBerhalb £, gelegene) 
Bogen e, ¢, heiBe £,. - ‘4 

Nunmehr wird um die Endpunkte der bei- 6s 

den Bégen £,,f, je ein Kreis mit dem Ra- ” 
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dius s beschrieben, und zwar s so klein gewahlt, da die Kreisflichen 
einander nicht treffen. Sei dann: 

f, (2) = Ps (=) +P,. (5) +P, (z -) +P, + (5). 
Von den zn diesen vier Funktionen gehérigen Hauptbégen mit den Mittel- 
punkten ¢,, ¢{, €,, €, seien die auBerhalb £, bzw. 8, gelegenen Halften der 
Reihe nach mit ¢,¢{, e[¢,, €,¢,, €¢, bezeichnet; hierdurch werden die 
(auBerhalb f, und f, gelegenen) Bogen f,= e, e; und ;, = e, e; definiert. 

Um die Endpunkte der vier Bégen f,... 8, werden sodann wieder 
Kreise mit einem und demselben Radius ¢ beschrieben, derart daB die 
acht Kreisflachen einander nicht treffen, sodann 

fy(2) = Fs (z)+P,. (S)+--+P2(Z (=) 
gesetzt und in dieser Weise fortgefahren. 

Die so gebildeten Funktionen f,(z) (n= 1,2,...) sind fiir |z| <1 
gemeinsam beschrinkt. Denn ist |z,|<1, so kann, da die Ausnahms- 
kreise der acht in f,(z) vorkommenden Funktionen P einander nicht 
treffen, z, a einem derselben angehéren, und es ergibt sich 


fy (2) | S1+7-g <2; ebenso allgemein | f, (2, ) v4ee. —_ ry 


Ist {2z,|< ‘ay so gehért, falls n hinreichend groB, ry pies der 


Ausnahmskreise der in f(z) vorkommenden Funktionen P an, also 
If, (2)! < 2".=. = (5) und somit lim f,(z.)=0. 

Ist z, ein nicht zu It gehériger Punkt der Peripherie, also innerer Punkt 
eines der Bogen £,, £,,..., 80 kann z,, da die Mittelpunkte der Ausnahms- 
kreise mit den Endpunkten der Bégen £, identisch sind und die Radien derselben 
mit wachsendem n beliebig klein werden, keinem der Ausnahmskreise der 
in f,(z) vorkommenden Funktionen P angehéren, sofern nur n hinreichend 
groB gewahlt wird, und man hat daher wie im vorigen Fall lim /, (z,) = 0. 

Ist z, ein beliebiger Punkt von MJ, so gehért z, jedenfalls keinem 
der vier Bégen f,... 8, (exkl. Endpunkte), daher notwendig einem der 
vier Restbégen e,¢{, e[¢,, @¢,, €,¢,, also einem (und nur einem) der 
Hauptbégen der vier in f,(z) vorkommenden Funktionen Pan. Daher hat 
fiir z = z, eine dieser vier Funktionen einen Wert, der sich von 1 um weniger 
als ;; unterscheidet, wahrend (da die vier Ausnahmskreise getrennt liegen) 
die Absolutwerte der iibrigen drei Funktionen héchstens 3, betragen, also: 


_ 
lfa(%) —1| Sigtig=a- 


Ebenso gilt allgemein: 
1 , 2°-1 
|fa(#%) —1| S55 + =( 


" 


2) 





— 
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und daher: 
lim f,, (z) = 1. 


5. Divergenz auf dem Rande oder auf einem Teile desselben. 


Wahrend bei den bisher besprochenen Beispielen die Funktionenfolge 
lings der ganzen Peripherie noch konvergiert, so kann man, und zwar 
unter Benutzung der bisherigen Hilfsmittel, jedes dieser Beispiele so ab- 
andern, daB fiir vorgeschriebene Teile der Peripherie Divergenz eintritt. 
Zu diesem Zwecke geniigt es offenbar, eine Folge von gemeinsam be- 
schrinkten Polynomen herzustellen, welche im ganzen Innern des Einheits- 
kreises und iiberdies fiir einen vorgeschriebenen Bogen / der Peripherie 
‘gegen 0 konvergiert, auf dem zu / komplementiren Bogen 4 der Peripherie 
hingegen divergiert. 

Es seien ¢, und 9, (n=1,2,...) zwei gegen null konvergierende 
positive Zahlenfolgen und es besitze f,(z) dieselbe Bedeutung wie beim 
ersten Beispiel. Es gilt dann |/,(z)| >} lings eines gewissen (im Kreise 
'2— 1/0, befindlichen) Bogens des Einheitskreises; dieser Bogen werde 
als der zugehérige ,Hauptbogen“ bezeichnet. Man kann alsdann (bei 
festem n) eine endliche Anzahl von Funktionen von der Form f, (e‘*z) 
(mit verschiedenen reellen Werten a) bilden, derart, daB die zugehérigen 
Hauptbégen zusammen den Bogen 4 und nur diesen (ein- oder mehrfach) 
iiberdecken; diese Funktionen seien mit f,, (2), fua(Z),--+» faz, (2) bezeichnet 
und zu ihrer Gesamtheit uoch eine weitere, naémlich /,,(z)= 0 hinzu- 
gefiigt. Denkt man sich dann die simtlichen Polynome f,,,.(z) (n == 1,2,...; 
x= 0,1,2,...,%,) als einfach unendliche Funktionenfolge angeordnet, so 
besitzt diese letztere, wie leicht zu iibersehen, die simtlichen verlangten 
Eigenschaften, und zwar ergibt sich die Divergenz fiir einen beliebigen 
Punkt z, des Bogens 4 (einschl. Endpunkte) ohne weiteres daraus, da8 sich 
bei beliebigem n unter den Funktionswerten /,,, (2), ..., faz, (20) mindestens 


einer befindet, dessen absoluter Betrag > } ist, wihrend f,,(z,)= 0 ist. 


6. UngleichmaBige Konvergenz auf dem Rande. 


Wihrend fiir eine beliebige im Gebiet © konvergierende Folge ge- 
meinsam beschrankter Funktionen die Konvergenz in der Umgebung jedes 
inneren Punktes von © eine gleichmaBige sein muB, so braucht die Folge, 
auch dann, wenn sie auf dem ganzen Rande noch konvergent ist, auf 
keinem einzigen Teilbogen desselben gleichmaBig zu konvergieren. Dies 
geht ohne weiteres aus dem dritten Beispiel hervor, wenn dort die Punkt- 
menge 9 auf der Peripherie iiberal] dicht angenommen wird. Aber selbst 
dann, wenn die Grenzfunktion im betrachteten Gebiet mit EinschluB des 
Randes durchweg stetig oder auch durchweg regular ist, braucht die Kon- 
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vergenz fiir keinen einzigen Teilbogen des Randes eine gleichmaBige zu 
sein, wie noch gezeigt werden soll**). 

Die Punkte e,,¢,,... mégen auf dem Kreise |z|=1 iiberall dicht 
liegen, o sei eine beliebige positive Zahl und ¢,, ¢,,... eine positive Zahlen- 
folge mit dem Grenzwert 0. Die Kreise K,,, (m,n=1,2,...), deren 
Mittelpunkte auf der Einheitsperipherie liegen und deren Radien < 


m+n 
seien, mégen sc gewahlt werden, da8 fiir jeden einzelnen Wert von m die 
zugehérigen Kreise K.. (n=1,2,...) alle getrennt liegen und den 
Punkt e, als einzigen Haufungspunkt besitzen. 

Jedem der Kreise K,, wird ein Polynom f,,,(z) zugeordnet, welches 


ahnlich wie beim ersten Beispiel) die folgenden drei Eigenschaften besitzt: 
a) |f..,(2) <1 fiir [2z| <1, 
b) f,..(z) =1, wenn z den Mittelpunkt von K,,, bedeutet, 
©) | fan(#)| Se fiir alle nicht zu K,,, gehérenden Punkte des 


mtn 


Gebietes (z| <1. 


un 


Die aus der Gesamtheit der Polynome M fan(2) (m,=1,2,...) 
durch Umordnung entstehende einfach unendliche Funktionenfolge besitzt 
dann die behaupteten Eigenschaften. 

Dieselben sind namlich im Einheitskreise gemeinsam beschrinkt und 
fiir jeden inneren Punkt findet, da ein solcher héchstens endlich vielen 
Kreisen K,, angehéren kann, Konvergenz gegen 0 statt. Ist z, ein be- 
liebiger Punkt der Peripherie, so bedarf nur der Fall einer Erdérterung, 
in welchem z, unendlich vielen Kreisen K,,, etwa den Kreisen 
K,«, Koy, Ks,,-.. (oder einem Teile derselben) angehért. In diesem Falle 


aber hat die Folge der diesen letzteren Kreisen zugeordneten Funktionen 
-. f..,(%) infolge a) den Grenzwert 0, die Folge aller iibrigen Polynome 


infolge c) den Grenzwert 0. 
Die Konvergenz ist aber fiir jeden beliebigen Bogen / des Einheits- 
kreises eine ungleichmaBige. Wird namlich m so gewahlt, daB e,, innerer 


(z) (n=1,2,...) 
auf / ungleichmaBig, weil die zu diesen Funktionen gehérigen Kreise K, ,, 


sich gegen e,, hiufen und daher unter den Polynomen dieser Teilfolge sich 
unendlich viele befinden, welche gem&B b) in je einem Punkte von / den 


Punkt von / ist, so ist die Konvergenz der Teilfolge a aE 


Wert zs annehmen. 


**) Das nachfolgende Beispiel la8t sich leicht so abindern, daB auch keine Teil- 
folge existiext, welche auf irgendeinem Randbogen gleichmaBig konvergiert. 


(Eingegangen am 4. 11. 1926.) 





Uber das Anfangswertproblem einer hyperbolischen 
nichtlinearen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit zwei unabhingigen Verinderlichen. 


Von 
Hans Lewy in Géttingen. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit handelt von dem Cauchyschen Anfangswert- 
problem fiir partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung. Schon vor 
vielen Jahren wurde es von Frau Kowalewski in einer bekannten Arbeit 
gelést, unter der Voraussetzung, daB die Anfangswerte analytisch sind. 
Jedoch scheint diese Lésung nur eine mehr formale Bedeutung zu haben, 
denn unter Voraussetzung analytischer Anfangswerte treten noch nicht 
einmal die Unterschiede zwischen hyperbolischen und elliptischen Diffe- 
rentialgleichungen zutage. Es gibt eben immer in einem gewissen Bereich 
der unabhangigen Veranderlichen eine Lésung, die selbst analytisch ist. 
Feinere und charakteristischere Fragestellungen treten erst auf, wenn man 
nicht mehr die Anfangswerte als analytisch voraussetzt. Man merkt als- 
bald, da8 fiir elliptische lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
das Anfangswertproblem im allgemeinen unlésbar ist, wahrend es fiir 
hyperbolische lineare Differentialgleichungen sehr wohl eine Lésung besitzt. 
Die Form der Abhangigkeit der Lésung von den Anfangswerten ist bei 
den hyperbolischen Differentialgleichungen auBerst merkwiirdig. Es reicht 
aus, nur einen Teil der Anfangswerte zu kennen, um die Lésung in einem 
gewissen Gebiet zu bestimmen. Diese Tatsache ist bisher meines Wissens 
nur fiir lineare partielle Differentialgleichungen bewiesen worden. Ich 
habe mir nun die Frage gestellt, ob alle hyperbolischen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung diese Eigenschaft besitzen*), d. h. spe- 
ziell, ob fiir hyperbolische Differentialgleichungen zweiter Ordnung 





1) Der hyperboliscne Charakter der Differentialgleichung braucht nur fiir die An- 
fangswerte gefordert zu werden; vgl. § 3. 
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1. das Anfangswertproblem bei beliebigen, auch nicht analytischen 
Vorgaben lésbar ist, 

2. die Lésung in jedem Punkte nur von einem Teil der Anfangs- 
werte abhangig, 

3. die Lésung durch die Anfangswerte eindeutig bestimmt ist. 

In dieser Arbeit werden alle diese drei Fragen mit Ja beantwortet, wenig- 
stens fiir den allein ins Auge gefaBten Fall zweier unabhangiger Varia- 
blen x,y. Die Punkte 1. und 2. geben den Grund fiir die Bedeutung, 
die die hyperbolischen Differentialgleichungen in der Theorie irgendwelcher 
Ausbreitungsvorginge spielen, die mit endlicher Geschwindigkeit vor 
sich gehen. 

Der Umstand, daB die Lésung einer hyperbolischen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in jedem Punkte zwar nur von einem Teil der 
vorgeschriebenen Anfangswerte, aber im allgemeinen jedenfalls von sdmt- 
lichen Anfangswerten auf einem bestimmten Kurvenstiick abhingt, gibt 
den wesentlichen Unterschied zwischen dem Anfangswertproblem bei einer 
hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung und bei einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung. Bekanntlich geniigt es bei einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung ein Flachenelement zu kennen, 
um sofort einen ganzen zur Lésung gehérigen Streifen zu bestimmen. In 
diesem Sinne ist also hier die Lésung in irgendeinem Punkte des Streifens 
durch die Kenntnis des einen Flachenelements bestimmt. Anders bei 
einer hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Hier ist die 
Lésung in einem Punkte nicht bloB durch die Angabe endlich vieler An- 
fangswerte bestimmbar; sie ist ein Funktional von unendlich vielen An- 
fangswerten. Setzt man daher die charakteristischen Differentialgleichungen 
an, so kann man nach der im allgemeinen iiblichen Auffassung derselben 
als eines Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen durch ihre Inte- 
gration médglicherweise zu einem intermediaren Integral, nicht aber zur 
Lésung selbst gelangen. Genauer: Die charakteristischen Gleichungen, 
aufgefaBt als ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen auf einer 
Charakteristik, sind unterbestimmt. 

In dieser Arbeit wird nun von der Tatsache ausgegangen, daB es 
zwei Scharen von Charakteristiken und entsprechend zwei Systeme von 
charakteristischen Differentialgleichungen gibt, deren simultane Behandlung 
allein zur Lésung fiihren kann. Es muBten zu dem Zweck diese beiden 
Systeme als partielle Differentialgleichungen aufgefaBt werden, in denen 
die unabhangigen Variablen zwei passend gewahlte Kurvenparameter auf 
den Charakteristiken sind. 

Die beiden Systeme von charakteristischen Differentialgleichungen zu- 
sammen bilden nun ein iiberbestimmtes System von partiellen Differential- 
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gleichungen erster Ordnung fiir mehrere gesuchte Funktionen. Die Auf- 
gabe, gewisse der charakteristischen Differentialgleichungen als Folge der 
iibrigen darzustellen, bildet den einen Teil unserer Betrachtungen; daB 
das restliche System von charakteristischen Differentialgleichungen wirk- 
lich zur Bestimmung der Lésung der partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ausreicht, wobei beliebige zweimal stetig differenzierbare Anfangs- 
werte gegeben sein kénnen, bildet den anderen Teil. Zu diesem Zwecke 
wird das System der charakteristischen Differentialgleichungen durch ein 
entsprechendes Differenzen-Gleichungssystem ersetzt. Da in ihm die Diffe- 
renzenquotienten nur linear auftreten, gelingt es leicht nachzuweisen, daB 
die Differenzengleichungen bzw. ihre Lésungen bei Verengung der Maschen- 
weite des zugrunde gelegten Gitters gegen die entsprechenden Differential- 
gleichungen und deren Lésungen konvergieren. Gleichzeitig wird so der 
oben erwahnte Punkt 2. mit erledigt, indem die darin ausgesprochene 
Behauptung gewissermaBen schon im Ansatz der Differenzengleichungen 
antizipiert wird. Vermége der Bemerkung, daB jede Lésung der charak- 
teristiechen Differentialgleichungen wiederum die Lésung der entsprechen- 
den Differenzengleichungen approximiert, die letztere aber infolge der 
Linearitaét leicht als eindeutig erkennbar ist, wird schlieBlich auch die 
Eindeutigkeit der Lésung der partiellen Differentialgleichung nachgewiesen*). 


§ 1. 


Ein spezielles System von Differentialgleichungen. 


Um den Gedanken der folgenden Untersuchungen in méglichst klarem 
Lichte zu zeigen, erscheint es ratsam, sich vorerst mit einem ganz spe- 
ziellen Problem zu beschiftigen. 

In einer Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten «,f seien auf 
der Geraden « + 6 = 0 oder besser nur auf einem Teil 
von ihr, sagen wir fiir 


CS%, BSA, %M+h>9, 
die Funktionen p und q als stetig differenzierbare Funk- 
tionen der Bogenlainge gegeben (siehe Figur). 
Indem wir unter dem links gerichteten Akzent die 


partielle Ableitung nach a, dem rechts gerichteten diejenige nach # ver- 
stehen, fragen wir, ob es méglich ist, die Funktionen p,q in der «, f- 





*) In einer gemeinsamen Arbeit ist es Herrn K. Friedrichs und mir gelungen, 
die Ergebnisse der vorliegenden Abhandlung auf den Fall einer hyperbolischen Diffe- 
rentialgleichung beliebiger Ordnung in zwei Variablen zu verallgemeinern. Vgl. Math. 
Annalen 98 ,,Lésung des Anfangswertproblems einer belieb. hyperb. Diff.-Gl. usw.“ 
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Ebene stetig an ihre Werte auf der Geraden «+ 8 =0 anzuschlieBen, so 
daB dabei das folgende System von Differentialgleichungen erfiillt ist: 


a(p,q)p’ + 5(p,q)q’=f(p, 9), 
c(p,g)p' +d(p,q)¢ =g(p, q)- 


Von den a,b,c, d,f,g verlangen wir, da8 sie stetige erste Ableitungen 
nach p und g besitzen, solange p und g im Innern von gewissen spiter 
genauer zu definierenden Bereichen liegen. Weiter verlangen wir, daB die 
Determinante 


(1) 


fiir die Werte von p,q auf dem betrachteten Stiick der Anfangsgeraden 
«-+ $= 0 nicht verschwindet. Es kann dann offenbar fiir die Anfangs- 
werte die Voraussetzung 

4>6>0 


gemacht werden, wo 4 eine feste positive Zahl bedeutet. 


Wir legen in die «a, B-Ebene ein quadratisches Gitter der 
Maschenweite A, welches aus den Punkten (uh,vh) bestehen mige 
(u,»=...—1,0,1,...). Wir ersetzen die Gleichungen (1) fiir «+» >0 
durch das entsprechende Differenzengleichungssystem 


Ou» (Pu+t,r = Puv) + Bue (Qu +t,» —= Yur) = hou» 


(I) 
Cur( Pu,r+t — Dur) + Bye ( Qu,0+1 = Gur) = RQurs 
wo 
Pur =P(Mh, rh), Que =Q (mh, vh) 
und 


any = 4( Pur, Gur) bu» = B( Pury Ge) > “* 


bedeuten. Da auf der Geraden a -+ 6 = 0 liegende Gitterpunkte die Ko- 
ordinaten « = uh, B = —ph besitzen, so sind uns die Werte p, _., Qy,-« 
(jedenfalls fiir gewisse 4) bekannt. 

Greifen wir die drei Punkte [uh,(y+1)h], [(u+1)h,vh] und 
[((a-+1)h, (»+1}h] heraus. Sie bilden ein rechtwinkliges ,,Elementar- 
dreieck*, Kennt man py,+41, Qv,»+1> Puti,r> Yu+i,r, 80 bestimmen die Glei- 
chungen (I) die Werte p,4:,-+1 und g,+1,-41, vorausgesetzt, daB 

denca= By +1 Bur +1 | +o. 
Cutit,e Ont, 
Wir kénnen also sofort vermége der.vier Anfangswerte p, =», Q»,-—»» 
Pu-t,-p+ts Gv-1,-y4+1 die Werte py xsi, Qp,-»+1 bestimmen, voraus- 
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gesetzt, daB die nur von Anfangswerten abhiangige Determinante 


Ay, —met+i aa 0 

ist. Wenn aber A geniigend klein gewahit ist, so unterscheidet sich 4 
geniigend wenig von 4 und daher folgt 4+ 0. So werden die Werte 
auf der ersten Parallelreihe zur Geraden « + 6 = 0 bestimmt. Von dieser 
ausgehend kann man nunmehr die auf der zweiten Parallelreihe liegenden 
Werte p,q ermitteln usw., solange die zugehérige Determinante 4 nicht 
verschwindet. Dieser ProzeB werde wiederholt fiir kleines und kleineres h. 
Wir wollen den Nachweis fiihren, daB die so erhaltenen Funktionen p 
und g und ihre Differenzenquotienten p’,q’, p,q bei Verkleinerung der 
Maschenwerte fh in einem festen Gebiete der a, 8-Ebene gleichartig stetig 
bleiben. 

1. Eine erste wichtige Bemerkung miissen wir iiber die Konvergenz 
der Differenzenquotienten p’,q’, p',q auf der Anfangsgeraden « + 8 = 0 
machen. Der Ubersichtlichkeit wegen wollen wir fiir die folgenden Be- 
trachtungen die etwas umstindliche Bezeichnung der Punkte durch Doppel- 
indizes aufgeben. Es seien P und Q zwei aufeinander folgende, auf der 
Anfangsgeraden gelegene Punkte unseres Gitters; R der dritte Eckpunkt 
des ,,.Elementardreiecks* PQ R 

P R 
-Q 
Wir hatten die Gleichungen 


ap(Pr— pp) + bp(qr — gp) = hfp 
Co (Pr — Po) + do(Gr — 9a) = hge- 
Die zweite schreibt sich auch in der Form 
Co(Pr — Pp) + do(Gr — Gp) = hgg + Co( Pe — Pr) + 49 (Ge — QP): 
Da aber die Anfangswerte der p und gq stetig differenzierbar gegeben 


Pg—P Iq : =p: : 
waren, also + und = *P gleichmaBig konvergieren, wenn h gegen 


null strebt, so folgt die gleichmaBige Konvergenz der Differenzenquotienten 
p’,q’ und entsprechend die der p',g' auf der Anfangsgeraden gegen 
stetige Grenzfunktionen. 

2. Wir betrachten die vier Ecken ABCD eines Gitterquadrates 
der Lange h (s. Figur) 


| 2 ow 
D Cc 
PF. 
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Man erhalt durch Bildung von Differenzen aus (1) 


a4(pp— pa) -- ba(9z — Ga) 
— 4p(Pc — Po) — bp( 9c — gn) = h( fa — fd), 
€c( Ps — Pc) + de(qz — Qc) 
— ¢p(Pa — Po) — 4n(Ga — Qo) = h(Gc — gp). 
Durch elementare Umformung kommt 


a4(Ps— Pa — Po + Po) + b4( QB — Ga — Go + QD) 

= h(fs — fo) + (Pe — po) (an — a4) + (Ge — Gp) (bv — ba), 
co(Pa — Pc — Pa + Pv) + de(9z — Gc — Ga + QD) 

= h(gc — go) + (pa — Po) (ev — €c) + (94 — Qn) (dv — de). 


Pp—P4—PcotP Gp-VWa—Ict4 ’ 
B~ Pa~ Po P—»" und = 4~ %¢ 2 ang’ 


Hieraus laBt sich = . 
5” h 


berechnen, wenn 














b.| 
dsom|* “| 40. 
Co dg 
Weiter entsteht infolge der Voraussetzung iiber a, b,... durch Anwen- 


dung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 





|4c—4zp!| \pg—Pel . l¢4—%e! . \Po—Pp! , I%e-4 ) 
}“AC ED | \PA Ez A E Cc D Cc D 
a >| < H( ‘pec ee eee, seme ems ee 


wo H> 0 eine von h unabhingige Konstante bezeichnet. Es wird also, 
falls App > 0 ist, ; = 
4ac]> 4zn(1—hHE), 
wo K> 0 ebenfalls von h unabhangig ist (s. u.). 
Nun folgen aber die von A unabhingigen ne 











\- Sf Wal Por Pel < und | ta— ~94~ 4+ 4p | ——_ - (L>0) 
* | 4ac h* dac 
d. h. 
1 |pp—Pp p | L 
9 a B A Po~ 
A oe ~ 22 7—- 
(2) |p” | i | h - ™ (1-hKH) dgp 


Die Konstanten H, K, L werden durch Abschitzungen gewonnen, unter 
der Voraussetzung, daB die p,q und die Differenzenquotienten p’, q’, p’, q' 
im Innern von gewissen Bereichen liegen; diese Bereiche wiederum mégen 
so gewahit sein, daB sie die Anfangswerte der p,q, p’,q’, p', g° im Innern 
enthalten. Nehmen wir an, daB die Bereiche heiSen 


Po < P< Py» %<97< 4%) % <P <Me-.. 
Liegen ED F auf der Anfangsgeraden, so ist sicher fiir hinreichend kleines h 
A Ep>O. 
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Infolge unserer Abschitzung (2) andern sich beim Ubergang zur ersten 
AL 
(1—hKH)Agp 
klein, so gehéren die neuen Werte der p,q, p’,... wieder dem Bereich 


Parallelreihe die p’,q’,... um weniger als ; ist A geniigend 


Po<P<Pys %W<9<G3 DO<P'<D,--- 


an und infolgedessen laBt sich die obige Abschitzung (2) mit denselben Kon- 
stanten H, K, LZ und mit 44¢ noch einmal anwenden. 


Man findet durch Fortsetzung dieses Verfahrens z. B. fiir den Diffe- 
renzenquotienten p” auf der k-ten Parallelreihe 


lp" |< Me** 


mit von h unabhangigen Konstanten y>0, M> 0 derselben Natur wie 
H, K, L (s.0.). Andrerseits folgt hieraus, daB man ein festes an die An- 
fangsgerade angrenzendes Flichenstiick der «, -Ebene angeben kann, in 
dessen Punkten die p,q, p’,... sicher nicht aus ihren obigen Bereichen 
heraustreten kénnen, wie klein auch A sein mag; denn fiir einen festen 
Punkt der a, f-Ebene strebt kh gegen einen endlichen Grenzwert. 


Setzt man nun die Anfangswerte zweimal stetig differenzierbar voraus, 
was wir, um Weiterungen zu vermeiden, tun wollen, und verlangt, daB auch 
die a,b,c,d,f,g zweimal stetig nach den Argumenten differenzierbar 
sind, so leitet man in ganz gleicher Weise die Beschranktheit von p’”’, p™ 
bzw. g’",q’ ab. Nach einem bekannten Satze la8t sich nun aas der 
Funktionenfolge p”, die man erhalt, wenn man h monoton gegen Null 
fallen 148t und die zugehérigen Funktionen p” durch den Differenzen- 
prozeB (I) bildet, eine gleichmaBig gegen eine stetige Funktion p” konver- 
gente Teilfolge auswahlen. Die Differenzenquotienten p’, p’ konvergieren 
dann natiirlich gleichmaBig gegen die entsprechenden Integrale iiber die 
Grenzfunktion 7". SchlieBlich konvergieren auch die p, und die Grenz- 
funktion p hat die richtigen Anfangswerte. Dasselbe gilt entsprechend 


>/* = 


von g",q',@,q. Die Grenzfunktionen %,q geniigen den Differential- 
gleichungen (1). 

Wir wollen jetzt die Eindeutigkeit einer Lésung p, 7 der Differential- 
gleichungen bei den vorgegebenen Anfangswerten zeigen, falls man nur 
Lésungen p,q mit stetigen gemischten Differentialquotienten p”,q” zu- 
148t. Legt man ein Gitter (uh,»h) der Maschenweite h in die a, f- 
Ebene, so gehorchen irgendwelche Lésungen p,q der Differentialglei- 
chungen (1) den Differenzengleichungen 


ap” +bq" =(f(p,7) —a@ p’—87' +4, 


(3) _s ast - —_ Oat * 
cp” +dq" =(9(p,7)) —p-@7T +e, 
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wo e, und e, gewisse GréBen bezeichnen, die mit A gleichmaSig im 
ganzen Gebiete gegen null streben. Wir behaupten nun, da8 der Unter- 
schied der Lésung j, 7 dieser Differenzengleichungen (3) von der Lésung 
p,q der Differenzengleichungen (I) bei gleichen Anfangswerten gegen null 
strebt, wenn A gegen null abnimmt. Der Beweis ergibt sich aufs einfachste 
dergestalt, daB sogar die Differenzen der ersten Differenzenquotienten 
\p’—p'|, |p —q'|,... auf der k-ten Parallelreihe von der GréBenord- 
nung k-h(e-+h) und daher auch die Differenzen |a(p,7)—a(p,q)|, 
\a’(p,q) — a’(p,q)|, ... von derselben GréBenordnung sind, also mit h 
gegen null streben. Damit ist nachgewiesen, daB die Lésung 9, g der 
Differentialgleichungen der Limes der (eindeutig bestimmten) Lésungen p, g 
der Differenzengleichungen (1) bei verschwindender Maschenweite ist. Die 
Lésung p, @ der Differentialgleichungen (1) mit den vorgeschriebenen An- 
fangswerten ist also eindeutig. 

Der Wert der %,@ in einem Punkte «,, £,,a,+ 8,>0 hangt, wie 
jede einzelne Lésung der Differenzengleichungen, nur ab von den Anfangs- 
werten, die auf demjenigen Teil der Geraden a + 8 = 0 liegen, der von 
den Geraden «c=«,, B=, ausgeschnitten wird. Die Voraussetzung 
«,-+£,>0 ist itibrigens natiirlich unwesentlich fiir die vorangehenden 
Uberlegungen. Man wiirde nur zweckmabig fiir «,-+ £,<0 die Diffe- 
renzengleichungen entsprechend, d. h. unter Umkehrung gewisser Vorzeichen 
anzusetzen haben. 


§ 2. 


Ein allgemeiner Existenzsatz. 


Das Beispiel des § 1 ist typisch fiir einen allgemeinen Satz, dessen 
Beweis auch dem Sinne nach ohne jede Modifikation genau wie der des 
vorigen Paragraphen zu fiihren ist. Er lautet: 

Wenn auf der Strecke a+f=0, ecSa,, Bf, &+h,>0 die 
Funktionen 7,, ,,..-, 9, zweimal stetig nach der Bogenlange differenzier- 
bar vorgegeben sind, so lassen sie sich in eine gewisse Umgebung der Strecke 
derart fortsetzen, daB die n partiellen Differentialgleichungen erfiillt sind: 


3 apt = bj (¢=1,2,...,.m<*), 
=1 
Zt Pe = 2 (¢=m-+1,..., 2”) 


vorausgesetzt, daB die Determinante |a,,| fiir die Anfangswerte von null 
verschieden ist, und da die a,, und b; zweimal stetig nach ihren Argu- 
menten, den ¢,,...,9,, differenzierbar sind. Die gp, besitzen die stetige 
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zweite Ableitung ¢;’. Es gibt nur ein einziges System von Funktionen 9; 
mit stetiger gemischter zweiter Ableitung y/", das diese Differentialglei- 
chungen erfiillt und die vorgegebenen Anfangswerte annimmt. 


§ 3. 
Das Anfangsproblem von F'= 0. 


Mit Hilfe der charakteristischen Gleichungen ist es nun médglich, das 
Anfangswertproblem der fiir die Anfangswerte hyperbolischen Differential- 
gleichung 


(4) F(z, y,u, p,q,7, 8, t)= 


auf den Satz des § 2 zuriickzufiihren. In der Gleichung (4) bedeuten z 
und y die beiden unabhiingigen Variablen, u die gesuchte Funktion und 
p,q, 7,8, t Abkiirzungen fiir bzw. w,, Uy, Weer Wey Uyy: Wir setzen F als 
dreimal stetig differenzierbare Funktion ihrer Argumente voraus. 

Das Anfangswertproblem 148t sich dann so formulieren: In einer 
a, B-Ebene seien auf der Strecke 


a+Pp=0; a£%, BSA, %+h,>0 


die acht der Gleichung (4) gehorchenden Funktionen z,y,u,p,q,7, 8, ¢ 
als zweimal stetig nach der Bogenlinge differenzierbare Funktionen gegeben. 
Bezeichnet man die Differentiation nach der Bogenlange auf der Geraden 
«+f£=0 durch einen Stern, so mégen die genannten Funktionen die 
Gleichungen 
u*=px*+ gy", 
p*=rx*+sy*, 
q*= sx*+ ty*, 
und die Ungleichung 
F, F, F, 
(5*) z* y* 0/|+0 
es 


erfiillen; die letzte besagt, daB «+-8—0 nicht charakteristisch ist. Ge- 
fragt wird nach den Funktionen z, y, u, p,...,¢ der beiden Argumente 
« und #, die die Gleichung (4) erfiillen (wobei p,g,r,8,¢ die obige 
Bedeutung haben) und die auf der Geraden «a+ 6 =—0 die angegebenen 
Anfangswerte annehmen. 

Fiir das Folgende ist es praktisch, F, und F, ungleich null voraus- 
zusetzen, eine Forderung, die durch Drehung des Koordinatensystems der 
x, y zu erfiillen ist und der Vermeidung lastiger Fallunterscheidungen dient. 
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Die charakteristische Gleichung 
F, F, F, 
(5) ¢ 9 0 |=Fy*—F.a9+ Fe*=0, 
O#g 
in der die Punkte Ableitungen nach einem Parameter darstellen, laBt sich 
unter der fiir die Anfangswerte z. B. sicher erfiillten Voraussetzung 
F* —4F_F,> 0 (die besagt, daB die Differentialgleichung dort hyperbo- 
lisch ist), in die reellen linearen Faktoren zerfillen: 
(eo, — 0, 9)(0, — 0,9) = 0. 
Die Funktionen 9,,¢,, 0,, 6, geniigen den Beziehungen 
C= F,, %9=—F,, 0,%+0,%= F,. 
Aus ihnen folgt 
(0,%— Q,9,)°= F°>—4F F,. 
Wir wiahlen etwa o,=1; dann ergibt sich 
o,= F. +0, 
o,-1(F,- VF 4F F) +0, 


1 y ow x — 

a= oF (F.+ F) —4F, F,) + 0. 
Wir machen nunmehr die Linien « = konst. und £ = konst. zu Charakte- 
ristiken, indem wir in den Bezeichnungen der vorigen Paragraphen schreiben: 
(6) 0,2’ —o,y’=0, 
(7) 0, x —o,y' = 0. 
Wir benutzen auBerdem die in bekannter Weise zu findenden weiteren 
charakterischen Gleichungen*): 
(8) 0, Fr’ + 6, F,s’+0,(F,r+ F.s+F,p+F,)y'=0, 
(9) 0, F,s'+ 0, Ft’ +0,(Pos+Fht+Phq+F,)y=9, 





(10) u’— p2’—qy'=0, 
(11) p’—r2’—sy' =0, 
(12) q—sz'—ty’=0, 


(18) 0, Fr +0, Fs +0,(For+Fis+ PF p+ F,)y = 0. 


) Vgl. z. B. K. Friedrichs und H. Lewy, ,,.Lésung des Anfangswertproblems einer 
beliebigen hyperbolischen Differentialgleichungusw.“, Math. Annalen 98, wo eine ein- 
fache Ableitung gegeben wird. 
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Die Determinante der Gleichungen (6) bis (13) ist bis aufs Vorzeichen 





e-7 0 0 0 0 0 0 
ae-q, O° = 0 Cee G 
0 * 0,F,o,F, 9 0 O 0 
0 * 0 @,F,0,F, 0 0 0 | =(0,9,—4,0,)*0, FF 
0 * oFoF, 0 0 0 0 
¢;8 © #@ ASG@a2 se S 
ee @ © 8. 2. oe. 2 = 
6 © -] Cates 





= (FY =. 4F, F,) F, Fi +0. 


Die Sterne vertreten gewisse GréBen, die fiir den Wert der Determinante 
belanglos sind. Wir lésen nun die Differentialgleichungen (6) bis (13) 
fiir die Funktionen x(a, 8), y(a, 8), u(a@, B),...,¢(a, B), indem wir von 
der urspriinglichen Bedeutung von p, q,... abstrahieren, d.h. diesen Funk- 
tionen sonst keinerlei Beschrinkung auferlegen. Nach dem Satze des 
vorigen Paragraphen gibt es in einer Umgebung der Geraden « +- 8 = 0 ein 
eindeutiges Lésungssystem der Gleichungen (6) bis (13) mit den vorgeschrie- 
benen Anfangswerten. Man kann nunmehr wegen der Ungleichung 


auch wieder z und y als unabhangige Variable anstelle von « und # ein- 
fiihren und, wenn man will, also u,... als Funktionen von z, y auffassen. 

Wir haben jetzt erstens zu beweisen, da fiir die gefundenen Lésungs- 
funktionen z(a, B),...,¢(«, 8) die Gleichung 


(4) F=0 

und zweitens die Beziehungen 

(14) U=u—px —qy=0, 
(15) P=p—r2z—sy=0, 
(16) Q=q —s2x—ty =0 


gelten. Erst dann kénnen wir wegen der Gleichungen (10) bis.(12) be- 
haupten, daB wir eine Lésung der Differentialgleichung (4) konstruiert 
haben, weil dann tatsichlich die p,g,r,8,¢ die entsprechenden Ablei- 
tungen von uw nach z und y sind. 

Beweis. Addiert man zu der Gleichung (8) die mit 9, multiplizierte 
Gleichung (9), so erhalt man bei Benutzung der Relationen 











Hans Lewy. 
Fo} — F,e,9,+ F,o} = 0, 
6,=1, @,+0 
die Gleichung F’=0. Da F die Anfangswerte Null besitzt, verschwindet 
es also identisch. 


Um ferner P = 0 zu konstatieren, schreiben wir die Gleichungen (8) 
d (13) in der Form 


17) Feet +a ‘e'4+ Prt Fe+F,p+F,=0, 


zx 


(18) soi i 


Hieraus folgt 


+FPor+Fs+F,p+F,=0. 


F, | ¥ F 
wT tots +or8- 





Diese Gleichung nimmt nach Nor Te von z, y als unabhangigen Variablen 


in Anbetracht der Ungleichung 4% (eo y die Form an 


y z’ x‘ = 
F,r,(4— ¥)+ Fs, (= y’ —=)=0. 
Beriicksichtigt man gem&B Gleichung (5), daB 
F, 2’ x* 
RO yy’ 
so folgt 
(19) T= 8,. 


Fiir die Anfangswerte gelten nun die Gleichungen 
p* = ra* + sy* 
und 
p’=rz'+ey’. 
Da 2*:y* wegen (5*) von z’:y’ verschieden ist, haben wir am Anfang 
pP,=1T, py=s oder P=0. Nun gilt 


n 


P’ on p” Poa rx = s’y' a ra” = 8y 
und die abgeleitete Gleichung (11) 


n“ 


0= p"—r2’—s y'—rz" —s'y 
Es folgt daraus 
P’=er2'+sy'—r'x —s'y' 
und unter Benutzung von (19) 
P’ = 0, 


d. h. also jetzt 


P=0; p,=f, p,=8. 
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Fir 0’ und Q’ findet man durch Anwendung dieser letzten Gleichung 
sowie von (12) die Ausdriicke 
ty’ on — p'x' —qy+p2t+qy’ 
=(g —sex'—ty')y’—(q' —e2'—ty’)y’ 
= Qy’, 
QV= —s' et —tly tes e't+ty’ 
_ ‘i— 8,) (2 y’— a’ y" ). 
Subtrahiert man von (8) die Gleichung i = 0 und von (9) die Gleichung 


oa = und addiert die Resultate nach Multiplikation mit z' bzw. y', so 


erhilt man unter Verwendung von (19) die Relation 
F,(t,— 8,) 2 + F,(9,—8)2 + F,(u,— p)2’ 
— Fo (t.— 4)¥ + F,(9,—*) 9 + F,(uy—9)y' =0. 


Man hat also die beiden gewdhnlichen linearen Diffeentialgleichungen fiir 
U und Q 
¥Q'+F,Q+F,U=0, 
U'=Qy’, 
aus denen sich infolge der Anfangswerte U=0, Q@=0 die Relationen 
U=0, Q=0 leicht ableiten lassen. 

Damit haben wir nachgewiesen, daB es in einem gewissen Gebiet zu 
willkiirlichen zweimal stetig differenzierbaren Anfangswerten eine Lésung 
der Differentialgleichung (4) gibt. Die Lésung in einem Punkte hingt 
nur von einem Teile der Anfangswerte ab; namlich nur von den Werten 
auf dem ausgeschnittenen Stiick der Anfangslinie, das man erhilt, wenn 
man, von diesem Punkte ausgehend, die Charakteristiken zieht, bis sie die 
Anfangskurve schneiden. 

Da wir wissen, daB jede Lésung der Differentialgleichung (4) not- 
wendigerweise die charakteristischen Gleichungen (6) bis (13) erfiillt, und 
da die Eindeutigkeit der Lésung der letzteren feststeht, so folgt, daB die 


Lésung der Differentialgleichung (4) eindeutig durch die Anfangswerte be- 
stimmt ist‘), 


*) Allerdings unter der Voraussetzung, daB man nur Lésungen mit stetigen zwei- 
ten Differentialquotienten u’*, p",... zulaBt. 


(Eingegangen am 28. 10. 1926.) 








Uber die Eindeutigkeit und das Abhingigkeitsgebiet der 
Lisungen beim Anfangswertproblem linearer hyper- 
bolischer Differentialgleichungen. 


Von 
Kurt Friedrichs und Hans Lewy in Géttingen. 


Die folgenden Betrachtungen handeln von der Eindeutigkeit der 
Lésung des Anfangswertproblems fiir hyperbolische lineare partielle Diffe- 
rentialgleichungen. Bei den iiblichen Beweisen werden gewisse Voraus- 
setzungen iiber das Verhalten der Anfangswerte und der Lésung im un- 
endlichen gemacht. Andrerseits zeigt aber die in gewissen Spezialfillen 
explizit bekannte Form der Lésung, da8 ihr Wert in irgendeinem Punkt 
nur von den Vorgaben auf einem im endlichen liegenden Stiick der An- 
fangslinie abhangt, daB also das Verhalten der Lésung im unendlichen 
ganz belanglos ist. Es ist daher zu erwarten, daB man den oben er- 
wahnten Beweis fiir die Eindeutigkeit so umgestalten kann, da3 er von 
dieser Tatsache Rechenschaft gibt*). In der neuen Form 1la8t sich der 
Beweis auf die allgemeine hyperbolische lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (auch mit nichtkonstanten Koeffizienten) iibertragen; desgleichen 
auf gewisse Systeme von solchen Differentialgleichungen mit mehreren 
gesuchten Funktionen, wie sie z. B. in der Kristalloptik vorkommen. Damit 
ergibt sich auch fiir diese Anfangswertprobleme eine Antwort auf die Frage, 
von welchem Teil der Anfangswerte die Lésung in irgendeinem Punkte 
allein abhingen kann. 





*) Nach Einlieferung dieser Arbeit haben wir erfahren, daB A. Rubinowicz auf 
Grund derselben Uberlegung, die wir hier angestellt haben, die Eindeutigkeit der 
Lésungen der Maxwellschen Gleichungen nachgewiesen hat. Phys. Zeitschr. 27 (1926), 
8. 707. Vgl. auch Math. Annalen 96 (1927). 
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3. 


Um uns zu orientieren, gehen wir aus von der einfachsten hyperbo- 
lischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(1) u,— U,, = 90 
fiir die Funktion uw der beiden unabhangigen Variablen ¢ und z. Wir 
stellen fiir sie das Anfangswertproblem, indem wir die Werte der Funk- 
tion w und ihrer ersten Ableitungen auf einer mit stetiger Tangente ver- 
sehenen Kurve der (2, t)-Ebene vorschreiben und nach ihrer Fortsetzung 
in die (2, t)-Ebene gema8 der Differentialgleichung (1) fragen. Um mu 
zeigen, daB es héchstens eine Lésung geben kann, geniigt es bekanntlich 
wegen der Linearitaét, nachzuweisen, daB die Lésung iiberall verschwindet, 
wenn die Anfangswerte verschwinden. 

Wir betrachten das Integral 


(2) 2S f u,(u,,—u,,) dxdt 
G 


iiber ein Gebiet G der (x, ¢)-Ebene, welches fiir eine Lésung der Diffe- 
rentialgleichung (1) offenbar verschwindet. Dieses Integral kénnen wir 
folgendermaBen umformen: 


SJ {(ue), + (ue) — 2 (ugty)g} de at, 
und dies 14Bt sich wiederum als folgendes Randintegral schreiben : 


(3) [{(mo" st (me) Fe — Be has 
wobei s die Bogenlinge auf der Randkurve I’ und a und a die Ab- 
leitungen von ¢ und z in Richtung der auBeren Normalen bedeuten. Der 
Integrand stellt eine quadratische Form in den Variablen uw, und wu, dar. 
Die Bedingung dafiir, daB diese Form definit ist, lautet: 





et oz 
on on 
( 
(4) as - >0 
| én én | 


Wir verlangen nun von unserer Anfangskurve A, daB sie dieser Un- 
gleichungsbedingung geniigt und betrachten ein einfach zu- , 
sammenhangendes Gebiet G (vgl. Fig. 1), das auBer von Veorowy 
einem Teil der Anfangskurve von einer anderen KurveB 4 
begrenzt wird, die gleichfalls der Bedingung (4) geniigt, Fig. 1. 


einer, wie wir sagen wollen, raumartigen Kurve. Da 
auf der Anfangskurve wu, und u, verschwinden, reduziert sich unser Rand- 
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integral (3) auf ein Integral, das lediglich langs B zu erstrecken ist. Da der 
Integrand eine definite Form in u, und u, darstellt, der Wert des Integrals 
aber null ist, miissen auf der Linie B u, und u, verschwinden. Da wir die 
Linie B stetig in die Linie A so iiberfiihren kénnen, daB in den Zwischen- 
stadien stets die Ungleichung (4) erfiillt 
x ist, so folgt, daB in dem ganzen Gebiet G 
u, und u, verschwinden. Daraus ergibt 
sich, da8 auch die Funktion wu selber 

in @ identisch verschwindet. 
7 Den SchluB, daB u, und u, ver- 
A A schwinden, kénnen wir offenbar in der- 
Fig. 2. selben Weise durchfiihren fiir das ganze 
Innere des krummlinigen Dreiecks (vgl. 
Fig. 2), das sich ergibt, wenn man von den Endpunkten « und f des 
Stiickes A die beiden — offenbar geraden — Linien zieht, die der 

Gleichung 


| et Cz | 

dl ie 
22 \ 3 ix \2 en on 
&, _ (2) om =) 
\én/ \an / | fx et 


| on en | 


geniigen und sich in einem Punkte S treffen (siehe Figur). Dies Dreieck 
kénnen wir in der Grenze dadurch entstanden denken, da8 wir die Linie B 
so weit wie méglich ,aufblasen“, ohne die Bedingung (4) zu verletzen. 

DaB die Lésung u in der Spitze S verschwindet, kénnen wir auch 
dadurch schlieBen, daB wir von vornherein dies Gebiet zugrunde legen. 
Dann reduziert sich das Integral (3) auf die Summe der beiden folgenden 
Integrale iiber die beiden ,,Charakteristiken* AS und Se: 


y3( (4)'as + f(2yas) <0. 
bs Sa 


Hieraus folgt Zo =0, wobei s die Bogenlinge auf einer Charakteristik 
bedeutet; das heiBt « = 0 auf den beiden Charakteristiken und insbesondere 
in der Spitze S. 

Unsere Betrachtungen lehren uns, daB zwei Lé- 
sungen der Differentialgleichung (1), deren Anfangs- 
werte auf dem Bogen «f der Anfangslinie iiberein- 
stimmen, auch im ganzen Innern des ,,Charakteristi- 
kendreiecks* Saf iibereinstimmen. Dasselbe gilt 
0 natiirlich fiir das Charakteristikendreieck S, af (vgl. 
Fig. 3), das durch Ziehen der Charakteristiken durch 
«und £ nach unten entsteht. Mit anderen Worten: 


$ 
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Andern wir die Anfangswerte auBerhalb von «, so andert sich die Lésung 
nicht innerhalb des zu «f gehérigen Charakteristikendreiecks. 

Wollen wir jetzt umgekehrt von irgendeinem Punkte § feststellen, 
von welchem Teil der Anfangskurve der Wert der Lésung in S héchstens 
abhangt, so brauchen wir also bloB durch diesen Punkt die beiden Charak- 
teristiken zu ziehen, bis sie die Anfangskurve schneiden; der ausge- 
schnittene Teil ist das gesuchte Gebiet der Abhingigkeit. 

Das soeben geschilderte Verhalten der Lésung u der Differentialglei- 


chung (1) erweist sich in der Folge als typisch fiir die ins Auge gefaBten 
Verallgemeinerungen. 


2. 

Wir betrachten zunachst solche Differentialgleichungen, die durch 
Nullsetzen der Eulerschen Ableitung einer quadratischen Form F in den 
ersten Ableitungen zweier Funktionen « und wv der unabhingigen Variablen 
Z,,--+,%,,,¢ entstehen. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber*) 
auf eine Form von der Gestalt 


PF = 4,, 4,6, + by, u,v, + C;,0,0, — au,® — ev? *) 
mit konstanten Koeffizienten a,,,..., a, c. 
Hier bedeutet 


du ou. év dv 


“; = — = — 


- => == v.=--=. 
‘Oa? a" Fs. % oz,’ t @t 


Wir verlangen fiir a,, und ¢,, die Gleichungen 

Qi, = Ayer Coy = Ong, 
was keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, und fordern, da8 
die Form 

F (u,, ¥;) = a; 4; %, + i, U; % + Cy, OY, 

eine nicht ausgeartete positiv definite Form in den Variablen w,,..., u,,, 
v,,-.-,0,, ist. Die Bedeutung dieser Voraussetzungen, die unter anderem 
den hyperbolischen Charakter der aus der Form F entstehenden Euler- 


schen Differentialgleichungen garantieren, wird im Laufe dieses Paragraphen 
von selbst klar werden. Diese Differentialgleichungen lauten: 





(5) 0 = —[F], = 2a, u,, + 5, % — 2au,, 
0= —[F), =2¢,,0,, + 5,,u,,— 2cv,, 
2 Q 
wobei u;, = ion %,, = — ... gesetzt ist. 
i 
*) Man beachte das Fehlen von Gliedern der Form 4, u,, ..., tz %. 


%) Hier und im folgenden ist wie iiblich iiber doppelt auftretende Indizes von 
1 bis m zu summieren. 


Mathematische Annalen. 98. 14 
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Wir denken uns nunmehr auf einem mit stetigen Normalen versehenen 
n-dimensionalen Flachenstiick A des m +-1-dimensionalen (z;, ¢)-Raumes, 
iiber dessen Natur wir spiter noch genauere Voraussetzungen machen 
werden, die Werte der Funktionen ~ und v und ihrer ersten Ableitungen 
vorgegeben, und fragen nach ihrer Fortsetzung in den (z;¢)-Raum gemaB 
den Differentialgleichungen (5). Es geniigt aus dem in § 1 erérterten 
Grunde, die Anfangswerte als null anzunehmen. 


Nunmehr bilden wir fiir die Lésung unseres Anfangswertproblems 
unter Beachtung der Identitat 


U;, 0, + 0;, U, = (u;v,), + (0, U,);, — (U,%,), 
die folgende Gleichung 
O=4,[F),+%[F), 
=(a,,u,u, + 6, u,v, + ¢,,0;,0, + au? + cv,’), 
— Uy (4; Uy), — Bey (Uy Ms — Cn (O; M% ye — Cen (My M%); 
— bi, (u,%,), — 0, (% %,); 


und integrieren die rechte Seite iiber ein einfach zusammenhangendes Ge- 
biet @ des (z,,¢)-Raumes, das von zwei Flachen mit stetigen Normalen 
berandet wird. Dies Integral la8t sich offenbar in folgendes Randintegral 
iiberfiihren : 


2 a\ ot 
ar (Gn %%, + 5, 4,0, + 6,,0;,0, + au,’+ ev") — 


' r) é 4 
{ido = — a,,(u,;%,) = — a;, (u, u,) — ¢,,(,; v,)— dw, 
r — C4, (0, %) 5 — By, (4,0,) F — Bi ( Om) S 

wobei dw das Oberflichenelement und om, Ad die Ableitungen von z; 

und ¢ in Richtung der auBeren Normalen der Oberfliche I" bedeuten. 
P Wahlen wir jetzt als die eine der beiden Flachen 
Wl Bs des Randes J’ ein einfach zusammenhiangendes Stiick 
3 der Anfangsfliche A, so reduziert sich das Randinte- 
Fig. 4 gral auf ein solches, das nur iiber die andere Flache B 


zu erstrecken ist, da der Integrand auf A verschwindet. 

Wir kénnen jetzt die Flache B so wihlen, daB der Integrand J de- 
finit wird und also verschwindet, da das ganze Integral verschwindet. 
Um dies einzusehen, schreiben wir den Integranden in folgender Form : 
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1 w(y, 2 — 4,2, o,f — 9,28) 
tan tan’ tédn ton 


an 
1 et\? Ox, Ox; 
+37 (0(%) — 95 Fe) 


t an) tk on On. 
an 
(6) 

_1y amon, 
ot 8 Gn on ¢ 
On 
1 ( et\2 Ox, os) 2 

+37 \¢ (ie) — Sade Ga): 
on 


Verlangen wir nun von den Normalen der flache B und der Einfachheit 
halber auch von denen der Flache A, daB die Bedingungen der ,,Raum- 
artigkeit“ 


et ba Ox; Ox, bix OX 0x, 
| (on —~ Fk in in ~ 2 in On 
a. D= ™ m a4\98 ” én >0 
(7) | —~eos o(%) —qe ee 
\ 2 @n On on/ ikon an 


at\? Ox, 6x, (a y Oxy Oxy 

9 om pt a oe call a 4 oon a soe 
2. B= a (=) Fin on On +e én "ik In On > 0 
erfiillt sind, so ergibt sich, daB J eine nicht ausgeartete positiv definite 
Oxy 2 
tin’? “ian "tin 


woraus folgt, daB alle diese Ausdriicke verschwinden, daB also, da wegen 


: at ; 
quadratische Form der Variablen wu, — —u » Uy, ¥, ist, 


(7)g = + 0 sein mu, simtliche Ableitungen von u und v auf B null sind. 


Dasselbe kann man ebenso wie in § 1 nunmebhr fiir das ganze Innere 
des von A und B eingeschlossenen Gebietes @ beweisen. Und somit folgt 
aus dem Verschwinden von u und wv auf der Flache A das Verschwinden 
im ganzen Gebiet @. 


Wenn wir jetzt umgekehrt fragen, von welchem Teil der Anfangs- 
werte der Wert der Lésungen uw, v in einem Punkte S§ abhingt, brauchen 
wir nur durch den Punkt S als Spitze den ,,charakteristischen* Kegel, 
d. h. denjenigen Kegel zu ziehen, dessen Gleichung in ,,Ebenen“koordinaten 
D =0 lautet. Dieser Kegel schneidet aus der Anfangsfliche A, da diese 
raumartig angenommen ist, ein im Endlichen liegendes Stiick C heraus. 
Nimmt man alle die Mantellinien, die den Punkt S mit der auBeren Be- 
randung von C verbinden, so bilden sie zugleich mit dem Stiick C ein 
kegelartiges Gebiet G. Dieses Gebiet *) besteht aus endlich vielen der 


*) Uber mégliche Gestalten des charakteristischen Kegels vgl. G. Herglotz, Sitzungs- 
berichte der siichs. Akademie d. Wissensch. 1926. 
14* 
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oben von uns zugrunde gelegten Art, nur daB nicht auf dem Kegel- 
mantel D > 0 ist, sondern D = 0, und daB anstatt 2 > 0 eventuell Z = 0 
ist. Infolgedessen kénnen wir nicht mehr schlieBen, daB auf der Mantel- 
fliche B alle Ableitungen von u und v verschwinden; jedenfalls aber sind 
wir sicher, daB die Variablen, die in F in (6) auftreten, namlich 
So oe u, , v; i cos v, —' einzeln verschwinden. Diese Ausdriicke sind 
‘on on on on 
aber unter der Bedingung D = 0 je m unabhiangige Ableitungen der Funk- 
tionen « und v nach Richtungen, die nur auf der m-dimensionalen Mantel- 
fliche D =) liegen®). Daraus folgt wiederum, daB auf der ganzen Mantel- 
fliche und insbesondere in der Spitze S u und v verschwinden. Das heiSt, 
der Wert der Lésung des Anfangswertproblems unserer Differentialglei- 
chungen (5) im Punkte S hangt héchstens von den Vorgaben auf dem 
Stiick C der Anfangsfliche A ab und ist eindeutig durch sie bestimmt. 


DaB die Lésung wirklich im ganzen Innern des charakteristischen 
Kegels verschwindet, wenn sie auf C mit ersten Ableitungen Null ist, 
lieBe sich wieder dadurch zeigen, daB man das Stiick C durch raumartige 
Flachen so in den auSeren Kegelmantel iiberfiihrt, daB dadurch das ganze 
Kegelinnere iiberstrichen wird. 

Wir bemerken noch zum SchluB dieses Paragraphen, daB unser An- 
fangswertproblem fiir die Differentialgleichungen (5) gleichwertig ist mit 
einem Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung vierter Ordnung 
in einer Funktion, entweder u oder v. Die betreffende Differentialgleichung, 
die durch Elimination aus den Gleichungen (5) entsteht, lautet 





| 2a v 2a. b 
(8) iy ikox,0m, ~ dt? ik Ox, Oy 0 
== 
2 -2 2 , 
é P é 7) 
————— se oe DE —— 
| 1h Ox, Oxy 1k Ox, Ox, ot? 


wobei wir eine symbolische Schreibweise verwandt haben, deren Bedeutung 
auf der Hand liegt. Die zugehérige charakteristische Gleichung ist, wie 
man sieht, unsere Gleichung D = 0 [vgl.(7),]. Damit ist jedenfalls fiir 
solche Typen von Differentialgleichungen vierter Ordnung (bzw. héherer 
gerader Ordnung entsprechend mehr gesuchten Funktionen in den urspriing- 
lichen Gleichungen) nachgewiesen, daB der Wert der Lésung in einem 
Punkte S eindeutig bestimmt ist durch die Vorgaben auf demjenigen Stiick 
der Anfangsflaiche, das von dem charakteristischen Kegel durch S als Spitze 
ausgeschnitten wird. 





5) Der Ausdruck xu, Se - un stellt die Ableitung von u nach einer Richtung 


dar, deren Projektion in den (z,, ..., Z_)-,Raum*“ parallel zur z,-Achse ist; daraus 
folgt sofort die Unabhingigkeit dieser Richtungen. 


Eindeutigkeit bei linearen hyperbolischen Differentialgleichungen. 199 


Der Fall einer Differentialgleichung fiir eine Funktion ist offenbar 
als Grenzfall in unserem Ansatz enthalten, wahrend andererseits die Uber- 
tragung auf den Fall von mehr Funktionen sich ohne weiteres durch- 
fiihren 1aBt. 


3. 

Ein Beispiel zu den vorhergehenden Uberlegungen bieten die Diffe- 
rentialgleichungen der Kristalloptik *). Es handelt sich hier um eine quadra- 
tische Form in den ersten Ableitungen der drei Funktionen u, v, w der 
Variablen x, y,z,¢, den “Xomponenten des elektrischen Vektors, 


3 2 
P= a, (u, — v,)°+ a, (v, ek w,) + tt, (Ww, ag u,)° — u,? a: YY ser w,*, 


@,,%,,%, > 0. 


Wir stellen in entsprechender Weise das Anfangswertproblem und 
kénnen alle Schliisse wie vorher ausfiihren, mit Ausnahme desjenigen, daB 
auf der hier dreidimensionalen Flaiche B alle Ableitungen erster Ordnung 
von u, v, w verschwinden, da die Form F ausgeartet ist. Wir kénnen 
aber jedenfalls schlieBen, daB die zeitlichen Ableitungen u,, v,, w, auf B 
null sind. Die Anfangsfliche und die Flache B ist hier eingeschrankt 
durch die folgenden, den Relationen (7) entsprechenden Bedingungen fiir 
ihre Normalen: 


| (24° (22) (=) dy ox «22 8 
|\and ~ %\an) — % lon “1 5n*dn 8an'dn 
sae @x dy ray (a) (=) az dy 
1. 0<D= “1 onan in) —~ %\n) — % on “son dn 
dx bz dy oz (2) (22)" (24) 
a—-=— t‘.=-°= =] — @&\=-}] — @ oe 
| San an San On on 3 \an 2 \dn 


2. Die Summe der zweireihigen Hauptminoren ist > 0. 

3. Die Summe der einreihigen Hauptminoren ist > 0. 

Die ,,Ebene“ t= 0 z. B. geniigt diesen Bedingungen. 

Die Gleichung des charakteristischen Kegels, den wir durch einen 
Punkt S ziehen, lautet in Ebenenkoordinaten D= 0. Die Determinante D 
zerfallt in zwei Faktoren 

at\* 
D=(z) -D,. 
Infolgedessen enthalt der charakteristische Kegel D 0 noch die Schar 
der Ebenen, die der t-Achse parallel sind. Der andere Anteil, der Kegel 
mit der Gleichung D, = 0, zerfallt bekanntlich in zwei sich beriihrende 


®) Vgi. hierzu z. B. Enzyklopidie der math. Wissensch. [IV 4, 30, Artikel von 
E. Hellinger iiber Mechanik der Kontinua, Nr. 13. 
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Kegel. Fiir den auBeren Mantel gelten die Ungleichungen (9), und (9), 
(eventuell mit dem Gleichheitszeichen). 

Wir betrachten jetzt das Stiick C, das der auBere Kegelmantel aus 
der Anfangsflache herausschneidet, und das Gebiet G, das von dem auBeren 
Mantel und dem Stiick C umschlossen wird, Da jeder Punkt des Inneren 
von @ Punkt einer Fliche B sein kann, verschwinden w,, v,, w, iiberall 
im Inneren von G. Zieht man nun im Punkte S§ die Parallele zur 
t-Achse, so trifft sie, wie man leicht sieht, das Stiick C, ohne den 
Kegelmantel zu durchsetzen. Hieraus ergibt sich, daB u,, v,, w, in der 
Spitze S verschwinden, da sie auf dem Stiick C der Anfangsfliche ver- 
schwinden. Das heiBt, der Wert irgendeiner Lésung des Anfangswert- 
problems der Differentialgleichungen der Kristalloptik hangt héchstens von 
den Vorgaben auf dem Stiick C der Anfangsflache A ab und ist eindeutig 
durch sie bestimmt. 


4. 

Wir zeigen nunmehr, daB die Uberlegungen der vorigen Paragraphen 
sich auch durchbfiihren lassen, wenn die Differentialgleichungen 

1. noch lineare Zusatzglieder in der Funktion u und ihren ersten Ab- 
leitungen enthalten; 

2. wenn auBerdem die Koeffizienten nicht mehr konstant sind, sondern 
Funktionen der unabhangigen Veranderlichen sind. 

Wir beschrinken uns dabei auf einen Spezialfall mit typischem Ver- 
halten. Es sei eine hyperbolische Differentialgleichung 


(10) L({uj=au,,— bu,,+cu,+du,+eu=—0 
gegeben, in der also a>0 und b> 0 ist; wir setzen dabei voraus, daB 
die Koeffizienten a, b, c, d, e innerhalb eines gewissen Bereiches der 
Variablen z,# — auf den wir uns ein fir allemal beschranken — mit 
ihren ersten Ableitungen stetig sind. 

Wir nehmen an, da auf einer raumartigen Anfangskurve A, das heiBbt 


auf einer solchen, fiir deren Normalenkomponenten , < die charak- 
teristische Form 

¢\? (ax\* 
(10), a(5) —0(=) >o 


ist, die Werte einer Lésung wu unserer Differentialgleichung (10) null sind 
mitsamt ihren ersten Ableitungen. Wir betrachten un eine weitere raum- 
artige Kurve B, die die Anfangskurve A in den Punkten « und £ schneidet 
(vgl. Fig. 1), und ziehen wieder das iiber das eingeschlossene Gebiet G 
erstreckte Integral 


affaL(u]dedt 
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heran, wobei &% die Ableitung von wu in einer zeitartigen Richtung ist, 
d.h. in einer Richtung, die zu einer raumartigen Kurve (bzw. bei mehr 
Variablen zu einer raumartigen Flache) normal ist. Man sieht, da8 in 
unserem Spezialfall jede Parallele zur t-Achse zeitartig ist; daher kénnen 
wir «=u, wahlen. Wir formen nun des Integral 


O=2ffu,L[u]dxdt 
@ 
wie friiher in § 1 um und erhalten 


om | [aus —— + bu r2f — 2b up 4 22 | de 
- ons 
(11) — | [faeu? + bud — 265 — %) de dt 

@ 


+ af {foul + dueu+ eum] dade, 
G 


wobei I" wieder der Rand des Gebiets G ist. Der Anteil des Randintegrals, 
der von dem Teil («f) der Anfangskurve A herriihrt, verschwindet wegen 
der Anfangsbedingungen. Den Anteil, der von der Kurve B herrihrt, 
kénnen wir offenbar unabhingig von der Funktion w nach unten durch 


M J (ui + ug)ds 


abschitzen, da der Integrand, als Form in u, und u, betrachtet, nicht aus- 


geartet positiv definit ist. Die Konstante M>0O hangt nur von den 


Werten von a,b, °!, auf B ab. Die Gebietsintegrale in (11) kénnen 


>On’ On 
wir offenbar nach der Schwarzschen Ungleichung nach oben durch das 
Integral 


NSS (u? + u2 + u*) dt dz 
@ 


abschitzen, wobei N>0 (ebenso wie alle folgenden Konstanten) nicht 
von der Funktion u abhaingen. Da aber die Funktion u auf A verschwindet, 
gilt die leicht zu beweisende’) Ungleichung 


Sfutdxdt<Pff (u2+u})dzxdt (P> 0), 
@ G 

so da8 wir schlieBlich aus unserer Gleichung (11) die Ungleichung 

(12) MJ (ui u; + uz) )ds OSS (ui 24 u2)dtdz (Q > 0) 


erhalten. 








*) Vgl. z. B. Friedrichs, Randwertprobleme der elastischen Platten I Nr. 2. 2., 
dieses Heft, S. 212. 
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Wir denken uns nun das Stiick (@f) der Anfangskurve A durch eine 
Schar von raumartigen Kurven C mit stetiger Normalen, die simtlich durch 
die Punkte « und # geher und sich im iibrigen nicht 

“tad schneiden, mit ihren Normalen stetig in die Kurve B 
; iibergefiihrt. Jede Kurve C der Schar schlieBt mit dem 
Stiick («@f) ein Gebiet D ein, fiir das wiederum eine 
Ungleichung der Form (12) mit gewissen anderen Kon- 
stanten M und Q gilt. Aus Stetigkeitsgriinden erkennt 
man aber leicht, daB fiir alle Gebiete D die Ungleichung 


(18) MS(u?+uz)ds< OSS (ue + u2)dtdz 
é D 








Fig. 5. 


mit denselben festen positiven Konstanten M, Q gilt. 

Aus dem Bestehen dieser Ungleichungen folgt nunmehr, da8 u, und u, 
im Gebiet G verschwinden. Um das einzusehen, ziehen wir etwa durch 
den Mittelpunkt des Stiickes (@, 8) die Parallele zur ¢-Achse und fiihren 
als neue Veranderliche erstens die Bogenlinge auf der Kurve C und 
zweitens die Werte von ¢ im Schnittpunkt mit der eben beschriebenen 
Geraden ein. Da die Kurven C simtlich raumartig sind, ist der Winkel 
ihrer Tangente mit der ¢-Richtung gréBer als ein gewisser fester positiver 
Winkel. Integrieren wir nun das Integral J(u? + uz)ds nach der so defi- 


nierten Variablen ¢ von der Anfangskurve A bis zur Kurve B, so laBt 

sich infolgedessen das so entstehende Doppelintegral nach unten durch 

RS f (uj + ujz)dtdz abschitzen, wo R> 0 ist und nicht vom Gebiet G 
G 


abhingt. Integrieren wir aber das Integral {f(u;-+u3)dtdx nach der 
r 


neuen Verieblen t, so kénnen wir den so entstehenden Ausdruck durch 
(tg — ts) if S (uj ?+.u2)dtdz nach oben abschitzen, so da8 wir schlieBlich 


aus unserer Ungleichung (13) die Ungleichung 
Q\t,—¢ 
(14) Sfcwd + utyatde ga "4! (fu? + u2) dt de 
A MU-R A ; 
erhalten. Wahlen wir nun die Kurve B so nahe an A, daB |tz — t4| < = 


ist, so kann unsere Ungleichung offenbar nur bestehen, wenn das Integral 
iiber G selbst verschwindet, d.h. wenn wu, und wu, gleich null sind, woraus 
dann auch u = 0 folgt. 

Denken wir uns nun durch einen Punkt S die beiden Charakteristiken, 


2 
d.h. die Linien mit der Gleichung a( 2)" — b (2) = 0, gezogen, bis 


sie die Anfangskurve A in den Punkten @ und # schneiden, so wollen wir 
das Stiick («f) der Anfangskurve A durch eine Schar von raumartigen 
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sich auBer in den Punkten « und # nicht schneidenden Kurven C stetig*) 
in die beiden Charakteristiken S, und S, iiberfiihren. Nach demselben 
Verfahren wie oben schreiben wir jeder Kurve C eindeutig einen Wert tg 
zu. Dann kénnen wir zu jeder Kurve C eine andere Kurve B(C) unserer 
Schar mit tg >t, angeben, so daB in dem von C und B(C) einge- 
schlossenen Gebiet die Funktion u verschwindet, sobald sie mit ihren 
ersten Ableitungen auf C verschwindet. Nach einem bekannten SchluB- 
verfahren folgt daraus, daB uw im ganzen Inneren des Dreiecks Saf ver- 
schwindet, wenn u mit ersten Ableitungen auf A verschwindet. 

Im Falle der allgemeinsten linearen hyperbolischen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung liegen die Verhiltnisse ahnlich, so daB die Beweise ohne 
irgendwelche wesentliche Anderung sinngem&8 iibertragen werden koanen. 
Dasselbe gilt fiir Systeme von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
sobald man verlangt, daB die Glieder in den Ableitungen zweiter Ordnung 
zu einem Vartiationsproblem gehéren (was gewisse Symmetriebedingungen 
in diesen Gliedern bedeutet), und wenn man geeignete Voraussetzungen 
iiber die Natur der charakteristischen Form macht, die den hyperbolischen 
Charakter des Systems ausdriicken (entsprechend den in § 2 gestellten 
Definitheitsforderangen ). 

Damit ist aber der Beweis gefiihrt, daB die Lésungen solcher Diffe- 
rentialgleichungen in bezug auf ihre Abhangigkeit und Bindeutigkeit von 
den Anfangswerten dasselbe Verhalten zeigen wie die Lésungen der Diffe- 
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ohne Zusatzglieder. 


5. 


SchluBbemerkung. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind von Nutzen, 
wenn man die Lésung des Anfangswertproblems durch Integration iiber 
Einzellésungen explizite herzuleiten sucht (wie das z. B. durch die Methode 
des Fourierschen Integrals oder durch die damit eng zusammenhangende 
durch G. Herglotz*) jiingst angewandte Methode geschieht). Man wei8 nim- 
lich jetzt von vornherein, daB es geniigt, das Integral iiber die Einzel- 
lésungen nur tiber das Abhangigkeitsgebiet zu erstrecken. 

Als einfachstes Beispiel erwihnen wir das Problem der Differential- 
gleichung u,,—u,,=—0 mit den Anfangsbedingnngen u(z,0)=0, 
u,(z,0)=g(z). Die Methode des Fourierschen Integrals fiihrt zu der 
Auflésungsformel 
+o +o 
u(z,t)= = g(x+ a)dg- { e-se #8 ge. 


*) Bei diesem Ubergang sollen sich nicht nur die Kurven, sondern auch die Nor- 
malen stetig andern, natiirlich auBer an der Spitze S. 
*) A..a. O. 
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Aus unseren Ergebnissen entnehmen wir nunmehr sofort, dab es geniigt, 
sich bei der Integration nach der Variablen g auf das Gebiet —t<q<t 
zu beschrinken, mit anderen Worten, es folgt ganz von selbst, daB der 
Ausdruck 


i E 
e~ see TE de 
fiir g > verschwindet. 

In diesem Falle ist das Ergebnis natiirlich auch sehr leicht direkt zu 
gewinnen. Anders aber liegt es in komplizierteren Fallen, vor allem bei 
mehr unabhingigen Verinderlichen, z. B. im Falle der Kristalloptik, wo es 
sich um mehrfache Fouriersche Integrale handelt, die zunachst iiber den 
ganzen unendlichen Raum zu erstrecken sind. Der Nachweis, daB diese 
Integrale auBerhalb des Abhangigkeitsgebietes verschwinden, bildet gerade 
eine charakteristische Schwierigkeit bei Verwendung der ‘Methode des 
Fourierschen Integrals; unsere Ergebnisse erlauben uns sofort, diesen 
Schlu8 zu ziehen. 


(Eingegangen am 1. 12. 1926.) 
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Einleitung. 

Die folgende Arbeit behandelt die mathematischen Probleme, die aus 
der Frage nach dem Gleichgewicht und den Schwingungen einer elastischen 
Platte entstehen. Es handelt sich also letzten Endes um den Existenz- 
beweis fiir die Lésung von Randwertaufgaben und Eigenfunktionsproblemen, 
die zu einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung gehéren. 

Das Gleichgewichtsproblem der eingespannten Platte ist schon auf 
verschiedene Weisen behandelt worden’). Der einfachste und durchsich- 
tigste Weg ist der, den W. Ritz eingeschlagen hat. Doch ist er noch 
stark an die spezielle Natur des Problems der eingespannten Platte ge- 
bunden; iiberdies enthalt sein Beweis Liicken (vgl. 8. 217 Anm. *) und 
S. 221 Anm. *)). 

Im folgenden wird zur Lésung der angegebenen Probleme auch auf 
die zugehérigen Variationsaufgaben zuriickgegriffen. Dabei werden vor 
allem die direkten Methoden herangezogen, wie sie in letzter Zeit von 
R. Courant entwickelt wurden; in seinen Veréffentlichungen*) sind diese 
Methoden im wesentlichen nur fiir den Fall einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung auseinandergesetzt. Die vorliegende Arbeit, die auf seine 
Anregung und im Zusammenwirken mit ihm entstanden ist, soll eine Aus- 
fiihrung dieser Ideen fiir den Fall einer Differentialgleichung vierter Ord- 
nung geben. 

Zuerst wird der Gleichgewichtszustand der eingespannten Platte behan- 
delt. Dabei wird der Existenzbeweis im Gegensatz zu Ritz in der Weise 
durchgefiihrt, da8 er sich fast unmittelbar auf den Fall der freien Platte im 
Gleichgewicht, das Eigenwertproblem der schwingenden Platte und noch einige 
weitere sich anschlieBende Probleme iibertragen lat. Die spezifischen Schwie- 
rigkeiten, die sich bei dieser Ubertragung und iiberhaupt bei der Ubertragung 
vom Fall der zweiten auf den Fall der vierten Ordnung zeigen, betreffen 
weniger die eigentliche Methode selbst, als hauptsichlich die geeignete 
Aufstellung und Ableitung gewisser Integralungleichungen, mit deren Hilfe die 
Abschatzungen und Konvergenzbetrachtungen durchgefiihrt werden miissen. 

1) So durch sukzessive Naherungen von Zaremba, Bull. de l’Ac. des Sc. de Cra- 
covie 1907, A. Korn, Ann. de PEcole norm. 25 (1908), durch Zuriickfiihrung auf In- 
tegralgleichungen von A. Haar, Gétt. Nachr. 1907; Lauricella, Rend. della R. Acc. dei 
Lincei 1907, Acta mathem. 1909 und mit Hilfe eines gleichwertigen Variationspro- 
blemes von W. Ritz, Ges. Werke, Paris 1911, XV—XVII. 

*) A. Uber die Eigenwerte, Math. Zeitschr. 7 (1920); B. Uber die Lésungen, 
Math. Ann. 85 (1922); C. Uber ein konvergenzerzeugendes Prinzip, Gétt. Nachr. (22. II. 
1923); D. Courant-Hilbert, Methoden der math. Physik (1924); E. Uber direkte Me- 
thoden, Jahresb. d. deutsch. Math.-Vereinigung 34 (1925) und Math. Annalen 97 (1927); 


F. Uber die Anwendung der Variationsrechnung, Acta math. 43 (1926). Im folgenden 
stets mit A, B, ..., F zitiert. 
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Im wesentlichen enthalten die folgenden Gedankengange alles Material, 
was zur Lésung solcher definiten Variationsprobleme nétig ist, die in der 
gesuchten Funktion und ihren Ableitungen quadratisch sind. 


I. Die eingespannte Platte im Gleichgewicht. 
1. Problemstellung*). 


Ein ebener flacher Kérper, der imstande ist, kleine Abweichungen 
von der Ruhelage zu erleiden, wird eine Platte genannt, wenn die poten- 
tielle Energie der Spannungen von den Kriimmungen der durch die Durch- 
biegung entstandenen Flaiche abhingt. Wir nehmen an, daB die Platte 
in der Ruhelage ein Gebiet G@*) der (2, y)-Ebene bedeckt und denken 
uns die Durchbiegung durch eine Funktion y(z, y) dargestellt. Dann 
wird die potentielle Energie — abgesehen von einem Faktor, den wir 
gleich Eins setzen — durch das Integral 


=% [o] = : ff {4p* — 2(1 — 1) (es Pyy — Pay)} dxdy 


iiber das Gebiet G geliefert; « ist dabei die Querdehnungszahl. 

Die eingespannte Platte, die wir zunichst behandeln, ist dadurch ge- 
kennzeichnet, daB an ihrem Rande die Werte der Durchbiegung und der 
normalen Ableitung der Durchbiegung vorgeschrieben sind. 

Bezeichnet s die Bogenlinge des Randes I" und ¢, die Ableitung der 
Funktion g in Richtung der auBeren Normalen, so driicken sich diese 
Vorgaben durch die Gleichungen 


(1) p =i 
(2) /P, = u, 
aus, wo i = @(s) und %, = %,(s) vorgegebene Werte auf dem Rande be- 
deuten. Da durch die Bedingung y= % auch die tangentiale Ableitung 
der Funktion g am Rande festgelegt ist, so sind durch die Gleichungen 
(1) und (2) die Werte der beiden Ableitungen y, und gy, auf dem Rande 
bestimmt. 

Eine auBere Kraft — etwa von der Dichte f(z, y) —, die auf das 
Innere der Platte wirkt, mu8 im Gleichgewicht der Spannkraft, die durch 


die Durchbiegung entsteht, die Wage halten. Die Dichte der Spannkraft 
wird durch den Differentialausdruck vierter Ordnung 
—AAp 
5) Vgl. zur Aufstellung des Problems: G. Kirchhoff, Uber das Gleichgewicht und 


die Bewegungen einer elastischen Scheibe. Crelles Journ. 40 (1850), S. 51. 
*) Die genaue Formulierung der Voraussetzungen s, 8. 209. 
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dargestellt. Die Gleichgewichtsbedingung lautet also 
(3) AA4g-—-f=0. 

Die ,,Randwertaufgabe“, eine Lésung »=wu dieser Differential- 
gleichung zu finden, die den Randbedingungen (1) und (2) geniigt, er- 
setzen wir durch die Forderung, die gesamte potentielle Energie zum 
Minimum zu machen. Diese Energie setzt sich aus der oben [S. 207] an- 
gegebenen Spannungsenergie }J,{g] und der Energie der auBeren Kraft 
— Sf tedady zusammen. 


Wir suchen also eine Funktion y= wu, die unter allen den Rand- 
bedingungen p= % und gy, —@, geniigenden Funktionen g(x,y) den 
» Variationsausdruck “ 

Julp]—2S J todedy 
zum Minimum macht. 

Die Erwartung, da8 die Lésung des Variationsproblems auch die 
Lésung der Randwertaufgabe ist, rechtfertigt sich in bekannter Weise 
durch die Umformung der ersten Variation, die wir aber hier nicht anzu- 
geben brauchen. (Vgl. dagegen 8. 225, 226.) DaB die beiden Probleme wirk- 
lich gleichwertig sind, zeigt schlieBlich unser Existenzbeweis. 

Wir bemerken, daB der Koeffizient ~ des Variationsausdruckes nicht 
mehr in der Randwertaufgabe auftritt. In der Tat hiangt auch das 
Variationsproblem nicht mehr von u ab. Man erkennt das sofort, wenn 
man den zweiten Anteil des Integrals J,,{q] folgendermaBen durch par- 
tielle Integration umformt: 


2S I {pes Py — Pays axdy = [ {49% — Pen Pe — Pyn Py} 48 


={(P.% — Pz, Py) 48 *). 


Denn offenbar hingt das letzte Randintegral nur von den Randwerten 
von y, und gy, ab; es beeinfluBt das Variationsproblem also gar nicht, da 
diese Randwerte vorgegeben sind. Infolgedessen geniigt es, das Variations- 
problem nur fiir irgendeinen beliebigen Wert von « zu behandeln. An- 
statt wie iiblich das Integral 


J.le)= ff 4o*dedy 


zugrunde zu legen, wihlen wir = 0; denn es ist, wie sich spater (vgl. 
z. B. 8. 211 (4),) herausstellen wird, besonders giinstig, das Integral 


Solo] =SS vi, +295, + vj, hdedy 
in der Hand zu haben. . 


5) Hierbei ist die Bogenlinge s im Sinne positiver Drehung wachsend gedacht. 
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Wir wollen nun die Bedingungen des Problems und die Natur der 
Vorgaben im einzelnen formulieren. 

Der Rand I" des einfach zusammenhangenden Gebietes G@ soll aus end- 
lich vielen Kurven bestehen, die mit Einschlu8 ihrer Enden stetige Tangenten 
und stetige Kriimmung besitzen*); Spitzen sollen ausgeschlossen sein. 

Die zum Wettbewerb beim Variationsproblem zugelassene Funktion 
g(x,y) soll mit Einschlu8 des Randes I’ stetig sein; von den ersten Ab- 
leitungen verlangen wir die Stetigkeit nur im Innern des Gebietes, wihrend 
die Stetigkeit der zweiten Ableitungen auBer am Rande noch in einem 
Punkte des Innern unterbrochen sein darf ’*), 

Da8 wir iiber das Verhalten der Ableitungen der Funktion p(z, y) 
am Rande nichts vorausgesetzt haben, hat seinen Grund darin, da8 unser 
Existenzbeweis die Differenzierbarkeit der Lésung nur im Innern des Ge- 
bietes G zu beweisen gestattet. Allerdings kénnen wir die Existenz der 
ersten Ableitungen der Lésung am Rande i. a. doch noch beweisen; wir 
benétigen dazu aber eine auf den Fall der eingespannten Platte zuge- 
schnittene Sonderbetrachtung, von der wir uns im Prinzip unabhingig 
machen wollen (vgl. 8.220). Es entsteht natiirlich nun die Notwendig- 
keit, ausdriicklich festzusetzen, was unter dem Integral J,[q@] zu ver- 
stehen ist und in welcher Weise die Randbedingungen aufzufassen sind. 

Der Ausdruck 


J.(g]= SJ (Pee +292, + 93, )dady 


z. B. soll der Grenzwert dieses Integrals iiber Teilgebiete sein, wenn diese 
irgendwie in das ganze Gebiet G iibergehen. Fiir unsere Funktion p(z, y) 
haben wir also noch die Existenz dieses uneigentlichen Integrals zu ver- 
langen*). AuBerdem verlangen wir noch die Existenz des uneigentlichen 


Integrals Dg[~] = Jf (2 + g2)dxdy.°) 
@ 
Die vorgegebenen Randwerte i, i#,, i, seien durch eine Funktion 


u(x, y) bestimmt, die den fiir die Funktion y(z, y) gestellten Bedin- 
gungen geniigt. Um fiir die Randbedingungen y,=%,, y,=%, eine 


*) Auch ohne die Existenz der Kriimmung vorauszusetzen, laBt sich der fol- 
gende Existenzbeweis ohne groBe Anderungen durchfiihren. 

*) Dieser Punkt darf fiir jede Funktion ein anderer sein. Man kime iibrigens 
auch noch mit schwiacheren Stetigkeitsbedingungen fiir die zweiten Ableitungen aus. 

*) Ubrigens laBt sich schon allein aus der Existenz von Jog l¢] ableiten, daB die 
Funktion y(z, y) am Rande I’ endliche stetige Werte annimmt und zwar durch ahn- 
lche Betrachtungen, wie sie auf 8. 214 angestellt werden. 

*) Die Existenz dieses Integrals lieBe sich tibrigens — bei unseren Voraussetzungen 
iiber den Rand — aus der Existenz des Integrals J,[g] folgern. Vgl. die Anmer- 
kung *) S. 213. 
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Formulierung zu finden, in der die Existenz der ersten Ableitungen am 
Rande I" nicht vorausgesetzt wird, denken wir uns den Rand I" von innen 
her durch die Schar der Naherungskurven I, approximiert, die von I" 
iiberall den Abstand A besitzen *°). 

Die Randbedingungen y, = @,, y,=%, ersetzen wir dann durch die 
Forderungen : 


li —,)*ds=0, li (y, —t,)*ds=0. 
(4a) lim J (?. u,) 8 lim { (9, u,) 8 


Wir wollen derartige Grenzwerte von Integralen iiber die Naherungs- 
kurven I, einfach als Integrale iiber den Rand schreiben, so da8 sich die 
Bedingungen (4a) auch in der Form: 


(4b) {(e.—#,)*de=0, f(9,—,)*de=0 


darstellen **). 

Ubrigens wird eine schon oben angekiindigte Sonderbetrachtung 
(S. 220) zeigen, daB die Lésung des Problems der eingespannten Platte 
zugleich mit der Funktion %(z,y) am Rande stetige erste Ableitungen 
besitzt und da8 daher die Randbedingungen y,= %, und g,—d, doch 
in ,strenger Form“ erfiillt sind. 

SchlieBlich verlangen wir noch von der Funktion f(z, y), daB sie 
im Innern des Gebietes G mit ersten Ableitungen stetig ist, wahrend die 
(eventuell uneigentlichen) Integrale f f f*dxdy und f f fidxdy existie- 

G é 


ren sollen. 


2. Durehfiihrung des Existenzbeweises. 
1. Definitheit des Problems. 
Wir wenden uns nun der Durchfiihrung des Existenzbeweises zu. Es 
soll also der Ausdruck 
SS (vi.+ 293, +%5,)dedy—2Sf tydady 
bei den Randbedingungen 
(1) P= 


u 
(4) S(~,—u,)*ds=0, J[(y,—i,)*ds=0 
r r 





%) Diese Erklarung setzt voraus, daB der Rand keine Ecken besitzt. Es ist 
naheliegend, wie man in der Nahe von Ecken die Naherungskurven bestimmen wird; 
wir verzichten darauf, es auseinanderzusetzen. 

*) An Stelle dieser beiden Bedingungen wiirde es geniigen, allein die Bedingung 
J (ea M%)*ds=0 zu stellen, da sich die andere } (y,—@,)*ds=0 schon aus der 


Bedingung y = # ableiten laBt — jedenfalls wenn der Rand keine Ecken besitzt. 
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zum Minimum gemacht werden. Dies Variationsproblem hat einen Sinn, 
weil es sicher eine zugelassene Funktion gibt, z.B. a(x, y) (s. 8. 209), 
und ferner, weil der Variationsausdruck nach unten beschrinkt ist. Das 


Integral [{ fodady kann namlich nur von geringerer GréBenordnung 
G 


unendlich werden, als J,{[g~]. Um das einzusehen**), zerlegen wir 
SStodedy= ff tudrdy + ff tip—w)dzdy 
und schatzen das letzte Integral durch 
ISS r(—a)dzdy|"< ff fdzdy [f(y —a)*dedy 
ab. Das Integral SS(e- a)*dzdy, das wir auch durch He[p — @] 


abkiirzen wollen, kénnen wir nun, wie wir sogleich beweisen werden, 
folgendermaBen abschatzen: 


(4), H(y —#) <cD[p— &) Se*J,(p — &), 
wo c eine nur vom Gebiet abhangige positive Konstante ist. 
Beachten wir nun noch die Ungleichung 


VWole — #) S Wo(y] + V4 [e) 


und fassen wir unsere Schliisse zusammen, so erhalten wir 
[fre dxdy| <c VIy[o) VATA) + ¢ Vola) VATF] +|ff rudedy 


woraus sich die Behauptung ergibt. 








2. Die Integralungleichungen. 
Die Abschatzungen (4), folgen aus den Integralungleichungen 


(5) He(~] <eDaly] +ef y*ds 
(6) DelelSehalplt+ef (vs+op)as, 


wo c eine geeignete positive nur vom Gebiet abhingige Konstante ist. 
Die zweite Ungleichung (6) folgt offenbar aus der ersten Ungleichung 
(5) durch Einsetzen der ersten Ableitungen von g. Wenden wir die Un- 
gleichungen auf die Funktion g — @ an, so verschwinden die Randinte- 
grale wegen der Randbedingungen (1), (4) und es ergeben sich die oben 
benutzten Beziehungen (4),. 

Um die Ungleichung (5) zu beweisen, nehmen wir zuerst an, daB 
die Funktion »(z, y) bis auf den Rand stetig ist und die ersten Ableitungen 


#2) Vgl. auch das kiirzere, aber speziell auf den Fall der eingespannten Platte 
zugeschnittene Verfahren von W. Ritz, Ges. W. XV, 8S. 200. 
Mathematische Annalen. 98. 15 
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stiickweise stetig. Nun setzen wir**) g = fv, wo die Funktion f noch ge- 


eignet zu bestimmen ist. Dann wird 
Pe t+, =f? (vi ty) +2ffevrre+2fhvy+(fe+h)r 
= f*(vg + vy) —fAfo* + (ff,v*), + (ff,v"),, 


und nach Integration 


[J oi + of aedy = |{rr(u2+ef)dzdy— [fF orazay + | Fora. 

) @ @ 

Wahlen wir jetzt z. B. fiir f die erste Eigenfunktion der Membran, die in 

ein das ganze Gebiet G umschlieBendes Rechteck eingespannt ist, so wird, 
Af | fn 


da f stets positiv ist, me te: 4>0, wihrend sicher | “| kleiner als eine 





endliche Konstante a ist; und wir erhalten 
ASS p*dedy < SS (gp +,)dzdy taf o*ds. 


Wir wollen noch einen anderen, weniger eleganten Beweis darstellen, 
weil er sich weiter verallgemeinern l48t***) und weil wir eine dhnliche 
Betrachtung spaiter noch einmal brauchen. Wir betrachten zunichst ein 
Gebiet 7’, das von je einem Stiick etwa der Geraden z=0 und x= 0 
und von zwei stetig gekriimmten Kurven 7, und 7, begrenzt wird, die 
sich fir 0<2<b6 durch Funktionen y,(z) und y,(z) darstellen lassen 
und die voneinander héchstens den Abstand h haben. Wir stellen dann 
den Wert von @ in einem Punkte (z, y) durch 


2 ¥, 
p(x, y)= 9(2, ¥,)— J e,dy 


dar und erhalten nun nach Anwendung der Schwarzschen Ungleichung und 
nach zweimaliger Integration “*) 


(7) Lf p*dady <2hf yrds +2h* ff (92 + yp) dedy. 


y - Das Gebiet G kénnen wir nun nach unseren Vor- 
/ ] aussetzungen iiber den Rand in eine endliche Aa- 
”% zahl solcher Teilgebiete G zerlegen, so daB die 
. | Kurven 7, stets Stiicke des Randes I sind Ad- 
0 b= 
Fig. 1. 





dieren wir simtliche zugehérigen Ungleichungen (7), 
so erhalten wir, wenn d der gréBte Abstand zweier 


48) Der folgende Beweis fallt im wesentlichen mit einer von Picard, Journ. de 
math. (4) 6 (1890), S. 151—153 zu einem ahnlichen Zwecke angestellten Betrachtung 
zusammen. 

%8*) Aus dem Gang des Beweises folgt, daB die Ungleichung (5) auch gilt, wenn 
das Randintegral nur iiber einen Teil von I erstreckt wird. 

%*) Vgl. zu diesen Betrachtungen A. 8S. 14. 
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Randpunkte von I’ ist, in 
[f p*dedy <2d fy*ds+2d* ff (o) +o,))dedy 


die gesuchte Ungleichung (5). 

Von der Forderung der Existenz der Funktion » und ihrer Ableitungen 
auf dem Rande befreien wir uns sofort, wenn wir die bewiesene Un- 
gleichung auf die Teilgebiete von G anwenden, die von den Niaherungs- 
kurven I, begrenzt werden, und den Grenziibergang’*) vollziehen. Wir 
sind dann sicher, da8 die Ungleichungen (5) und (6) fiir die Funktionen p 
mit den von uns geforderten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen 


gelten; wir miissen nur noch die Existenz der beiden auftretenden Rand- 
integrale fordern. 


3. Die Konvergenz der Minimalfolge. 


Nach dieser Einschaltung iiber die Integralungleichungen wenden wir 
uns wieder der Durchfiihrung unseres Existenzbeweises zu. 

Der Variationsausdruck hat also eine untere Grenze d; da es wenigstens 
eine zugelassene Funktion @ gibt, so gibt es auch eine Folge von zu- 


gelassenen Funktionen u,, fiir die der Variationsausdruck gegen die untere 
Grenze d geht: 


Jo(u,] — 2S ftudady—d. 
G 


Aus einer solchen ,,Minimalfolge“ u, werden wir durch Grenziibergang die 
Lésung erzeugen. 

Ist ¢(2, y) eine Funktion, die sich als Differenz zweier zugelassener 
Funktionen auffassen la8t (die also insbesondere auf dem Rande J’ mit 
ersten Ableitungen verschwindet), und ist ¢,; eine Folge solcher Funktionen, 
fiir die J,{¢,] und Sf tede dy beschrankt bleiben, so gilt, wie man in 


bekannter Weise**) schlieBt, fiir die Minimalfolge u; die Grenzgleichung: 
(8) Jy(u;» oi] — J tedy — 0) (t+ oo), 


die zum Ausdruck bringt, daB fiir die Funktionen der Minimalfolge die 
erste Variation in der Grenze verschwindet; sie bildet die Grundlage fiir 
alle weiteren Schliisse. 


45) Durch diesen Grenziibergang li8t sich auch vermittels (6) die Existenz von 
D{q~—] und damit die von D[q] aus der von J,[y—], d.h. aus der Existenz 
von J,[q@] folgern. 

1) Vgl. C. 8. 145. 

168) J,[¢, w] ist der Polarausdruck des in y quadratischer Ausdruckes J, [¢]. 

15* 














214 K. Friedrichs. 


Fiir die ,,willkiirliche Funktion“ ¢; machen wir nun verschiedene Ein- 
setzungen. 

Einmal setzen wir (;=u;—u,, wo k unabhingig von 7 gegen Un- 
endlich geht. Vertauschen wir ¢ und & und subtrahieren die beiden so 
entstehenden Grenzgleichungen, so erhalten wir: 


(9) J,(u;— u,] + 0 (t, &—+ 00). 


Da offenbar die Funktion u;— wu, am Rande verschwindet und ebenso 
wegen (4) die Randintegrale 


J (me — u,)' de, f (my -- u,) ds, 
so liefern die Integralungleichungen (5), (6) aus der Relation (9) sofort 
(10) D{u,—u,]— 0, H(u;— u,)] — 0. *’) 
Die hier gewonnenen Grenzgleichungen gestatten es, in ein paar 
Schritten auf die Konvergenz der Minimalfolge zu schlieBen. 


Zu dem Zweck**) stellen wir den Wert der Funktion u,— u,=(¢, 
etwa im Punkte x= 0, y= 0, durch die Beziehung 


¢(0,0)=¢(z, 0) — ft, (x, 0)dzx 
0 


dar, bestimmen nach dem Mittelwertsatz zu jeder Funktion ¢ den Wert Z 
als eine solche etwa zwischen 0 und a gelegene Zahl, daB 
¢(z,0)=1f ¢(2,0)az 
0 


wird, so daB wir die Darstellung 
(0, o)=2 fee, 0)dzx — fitz, 0) dz 


erhalten, und wenden auf diesen Ausdruck dasselbe Verfahren in der 
y-Richtung an. Dann erhalten wir bei gceigneter Wahl der zwischen 
0 und a gelegenen Zahl 7 die Darstellung 


£(0,0)=4f [cazdy—1f fc dedy— Lit tdedy +f {eeaeay. 
v0 00 ov 00 


7) Diese Grenzgleichungen besagen, daB die Minimalfolge mit ersten und zweiten 
Ableitungen asymptotisch eindimensional ist. Vgl. B. S. 290. 

**) Das hier angewandte Verfahren gestattet die Erfassung der Randwerte, ohne 
zu benutzen, daB sie vorgegeben sind; infolgedessen laBt es sich ohne weiteres z. B. 
auf den Fall der freien Platte iibertragen. 
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Eine solche Darstellung des Wertes von ¢ in der Ecke eines Quadrates 
durch Integrale von ¢ und seinen ersten und zweiten Ableitungen, die 
iiber dies Quadrat erstreckt sind, gilt offenbar fiir jeden Punkt des Ge- 
bietes G, auch fiir Randpunkte**); und wir erhalten somit, bei einmal 
hinreichend klein gewahltem a, die fiir alle Punkte von G und I giiltige 
Abschatzung 





\¢|<+ VHelt]+ YDolt] +o V%(e]- 


Da nun die hier auftretenden Integrale in der Grenze (¢,k-—+ 00) ver- 
schwinden (vgl. (9), (10)), so folgt, da’ ¢—u,—wu, in @ gleichmaBig 
gegen Null geht, wenn ¢ und & unbeschrinkt wachsen. Das aber besagt, 
daB die Minime!folge u, in G gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion u 
konvergiert, die in @ einschlieBlich des Randes I" stetig ist. 

Es kommt nun darauf an, nachzuweisen, daB8 die Grenzfunktion u 
die gesuchte Lésung des Variationsproblems ist. Zuerst zeigen wir, dab 
die Funktion u Ableitungen besitzt und der Differentialgleichung geniigt; 
und dann weisen wir nach, da8 der Variationsausdruck existiert und der 
unteren Grenze d gleich ist, und endlich, daB die Randbedingungen er- 
fillt sind. 


4. Die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion™). 


Um die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion u zu zeigen, ziehen wir 
wieder die Grenzgleichung 


(8) Jo(uss ti] — JJ reidxdy — 0 (i —+ co) 


heran; fiir ¢, setzen wir eine Funktion ¢, die innerhalb eines Kreises K mit 
ersten und zweiten Ableitungen stetig ist, stetiges 4¢, 4¢, 44¢ besitzt und 
die ferner auBerhalb des Kreises K im Innern von G verschwindet. Formen 
wir nun das Integral J,[u,;,¢] durch Teilintegration um, so bleibt, da 
die Randglieder wegfallen und da das AuBere des Kreises auch keinen 
Beitrag liefert : 

Sfu,4Atdady— ff ttidxdy—o (¢ + co). 


xz 4 


Nun kann man, weil u, im Kreise gleichmaBig konvergiert, den Grenz- 
iibergang vollziehen, und man erhilt die Gleichung: 


Sfudatdedy— ff ftdzdy=o. 
zx z 
1*) Man lege das Quadrat so, daB nur eine Ecke auf dem Rande liegt, und er- 


setze es nétigenfalls durch ein Parallelogramm. 
%) Vgl. zu der SchluBweise E. S. 106. 
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Fiir ¢ soll aber eine Funktion eingesetzt werden, die im Mittelpunkt (z,, y, ) 
des Kreises K die zum Differentialausdruck 44 gehérige Singularitat 
besitzt, also dieselbe Singularitaét wie 


—xrlgr, wo r?=(x—2,)°+(y—y%)* bedeutet. 


Das ist erlaubt; denn ¢ bleibt dabei mit ersten Ableitungen stetig, wah- 
rend die zweiten Ableitungen nur an einer Stelle unstetig werden und 
doch quadratisch integrierbar sind. 
Man erhilt eine solche Funktion £, wenn man 
R 
: J o°(R-e)*de 
C= D(z, y; X,Y) = — gz ere 
J e*(R-e)*de 
UW 





setzt. Der Faktor von r*lgr bewirkt, daB @(z, y; 2, y,) mit seinen Ab- 
leitungen bis zur vierten Ordnung am Kreisrande r= R zu Null wird und 
doch bei r = 0 die vorgeschriebene Singularitaét behalt, und da8 der Ausdruck 
4AK bei r=0 und r=R stetig ist, und zwar mit allen Ableitungen 
bis zur vierten Ordnung. 

Setzt man nun die Funktion @ fiir ¢ ein, so wird nach der partiellen 
Integration wegen der Singularitét noch ein Glied u,(z,, y,) auftreten, so 
daB man nach dem Grenziibergang 


ff ud ddedy — Jf fPdady + u(x, %) = 0 


erhalt. Das ist eine Integraldarstellung der Grenzfunktion wu. Aus ihr 

erkennen wir, daB wu zweimal stetig differenzierbar ist und stetiges 4u_, 

Au, und 44u besitzt. Denn der erste Anteil Sfu44 Ddady ist sicher 
K 


viermal nach z,, y, differenzierbar, und ff f ®dxdy sicher zweimal. Der 
K 


singulare Bestandteil von aff fPdxdy: — = ff figrdxdy laBt aber 
e . 


einmalige Differentiation und die 4-Operation zu, wie man aus der Po- 
tentialtheorie weiB. 
Aus der Formel 


ffuddtdedy— {ftdzdy=0, 
x 


wo ¢ wieder stetige zweite Ableitungen und stetiges 4¢,, 4¢,, 44¢ be- 
sitzt, schafien wir durch partielle Integration die Ableitungen von ¢ her- 
aus und erhalten 


Sf (44u—f)tdrdy=o, 


p 4 
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woraus wir wegen der Willkiirlichkeit von ¢ schlieBen, daB die Funktion u 
im Innern von @ iiberall der Differentialgleichung 


(2) Adu—f=0 
geniigt. 


5. Die Existenz und Konvergenz der Integrale und die 
Randbedingungen. 

Aus der GleichmaBigkeit der Konvergenz der Minimalfolge u, ergibt 
sich unmittelbar, daB die Grenzfunktion die erste Randbedingung u = @ 
erfiillt, und da8 das Integral f f fu,;dxdy gegen das Integral f f fudzdy 
konvergiert. 7 - 

Um die Erfiillung der zweiten Randbedingung und die Existenz des 
Integrals Jo, (u] nachzuweisen**), bemerken wir, daB fiir die ersten Ableitungen 
der Minimalfolge, die im allgemeinen nicht konvergieren werden, doch die 
Grenzgleichung 


(11) Dg+(u;— uj] +0 


besteht, die fiir alle im Innern von G gelegene Teilgebiete G@* eine mittlere 
Konvergenz ausdriickt. Um sie zu beweisen, ziehen wir die Umformung 


(12) De-(u; —u)= — JJ (4u,— 4u)(u,—u)dady 
— f (in = tn) (ug — 4) ds 


heran, wo I™ der Rand von G* sein soll. Da die Folge u, gleichmaBig 

gen uw konvergiert, wird auch Dg-[u;— uu] gegen Null gehen, sobald die 

Integrale [ 4u?dy und fugds beschrinkt bleiben. Die Beschranktheit 
g* I* 


von f f Mu? dxdy folgt sofort aus der von J,[u;|. Um die Beschrankt- 
G 


heit des zweiten Integrals f uj.ds nachzuweisen, ist es notwendig, eine 
re 

— auch spiter immer wieder zu benutzende — Integralungleichung heran- 

zuziehen, die es erlaubt, das Verhalten von Integralen iiber eine Kurve 


aus dem Verhalten von Integralen iiber benachbarte Gebiete zu erschlieBen. 
Diese Ungleichung lautet: 


(18) { v*ds—c YDele] Vy Holy) + ¢ VHe[9), 


wo eine stetige ‘mit stiickweise stetigen ersten Ableitungen versehene 
Funktion ist, und wo c¢ eine geeignete nur vom Gebiet abhingige Kon- 





*t) Dieser Nachweis fehlt bei W. Ritz. Aus der Existenz der zweiten Ableitungen 
im Innern von @ folgt die Existenz des Integrals J,[u] unmittelbar nur, wenn das 
Integrationsgebiet ganz im Innern von G liegt. 








218 K. Friedrichs. 


stante ist. Die Ungleichung gilt auch mit ein und derselben — nur vom 
Gebiet abhangigen — Konstanten c, wenn das Integral f p*ds iiber alle 
Naherungskurven I, einer Umgebung des Randes I" erstreckt wird**). 

Durch Anwendung dieser Ungleichung auf die ersten Ableitungen der 
Funktion u;— @ fiir ein Teilgebiet G* und seinen Rand I, der von der- 
selben Natur ist wie I, erhalt man 


(wn —t,)"ds<e V Jog. [uj — ti] ¥ De-(u,—%) + ¢ De [u, — #). 


Da die hier auftretenden Integrale iiber G* nach dem oben ((4), 8. 211) Be- 
wiesenen beschrinkt bleiben, gilt dasselbe von i (Mtn — %,,)*ds und daraus 
ergibt sich dann die Beschranktheit des Integrals f ujds, die gebraucht 
wurde, um die Konvergenz ; 

(11) Dg-(u,; —uj—+90 (f+ co) 
nachzuweisen. 


Aus dieser Grenzgleichung kénnen wir sofort auf die Existenz des 
iiber das ganze Gebiet @ erstreckten Integrals Dg[u]} schlieBen. Es ist 
offenbar 

{De-[u— a) < YDolw,—@) + YDo-tu— uh 

Der Limes superior der Integrale Dg[{u;— %], der offenbar existiert 
— man schitze nach (6) ab —, ist also eine obere Schranke fiir die 
Integrale Dg-[{u — a] iiber alle Teilgebiete G*. Es existiert also das Integral 
Deg(u — iu] und damit wegen J Dg-[u] < )De{u] + ¥De[u—@] auch 
das Integral Dg[u]. 

Aus der Konvergenz (11) des Gebietsintegrals kénnen wir sofort auf 
die entsprechende Konvergenz des Kurvenintegrals 


(14) L{(u, — tie)* +(uy — my)? } ds —+ 0 


schlieBen, indem wir dies Integral nach der soeben angegebenen Un- 
gleichung (13) durch 











¢ VJq+(u — u,) ¥De-(u — u,] +eDe-[u—u,] 
abschatzen und die Beschrinktheit des Integrals Jg-[u — u,] beachten. 
Auf Grund der in den Grenzgleichungen (11) und (14) ausgedriickten 
mittleren Konvergenz der ersten Ableitungen der Minimalfolge kénnen 


wir nun zeigen, da8 das Integral 4, [u) fiir die Grenzfunktion existiert 
und nicht groBer ist, als die untere Grenze der Integrale Jy,[u,] der 





*) Vgl. zum Beweise A. 8. 13—16. 





) 
, 











Randwertprobleme bei elastischen Platten. 219 


Minimalfolge**). ,,Entwickeln“ wir namlich das Integral J,[u;] in der 
Umgebung der Grenzfunktion u durch die Gleichung 


Jo(u;] =Io(u} + 2I,(u,,u,—u]+J,[u,—u], 
so erkennen wir, daS wir nur noch zeigen miissen, da8 das gemischte 
Glied gegen Null geht, um 
lim Jo(u,] > J, [w] 
schlieBen zu kénnen. Wir wollen zunichts die J-Integrale nur iiber ein 
Teilgebiet G@* mit dem Rand I* erstrecken. Das gemischte Glied formen 
wir durch einmalige Teilintegration um: 
Jog. (U, U, — U] 


= — Dg:[Au, u; — u] + fk tan (M5 — U)e+ U,,(u; — U)}de. 


Wenden wir auf diesen Ausdruck die Schwarzsche Ungleichung an, und 
beachten die oben bewiesenen Grenzgleichungen (11) und (14), so erkennen 
wir, da8 in der Tat die Konvergenz 


J, 


0Gg* 
besteht, so daB also die Ungleichung 
lim Jog+[%;) 2 Yog.|u], 

aus der wir erkennen, da8 lim J,,[w,] eine obere Schranke der iiber alle 
Teilgebiete G* erstreckten Integrale Jog. (u] ist; es existiert also das 
iiber das ganze Gebiet @ erstreckte Integral Jo,[w] und es ist 
(15) lim Jog(u,] > Jog(%]. 

Nun miissen wir noch nachweisen, daB auch die zweite Rand- 
bedingung f {(u,—a#,)*+ (u, — u,)*} ds = erfiillt ist. Zu dem Zweck 

F 
zeigen wir, daB die oben bewiesene Konvergenz Dg+(u— u,;)—+0 hin- 
sichtlich etwa aller Teilgebiete @* = G,, die von Naherungskurven '* = I, 
mit dem Abstand h vom Rande I’ umschlossen werden, gleichmaBig ist, 
so daB also die Grenzgleichung 
De{u—u;|—+ 0 

auch fiir das ganze Gebiet G besteht™). 


{u, u;—u]—0 





*3) Der folgende Beweis dieser Tatsache ist im Grunde ein Beweis fiir die Halb- 
stetigkeit des Integrals J,[y] in der Umgebung jeder mit ersten und zweiten Ab- 
leitungen stetigen Funktion gy, fiir die noch stiickweise stetige 4g,, Ay, existieren. 
Vgl. auch zu der SchluBweise L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni, Kap. XI, 
8. 383. 

*) Diese Grenzgleichung hitten wir auch unmittelbar aus (11) schlieBen kénnen. 
Vgl. B. 8. 316, 317. 
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Wir entnehmen diese GleichmaBigkeit aus der Umformung (12), wobei 
wir nur noch zu bemerken haben, daB auf Grund der Existenz des Inte- 
grals Jo,(u] das Integral ff (4u— 4u,)*dxdy gleichmabig fir alle Teil- 

Gr 


gebiete beschrinkt ist und ebenso f (tu, — %,)°ds, wie wir unter Beachtung 


des Zusatzes zur Ungleichung (13) erkennen. 

Aus der gleichmaBigen Konvergenz der Gebietsintegrale Dg, { u — u;} 
gegen Null ergibt sich, wiederum aus der Ungleichung (13) und ihrem 
Zusatze, die GleichmaBigkeit der Konvergenz des Kurvenintegrals 


jf (He — Wie)* + (u, — 14} de 0 (§—-+00) 


fiir alle Naherungskurven I’, einer Umgebung von I. Diese Tatsache 
14Bt uns aber fast unmittelbar erkennen, da das Integral 


PAC — i,)’ + (um, — a,)*}ds 

A 

gleichmaBig hinsichtlich h gegen das Integral 
Jiu. — 8.) + (u, — #,)"} as 


konvergiert, woraus wir wegen filme — u,)* + (m4, — u,)*} ds =0 sofort 
die Gleichung 


(16) Jiu. — @,)* +(u, — @)"Fds=0, 


d. h. die Erfiillung der zweiten Randbedingung, entnehmen. 

Die bisherigen Entwicklungen lehren, daB die Grenzfunktion wu alle 
Zulassungsbedingungen erfiillt; ferner folgt aus ihnen (vgl. 8. 217 und 
(15)), das 


jim (J, [u,;] — 2 Sf fudady) — d>J,[u]— 2Sfrudedy 


ist; d.h. die Funktion u macht den Variationsausdruck nicht gréBer als 
die untere Grenze; als zugelassene Funktion kann sie ihn aber auch nicht 
kleiner machen. Kurz, die Grenzfunktion « macht den Variationsausdruck 
gerade zum Minimum und ist somit die — offenbar einzige — Lésung 
des gestellten Variationsproblems. Da8 sie auch die Lésung der ent- 
sprechenden Randwertaufgabe ist, ist schon dadurch gezeigt, daB sie die 
Differentialgleichung 44u — f= 0 und die Randbedingungen erfiillt. 


3. Die strenge Erfiillung der Randbedingungen. 


Der Existenzbeweis fiir die Lésung des Variationsproblems ist hier- 
mit abgeschlossen. Wir zeigen nun noch, daB die zweite Randbedingung 


fX(u. —#,)* + (u, —,)*}ds = 0 
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auch in der strengen Form 

u,—t,=—0, u,—t,=—0 
erfiillt ist*®), Genauer: Bei der Annaherung an einen Randpunkt P, gilt 
u,—&,—0; u,—t,—-0, entweder, wenn 4@,, At,, 44% im Innern 
von G und J AAu* dy existieren, oder wenn die Funktionen #,, wi, in 
der Umgebung von P, stetige Randwerte besitzen. 


Zum Beweise**) betrachten wir einen Punkt P,, der zwischen den 
beiden Naherungskurven J°, und I, liegt, und schlagen um ihn die Kreise 


K,, und K, mit den Radien : und h. Die beiden den Kreis X, beriihren- 
den Normalen*’) auf I" schneiden aus der Randkurve I" 7 p 
ein Stiick heraus, das wir mit (I") bezeichnen. Der ae Ton 


Randstreifen, der von I” und der Naherungskurve I,, 
begrenzt wird, heiBe S,,, und das Stiick, das die beiden 
Normalen aus ihm ausschneiden, (8,,). 
Nun kommt es darauf an, z, B. den Wert der Funktio- 
nen ¢,=u,—t%, im Punkte P, abzuschitzen. Offenbar Fig. 2. 
besteht die Darstellung 


- 1 R 1 
6. ™ d ff ategZazdy top f teas, 
KR KR 


wo Kp ein Kreis mit dem Radius R um den Punkt P, ist und Kg seine 
Peripherie bedeutet. Multipliziert man mit R, integriert nach R von 


0 bis 7 und wendet die Schwarzsche Ungleichung an, so gewinnt man die 


Abschatzung 
3 son [{ athdedy + 5 [[ezazay 
Ey, Ep 
2 ry 
oder 
(17) te + Gy Sch Dx, [40] + 5 Dx, [¢]. 
2 3 


fiir die Werte von ¢, und by im Punkte P,. 
Nehmen wir erst einmal an, daB das Integral D[4¢] iiber das ganze 


*) Die kurze Betrachtung von Ritz zu diesem Zweck ist nicht stichhaltig. 
Ges. W. XV, 8. 214. 

%) Der Grundgedanke des Beweises findet sich in C. 8, 149—150. 

*7) Die leichten Modifikationen dieser Betrachtungen, die an den Ecken not- 
wendig sind, bediirfen keiner besonderen Erdérterung. 
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Gebiet G genommen existiert, so brauchen wir nur noch das Integral 
Dx, [¢] folgendermaBen abzuschitzen: 
2 


Duy (2) < Dis,w [2] Sek Ing, [0] + eh f (C5 + oy) de. 
2 


Die Giiltigkeit dieser Abschitzung ergibt sich fast unmittelbar aus dem 
fiir die erste Ungleichung (5) gegebenen Beweis. (Vgl. z. B. (7), 8. 212 
und Anm. ***).) 
Da aber J (bet bu) ds = 0 ist wegen (16), erhalten wir in 
WP) 


(18) e+e Sch" Ds,, [40] + edo, [0] 


eine Abschiitzung, die uns lehrt, uaB der Wert von 2 4. e = (uw. — a,)* 
+ (u, — #,)* in irgend einem Punkte P, zwischen I, und I, mit h 
gegen Null geht, unabhingig von der Annaherung. 

Kénnen wir nicht die Existenz von D[4¢] voraussetzen, wohl aber 


die Existenz des Integrals {{(44%)*dxdy und damit die des Integrals 
G 


ff(44¢)’ dzdy, so kommen wir zum Ziel, wenn wir die Ungleichung 
d 
(19) [ftor+ ep rdzdy <en*[[{(4g)*dzdy + 5 [[otazay 

EK, En En 

2 


heranziehen und fiir p= 4¢ auf das erste Integral von (17) anwenden; 
ofienbar gelangen wir dann zu der Ungleichung 


(20) Getty Soh" [f(4dt)*dady ted, [0] +eff(4c)*dedy, 


aus der wir wieder schlieBen, daB ¢ und a wie oben bei Annaherung 
an den Rand verschwinden. 


Um die soeben angefiihrte Ungleichung (19) zu beweisen, beginnen 
wir mit der Greenschen Formel 


(21) {I (i+ gj)dzdy = — ff pdgpdzdy+ foo,de 


fiir einen Kreis K, mit dem Radius r um den Punkt P, und der Peri- 
pherie K,. Nun beachten wir, dab ogy, = }(q*), und das Integral 


1d 11 
Jernde =s7; fords — 7 7 fords 
r K, Tr 


ist. Integrieren wir jetzt die Greensche Formel (21) nach r von $h bis 7, 
so ergibt sich 
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f [fers epazayar 


th Kr . 
-- [ffesracavarss fo tde— 4 [ otds—4  [otdedr. 
hh Kth th K, 
Wahlen wir jetzt fiir 7 einen Wert, der so zwischen 3h und fh liegt, daB 
Joras =< ff p*dzdy ist, so finden wir leicht 


K> E,~X3)) 
' [for+ opdavay <aV ff oracayy [[isoyaray + jf fordeay, 
Kp Ka Ra RE, 


woraus man sofort die gesuchte Ungleichung (19) entnimmt. 
Die Existenz des Integrals f f (44%)*dxdy, auf die wir uns oben be- 
G 
rufen haben, werden wir aber nicht immer voraussetzen diirfen. Wollen 
wir sie nicht benutzen, so ersetzen wir in den vorangehenden Entwick- 


lungen ¢, = u,— %, durch u,— a, wo a der Randwert von #, im Punkte P, 
ist. Wir erhalten dann 


(u, — a)* <eh' [{(44u)*az dyed, [u)+ | —a)*ds. 
_ hy 


Ssa 





Diese Abschaitzung unterscheidet sich von der friiheren (20) wesent- 


lich nur durch das Auftreten des Gliedes £ {(u, —a)*ds, das jetzt nicht 
wm) 
verschwindet; es nimmt aber wegen (16) f(u,— u,)*ds=0 den Wert 


i J@— a)*ds an; und dieser Ausdruck geht mit h gegen Null, wenn 
) 

nur @, in der Umgebung des Punktes P, stetige Randwerte annimmt; 
denn die Lange des Stiickes (I"), das sich mit abnehmendem h auf den 
Punkt P, zusammenzieht, hat die GréBenordnung von h. Also geht auch 
der Wert von u, im Punkte P, gegen den Wert a, wenn sich der Punkt P, 
dem Randpunkt P, nahert. Entsprechend finden wir unter der An- 
nahme, da8 auch @, in der Umgebung des Punktes P, stetige Randwerie 
besitzt, daB der Wert von u, im Punkte P, gegen den Wert von #, im 
Punkte P, geht, wenn der Punkt P, dem Randpunkt P, beliebig nahe 
kommt. 
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IL. Das Gleichgewichtsproblem der freien Platte. 
1. Aufstellung des Problems. 


Wir gehen jetzt zur Behandlung des Problems der freien Platte im 
Gleichgewicht iiber. Der Existenzbeweis kann fast wortlich ebens» wie 
bei der eingespannten Platte gefiihrt werden. Es sind nur noch e. xige 
Vorbereitungen nétig, um das Variationsproblem sinngema&8 aufzuste en 
und seine Definitheit nachzuweisen. 


Die Platte soll ,frei* heiSen, wenn sie nur fest vorgegebenen Kré ten 
und Drucken unterliegt, die nicht von der Verbiegung der Platte ab- 
hingen; dazu soll angenommen werden, da diese Krafte und Drucke 
potentielle Energien besitzen. 


Durch die Durchbiegung (2, y) aus der ebenen Ruhelage entsteht 
im Innern eine Spannkraft, deren Dichte durch den Differentialausdruck 
vierter Ordnung — 44 gegeben ist. Jetzt sind aber zwei Drucke am 
Rande wirksam, die durch die Differentialausdriicke dritter und zweiter 
Ordnung 


—p4p—(l—p#)9, , 
und 


— 49, —(1— 2) (Pn,0)e 
dargestellt werden, wahrend in den Ecken ,,Einzelkrafte“ 
—(1— 2) (92, — 9) 
entstehen. 
Der Sinn dieser Ausdriicke ergibt sich aus den folgenden Bezeich- 
nungen: Es bedeuten (z,,y,,) und (2,,y,) die Einheitsvektoren der auBeren 
Normalen und der ,,positiv gerichteten* Tangente des Randes I’; py, und 


y, stellen die normale und tangentielle Ableitung einer Funktion y(z, y) 
am Rande dar. Ferner ist gesetzt: 


Pua Pan%, + PynYs= Paz tn Xs + Pay (Yn Xe + In Ys) + Pyy In Ys 

Pan - Panta Pyn In Pe2%e + {Psy Xn Yn + Pyy Yn- 
SchlieBlich bedeutet pm baw. my den Wert, den die Funktion g(z, y) 
annimmt, wenn der Punkt (x, y) sich auf dem Rande in positivem bzw. 
negativem Sinne einer Ecke niahert. 

Der Ausdruck — u4y —(1—p)¢,,, stellt**) das zum Rande nor- 
male ,,Biegungsmoment* dar; der zweite ist der Normalanteil der ,,Stiitz- 


kraft“, der Summe von ,Scherkraft* — 4, und ,,Ersatzscherkraft“, die 
der tangentialen Ableitung des ,,Scherungsmomentes“ — (1 — u)¢, , gleich 


%*) Vgl. zu den Bezeichnungen z. B. A. Nadai, Elastische Platten 1923, S. 33. 
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ist. Die Differenz der in den Eckpunkten an verschiedenen Seiten ge- 
nommenen Scherungsmomente ist die dort wirksame Einzelkraft. 


Wirkt nun auf das Innere der Platte eine Kraft von der Dichte 
f(x, y), am Rande eine duBere Stiitzkraft p(s) und ein auBeres Biegungs- 
moment g(s), ferner in den Ecken Einzelkrifte k, so lauten die Gleich- 
gewichtsbedingungen 


(3) AAp—f=0 

im Innern, 

(22) Ag, + (1— #)(%,,.),+ P= 0 
(23) wAp+(l—2)y,,—G=0 
am Rande und 

(24) (1— 4)(92.— 92.) +k=0 


in den Ecken. 


Wir erhalten sie aus der Forderung, die gesamte potentielle Energie 
}V(q] zum Minimum zu machen. Dabei lautet der ,,Variationsausdruck“ : 


Vivl=Ile]—2Sftodzdy—2f ppds—2fqo,de—2 Sky. 
G Zz 


(Die Summe |» ist iiber alle Ecken Z des Randes I zu erstrecken.) 
3 


Die Rand- und Eckenbedingungen werden beim Variationsproblem 
nicht gestellt, da sie ,natiirliche* Bedingungen sind; d.h. die Lésung 
wird ihnen — ebenso wie die Differentialgleichung — von selbst ge- 
niigen **). 

Dies folgt nach dem bekannten Schlu8 der Variationsrechnung aus 
der folgenden Umformung der ersten Variation des Ausdruckes V[q] mit 
einer ,,willkiirlichen* zulissigen Funktion ¢(2, y) *°): 


*°) Allerdings gelingt es nicht nachzuweisen, daB sie in ,strenger Form“ erfiillt 
sind. Vgl. S. 229. In der folgenden nur orientierenden Betrachtung ist die Existenz 
der ersten, zweiten und dritten Ableitungen von y auf I vorliufig angenommen. 


%°) Diese Umformung bestitigen wir, indem wir —- £(@n,s)2d8— = £(Pn2—Pn,2) 


durch Teilintegration in ft a,, 48 iiberfiihren, den Ausdruck ff, Yn, 48 +f on Pa.n 18 
in P| {bx Pzn—yPyn}@s umformen und schlieBlich diesen Ausdruck ebenso wie das 
Integral fe 4gy,ds nach der Greenschen Formel in Gebietsintegrale iiberfiihren. 
Vgl. S. 208. 
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(25) V[gtl=Al~.t]—fre—fptds—fat,de— Ske 
=Jt(44e—f)dy 
— fF (4e,+(1— H)(op,.).+ B) ds 
+ fo,(H 49 +(1— 1), 9) as 
— S0((l— wie — # pi) + k) 


unter Beachtung der unabhangigen ,, Willkiirlichkeit* von ¢(z, y) in G, von 
¢(s),¢,(e) auf I und von ¢ in den Ecken EZ und der Tatsache, daB die 
Lésung des Variationsproblems die erste Variation zum Verschwinden bringt. 

Uber die Natur der beim Variationsproblem zugelassenen Funktionen, 
iiber Gebiet G und Rand I und iiber die Auffassung der Gebiets- und 
Randintegrale im uneigentlichen Sinne machen wir dieselben Voraus- 
setzungen, wie bei der eingespannten Platte (vgl. 8. 209). Der Parameter u 
mu8, wie sich spater (vgl. 8.230) als notwendig herausstellt, absolut kleiner 
als Eins sein. Die vorgegebenen Funktionen p(s) und g(s) sollen auf 
dem Rande stiickweise stetig sein. Die Funktionen f(x,y), p(s), q(8) 
und die GréBen & diirfen aber nicht willkiirlich gewahlt werden; es miissen 
vielmehr Bedingungsgleichungen 


(26) K= Sf fdxdy + {pds + Fk=0 
(27) M = Sf fdxdy + f pxds + fat dsi+-Skx=0 
E 


N= ff fydedy + {pyds+ fay,ds+ Sky=0 
Gg r r rg 
erfiillt sein. 

(Die erste Gleichung verlangt, daB die Gesamtkraft der auBeren Ein- 
wirkungen verschwindet, wahrend die beiden anderen das Verschwinden 
ihres Gesamtbiegungsmomentes besagen. ) 

Gi>t es namlich eine Lésung der nee d. h. eine Funk- 
tion g =u, die den Gleichungen (3), (22), (23), (24) geniigt, so brauchen 
wir nur in die Gleichung (25) u fir und die Funktionen 1, z, y **) 
fiir ¢ einzusetzen, um die Bedingungen (26) und (27) zu erhalten. Anderer- 
seits erweisen sich diese drei Bedingungen als notwendig dafiir, da8 der 
Variationsausdruck iiberhaupt nach unten beschrinkt ist. Setzt man 
namlich p= y, + «+ Sx + yy, so nimmt der Variationsausdruck den Wert 


V(~]=V[o] —2aK—2pM—2yN 





%*) Die Rolle, die hier die linearen Funktionen spielen, erklirt sich daraus, daB 
sie die Lésungen des zugehérigen homogenen Problems sind. 
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an und kann durch Wahl von «, 8, y beliebig klein werden, wenn nicht 
K, M und N verschwinden. 

Sind diese drei Bedingungen jedoch erfiillt, so ist in der Tat der 
Variationsausdruck nach unten beschrankt. Um das einzusehen, beachte 
man, da8 nunmehr die Addition einer linearen Funktion zu g den Wert 
des Variationsausdruckes nicht andert und daB man infolgedessen, ohne 
das Problem zu andern, der Funktion gy noch die Bedingungen 


Sf edxdy=0, Sf pxdxdy=0, Sf oydzdy=0™) 
@ @ 


der Orthogonalitaét auf den linearen Funktionen auferlegen kann; denn 


diese Bedingungen kénnen stets durch Addition einer linearen Funktion 
zu p befriedigt werden. 


Unter diesen Nebenbedingnngen gelten nun zwei Integralungleichungen, 
die dasselbe leisten, wie die Ungleichungen (5) und (6) 8. 211; sie ge- 
statten eine untere Schranke des Variationsausdruckes nachzuweisen und 
dienen auch als Hilfsmittel zur Durchfiihrung des Existenzbeweises. Es 
handelt sich um die Ungleichungen *): 


(28) H[{p~|)<cD{[q] bei der Nebenbedingung Sf pdzdy= 0 *) 

(fiir geeignete nur vom Gebiet abhangige positive Konstante c) 

(29) D(g)< cd, [yp] bei Sf odedy = Sf yxdedy = Sf pydxdy = 0. 
Dazu tritt noch die Ungleichung: 

(30) Jol] S <7 Jul) fiir |e p<1 

und die schon friiher heiueeia’ (ol. 8. 217) 


(13) { e*ds<cYD(9] Hy] +cH{[¢] 


(13,) { (pe +94) Se Vo[y] Vly] +eD[¢], 
wobei die Integration anstatt iiber I’ auch iiber alle Naherungskurven I, 


einer gewissen Umgebung von J" erstreckt werden darf. 
SchlieBlich sei noch die Ungleichung 


¢ a i gt? Vf it »2 
(31) or self ords fq ds+efg ds 


fiir den Wert von @ in irgendeinem Randpunkt angemerkt. 





*®) Die erste Bedingung bedeutet, daB der Schwerpunkt in seiner Ruhelage 
bleibt, wihrend die beiden anderen, an deren Stelle auch Sv dy=0, S vy dy=0 
gewahlt werden kénnte, noch Drehungen ausschlieBen. : . 

828) Zu den Bezeichnungen vgl. S. 209, 211. 

33) Vgl. H. Poincaré, Acta math. 20, 8S. 98 ff. 

Mathematische Annalen. 93. 16 
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Man iiberzeugt sich durch die entsprechende SchluBweise wie bei der 
eingespannten Platte (vgl.S. 211) davon, daB es auf Grund dieser Inte- 
gralungleichungen médglich ist, die Integrale S fedg, { pede, {qe,4s, 

Z ! 
und die Summe Yk des Variationsausdruckes V[{g] durch yJ,({q] ab- 
E 


zuschitzen und da8 man infolgedessen fiir V[q] eine untere Schranke von 
der Form 


—e{fffidady + fpds+ fq*ds+ 2k} 
G rr r 
erhilt. 


2. Durehfiihrung des Existenzbeweises. 


Bevor wir die Integralungleichungen beweisen, wollen wir den Existenz- 
beweis in allen wesentlichen Punkten ebenso wie bei der eingespannten 
Platte durchfiihren. 

Da der Variationsausdruck eine untere Grenze besitzt, existiert sicher 
eine Minimalfolge u; Aus dem Verschwinden der ersten Variation in der 
Grenze fiir die Minimalfolge folgern wir die Grenzgleichung 

J,,(u; — u,|—+0 (t, k—+c0), 
aus der wie auf Grund der Integralungleichungen (30), (29) und (28) 
die weiteren Grenzgleichungen 

J,{u;—u,|—-90, Dlu,—u,jJ—-0, Alu,—u,jJ—-0 
entnehmen. Nun kénnen wir wieder auf die gleichmaBige Konvergenz der 
Minimalfolge gegen eine stetige Grenzfunktion u schlieBen, die im Innern 
stetige erste und zweite Ableitungen besitzt und der Differentialgleichung 
Adu — f=0 geniigt. Ferner ergibt sich, daB das Integral Dg{ uw] existiert 
und ebenso das Integral J,,[u], das nicht gréBer ist als der untere Grenz- 
wert der Integrale Jg[u;], wahrend die Integrale Hg[u,;], Sf fudxdy, 
¢G 


{rude und die Summe 2ku, gegen die entsprechenden Ausdriicke fiir 


die Grenzfunktion konvergieren und die Nebenbedingungen 
Sfudxdy = Sfuxdzxdy = Sfuydxdy = 0) 
G G G 


erfiillt sind. Endlich schlieBen wir aus der hinsichtlich A gleich- 
maBigen Konvergenz der iiber alle Naherungskurven erstreckten Inte- 
grale [A(ue = te)* + (u, — m4)*} ds gegen Null auf die Existenz des 
A 
Integrals f qu,ds als Grenzwert der Integrale f qu, de. 
fr if 


Zusammenfassend erkennen wir, da fiir die Grenzfunktion der 
Variationsausdruck existiert und nicht gréBer als die untere Grenze aller 
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Werte ist, die er fiir eine zulassige Funktion annehmen kann; und infolge- 
dessen macht die Grenzfunktion, da sie offenbar selbst zugelassen ist, den 
Variationsausdruck zum Minimum. 

Aus dieser Minimumeigenschaft folgt, da8 fiir die Grenzfunktion u 
die erste Variation mit einer willkiirlichen zugelassenen Funktion ¢ ver- 
schwindet : 

J,(u,t]— Sf podxdy —[pcds — fat,ds — Jkt =0. 
Formt man diesen Ausdruck durch Teilintegration um, und beachtet, daB 
die Funktion u der Differentialgleichung 4 4u— f= 0 geniigt, so erhilt 
man die Gleichung: 


ft(4u,+a — “)(u, ,), + p)ds 
i , 

e) —ft,(m4ut+(l—p)u,,,—9)ds pnt 
ir , 


+ FS((L— 4) (tae — Unie) + &) 
Waren die hier auftretenden Ableitungen der Funktion u bis auf den Rand 
endlich und stetig, so kénnte man, da die Werte von ¢,¢, auf I und 
die von ¢ in den Ecken unabhingig voneinander willkiirlich sind, aus 
Gleichung (41) darauf schlieBen, daB die natiirlichen Rand- und Ecken- 
bedingungen in der strengen Form (22), (23), (24) erfiillt sind; diese 
Stetigkeit wird aber im allgemeinen nicht eintreten und infolgedessen 


wird man sich mit der hier gegebenen Form der Randbedingungen zufrieden 
geben miissen. 


3. Beweis der Integralungleichungen. 


Wir haben nun noch den Beweis der Ungleichungen (28), (29), (30), 
(31) nachzuholen. Die Ungleichung (31) folgt in bekannter Schlub- 
weise**), die wir durch die folgenden Formeln kurz andeuten. Es ist 


a 


Po=FPa —fy,ds, 


Po S2ga+2af gids (0<a<h), 
0 
s r 
i { pias +2h| gids 


0 0 


und durch Wahl von h ergibt sich 


gi ccs p*ds+ecVfyids\fyrds. 
) Vgl. A. S. 16, 


A 


16* 
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Das Bestehen der Ungleichung (30) erkennt man unmittelbar durch 
Vergleich der Identitaten 


1 @ ‘1 
J, (y] = {f{a + #)5 4¢*+(1 — ) (5 (Pe — Pyy) + 292) \dady, 
G 


\eé 


5 cae 1 . 
J,(¢] -{f{ g4P° + o\Pe2— Pyy! +293) \dxdy. 
G 


Zugleich ergibt sich die Notwendigkeit der friiher (vgl. 8. 224) gestellten 
Bedingung |u|<1; denn fiir |u| >1 ist J,[@] nicht definit und fir 
w|=1 laBt sich durch die Funktionen = 2*+ y* bzw. p= zy das 
Integral J,,{[q} zu Null machen, ohne da8 das Integral J, [m] verschwindet, 
so daB jedenfalls eine Ungleichung von der Form J; [g] <cJ,[q] nicht 
bestehen kann. 


Die Ungleichung (28) folgt™*) sicher aus der Ungleichung 
ffdzdy- Jf o*dady — (JJ pdzdy)* <eDelg] *) 
(ohne Nebenbedingung), die sich, wie man leicht bestatigt, auf die Form 
(32) SS LF (o, — 92)? dx, dy, dx, dy, < 2¢ Do[o] 


bringen ]aBt, wobei in dem Integral auf der linken Seite unter y, und 9, 
die Werte der Funktion ~ in zwei Punkten P, = (z,, y,) und P, = (z,, y,) 
zu verstehen sind, die beide unabhangig das Gebiet G durchlaufen. Die 
Gestalt dieses Integrals legt es nahe, die Punkte P, und P, durch eine im 
Innern von G@ verlaufende Kurve L 
und die Abschatzung 


1q mit der Bogenlange s zu verbinden 


P, P, 
(9:—%) SL gids < LJ (v2 + gy)ds 
P, P, 
vorzunehmen, wobei L eine feste Schranke fiir die Lange aller Kurven L,, 
sein soll. Setzt man die so gefundene Schranke fiir (py, — q,)” ein, so 
ergibt sich, da8 man nur noch die Ungleichung 


P, 
Sf SS Sve T py) dsdx, dy, dx, dy, <¢De[¢7) 
@ Gc fP, 


*®) Sie ist iibrigens mit ihr gleichwertig. 

%5) Eine ahnliche Betrachtung findet sich zu anderem Zweck bei H. Poincaré, 
vgl. J. Hadamard, Lecons sur la propagation des ondes, 8. 28—31. Die Ungleichung (28) 
ist iibrigens gleichwertig damit, daB der zweite Eigenwert der ,frei schwingenden“ 
Membran positiv ist. Diese Tatsache folgt zwar sofort aus der Existenz der zugehdérigen 
zweiten Eigenfunktion; aber bei deren Nachweis wird man sich gerade wieder der 
Ungleichung (28) bedienen. 
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zu beweisen hat. Es ist dazu nur nétig, aus den drei Integralen auf der 
linken Seite eine Integration iiber G herzustellen. Das wollen wir zuerst 
fiir ein einfaches Gebiet durchfiihren, und zwar fiir ein Gebiet 7, das 
begrenzt wird von einer geraden Grundlinie, etwa dem Stiick von 0 bis a 
der x-Achse, ferner von zwei auf ihr senkrechten geraden Seitenlinien und 
einer Kurve T mit der Gleichung y= 9(x), die stetige Tangente besitzt 
und die yon der Grundlinie héchstens den Abstand h, wenigstens aber 
den Abstand & hat. Um zu einem bequem zu handhabenden Integrations- 
weg L,, zu gelangen, beachten wir, daB es in dem Rechteck R, das von 
der Parallelen im Abstand k zur z-Achse aus dem Gebiet 7 ausge- 
schnitten wird, zu jeder Funktion » eine weitere zur 2-Achse parallele 
Strecke M gibt, so daB 


2 2 1 a 
(33) fiet+enaz=t ff (9 + py) dx dy 
M R 
ist. Nun verbinden wir zwei Punkte P, ¥) 
und P, innerhalb von 7’ folgendermaBen: a 
Wir gehen von ihnen auf Parallelen zur p, . z= 


y-Achse fort, bis wir die Gerade M 
treffen, und verbinden dann die beiden 
Treffpunkte durch das zwischenliegende 
Stiick dieser Geraden. Das Integral 
S (@2 + ~2) ds iiber diesen Verbindungs- 
weg wird aber nur vergréBert, wenn wir Fig. 3. 
es iiber die ganzen Stiicke der Parallelen 

durch P, und P, innerhalb von 7 und iiber die ganze Gerade M erstrecken. 
So ergibt sich folgende Abschitzung 


Sf LS (es 7 Po)” dx, dy, dz, dy, 
y(z;) 
<JSfdedy-JI{ J (ve+ on )dy} dady 
y (22) 
+ffdxdy,-SItf (Me a gy) dy} dx, dy, 


+(ffdxdy) - f(p2 + pjdz. 
M 


e 




















-—»»——+4 
= 





RY 


Das Integral 


y(z,) 


Sit f (pe ~ py) dy} dz, dy,, 


z. B. kénnen wir nun durch 


@ y(z,) 


ASN S (ve + on)dytdz,—hSS (5 + o)) de dy 
) ) 
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nach oben abschitzen und somit erha!te: wir, wenn wir noch den oben 


angegebenen Wert (33) fiir {( 2 +¢,\dx verwenden, die gesuchte Un- 
gleichuny 


Sf few — 94)’ dx, dy, dx, dy, <(2a+%) wf (2 + 3) dxdy. 
s F T 


Fiir das allgemeinste hier zugrunde gelegte Gebiet kénnen wir die 
Ungleichung (32) dadurch beweisen, daB wir das Gebiet G durch endlich 
viele, etwa N, Teilgebiete 7;%*) von der oben angegebenen Art so iiber- 
decken, da8 jeder Punkt in einem dieser 7'-Gebiete liegt. Dann ist sicher 

2 W , 
ff Sf (Y, — %) dz,dy,dz,dy, Ss Pp» Sf ff (FP, — Ps) ax, dy, dx, dy,. 
hh 


4,,4=1 Tj, 


Auf die Integrale der Summe kénnen wir dieselbe SchluBweise wie 
oben anwenden; liegen die beiden Punkte P, und P, in zwei verschiedenen 
Gebieten 7; und 7;,, so haben wir allerdings noch fiir jede Funktion 
zwei in den beiden zugehérigen Rechtecken R liegende Strecken M durch eine 
derartige Linie M;,;, zu verbinden, daB das iiber sie erstreckte Integral 

J (pe + oy) dese Sf (ps + oj) dxdy 
My, ¢, G 
ist, wo c eine nur vom Gebiet G abhangige Konstante ist. Man iiber- 
zeugt sich leicht davon, daB das méglich ist. 


Wenden wir die somit bewiesene Ungleichung (28) auf die ersten 
Ableitungen einer Funktion gy an, so erhalten wir die Ungleichung 


(34) D(y) sed, [9] 

unter den Nebenbedingungen 

(35) SS o,dady=0, SS o,dady=0, 
G G 

die, wenn man noch die Bedingung 


(36) Sf edxdy=0 
G 


hinzunimmt, ebenso den Ausschlu8 linearer Funktionen bedeuten, wie die 
drei Bedingungen 


(37) SSodedy— ff ordzdy— Sf pydxdy=0. 


Es ist in der Tat méglich, das Bestehen der obigen Ungleichung (34) 
unter diesen drei Nebenbedingungen (37) aus ihrer Giiltigkeit bei den drei 
erstgenannten Nebenbedingungen (35), (36) abzuleiten. Zu dem Zweck 


%5*) Die sich auch gegenseitig iiberlagern kénnen. 
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addieren wir zu einer Funktion gy, die den Nebenbedingungen (37) geniigt, 
eine lineare Funktion /(z, y), so daB die Funktion ¢=g-+-/ den drei 
Nebenbedingungen (35), (36) gehorcht. Wir erhalten dann die Beziehungen 


(38) H(%)= H(¢)+4{), 

(39) D(y) = D[%) + D{t). 

Nun gibt es eine nur vom Gebiet abhingige Konstante a, so dab 
(40) D{l)<aA{l} 


ist. Bilden wir namlich zwei normierte, zueinander und zu der Kon- 
stanten orthogonale lineare Funktionen 7, und /,, so ist die Funktion / 
offenbar von der Form 


l=al +Bl,+y7 


1 
und es ist weiter 


H{I)=a*+p*+7*, 
D{t)=«* D[l,] + B*D [ty] +2aBD[l,, by). 

Wir brauchen also fiir a nur den gréBeren der beiden Werte 2 D[I,] 
und 2D/([l,] zu wahlen. 

Nunmehr gehen wir von der Gleichung (39) D[y] = D[#]+ D[l}] 
aus und schitzen das Integral D [1] nach der eben bewiesenen Relation (40) 
nach oben durch den Ausdruck aH[l] ab, der seinerseits wegen (38) 
kleiner als a H[@] ist; das Integral H[@] ist wegen (36) nach (28) kleiner 
als cD([@], so daB wir eine Ungleichung 

D(y)Sc¢D{§] 

erhalten. Fiir die Funktion @ ist wegen (35), (36) nach (34) das Be- 
stehen der Ungleichung D[G] <cJ,[@] bekannt; und da J,(G]— J,[¢] 
ist, so ergibt sich die gewiinschte Ungleichung 


D(y)s¢4,[¢] 
unter den Nebenbedingungen (37). 


III. Das Eigenwertproblem der eingespannten und 
freischwingenden Platte. 


1. Aufstellung des Problems. 


Die Methoden, die zur Lésung des Gleichgewichtsproblems fiihrten, 
wollen wir nunmehr dazu benutzen, die Existenz der Eigenfunktionen der 
schwingenden Platte nachzuweisen. Dabei kénnen wir die freie und die 
eingespannte Platte gleichzeitig behandeln. 
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Der Schwingungszustand einer Platte, auf die keine auBeren Krifte 
wirken, wird durch die Bewegungsgleichungen 
449 +%,,=9 

bestimmt, wobei gm = p(z, y; t) die Verschiebung aus der ebenen Ruhelage 

bedeutet. Durch Vorgabe der Werte von p und q, zu irgendeiner An- 

fangszeit und durch die fiir alle spateren Zeiten gestellten Randbedingungen : 
g=0 und gy, = 


fiir die eingespannte bzw. 


(42) Ag, +(1— #)(9,.,),=9; 


Pa ae 
uAgt+il H) Pan 0 
und die Eckenbedingungen 
3) Pu,s > Pn. = 0 


fiir die freie Platte, ist die Funktion » eindeutig festgelegt. Um dies 
gemischte Randwertproblem zu lésen, denkt man sich die Lésung y = v 
nach Grund- und Oberschwingungen entwickelt: 


v= Su" (zx, y)-g"(t), 
n=1 
woraus man fiir die Funktionen g = g" die Darstellung 
. . oY a= a,, 4 
g(t)=acos yAt+ bdsinyAt a b i= 


erhalt, wahrend sich zur Bestimmung der Funktionen u =u” die Diffe- 
rentialgleichung 


(44) 4du—iu=0 
ergibt. 

Es entsteht somit das Problem, ein vollstandiges System von Funk- 
tionen u, ,Eigenfunktionen“, mit zugehdérigen ,,Eigenwerten“ 4 aufzusuchen, 
die auBer den Randbedingungen der obigen Differentialgleichung (44) 
geniigen. Die Koeffizienten a und b bestimmen sich dann in bekannter 
Weise aus den Vorgaben von u(x, y;t,) und u,(z, y; t,). 

Wir wollen nun die Folge der Eigenwerte 4" und Eigenfunktionen «” 
durch die Forderung bestimmen, das Integral 


J, [v] 7 
unter allen Funktionen g(x,y) zam Minimum zu machen, die durch die 
Gleichung 
“9 H{y)=1 





%*) Fir die eingespannte Platte kann « =0 gewahit werden. 
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normiert und vermége der Gleichungen 


(45) H(pu"|)=0 (y=1,...,%—1) 
zu den ersten n —1 Eigenfunktionen u',...,u"-! orthogonal sind. Im 
Falle der eingespannten Platte sollen dazu noch die Randbedingungen 
(46 ) p=0, {ords=0, {vids = 


erfiillt sein, wahrend sich im Fall der freien Platte die Randbedingungen 
von selbst einstellen sollen. 


Fiir die Lésung u=—u”" und 4=4” des n-ten Variationsproblems 
verschwindet die erste Variation 


(47) J,(u,n) —4H[u,n)=0, 


wobei die variierende willkiirliche Funktion 9 (z,y) zugelassen ist und 
noch den n — 1 Orthogonalitatsnebenbedingungen (45) geniigt. Setzen wir 
speziell » = u*[k>n] so entnehmen wir aus (47) und 


(48) H{(u", u*}] =0 
noch die weitere Gleichung 
(49) J, {u", ut] = 0. 


Nunmehr erkennen wir, daS die erste Variation fiir jede zugelassene 
Funktion ¢(z, y) verschwindet, auch wenn sie nicht den n — 1 Bedingungen 
(45) geniigt; wir brauchen dazu nur die Funktion ¢ nach den ersten n — 1 
Eigenfunktionen in der Form ¢ = a, u? + ...+a,u"-+ 9 so zu entwickeln, 
daB der Rest » zu n—1 Eigenfunktionen u‘,...,u"-! orthogonal ist, 
dann die so bestimmte Funktion 7 in die Formel (47) einzusetzen und 
die Gleichungen (48) und (49) zu beachten. 

Durch Umformung der ersten Variation erhalten wir im Fall der 
eingespannten Platte, in dem am Rande ¢ = [te ds = fGids = 0 ist, die 
Gleichung x 


J(u, 6] —-AH[u,t] = fft(4du—iu)drdy 
6 
und im Falle der freien Platte 


J, (u,¢]) —AA[u, fo) 
o- ffc(4u —iu)dxdy — [¢(44, + (1—p)(u, ,),)@s 
+ ft,(udu +(1—y)u,,,,)ds 


— So((1— pw) (uw, — u)). 
E ” , 
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Aus der Willkiirlichkeit von { begriindet man die Erwartung, daB 
die Funktion u der Differentialgleichung 44u—Au—0 und im Falle 
der freien Platte noch den Bedingungen (42) und (43) geniigt. 


2. Konstruktion einer geeigneten Minimalfolge. 


Das Integral J,,[~], das (unter den auf S. 234, 235 genannten Be- 
dingungen ) zum Minimum gemacht werden soll, ist positiv definit; es besitzt 
also eine untere Grenze, die schon Eigenwert genannt und mit 4 bezeichnet 
werden soll. Fiir eine Folge wu; zugelassener Funktionen, fiir die J,, [%,;] 
gegen 4 geht, eine ,Minimalfolge“, erhalten wir in bekannter Weise *’) 
die Grenzgleichung: 

J, (u;, ¢;) —AM[u,, o;] + 0, 
wenn ¢, eine Folge zugelassener Funktionen ist, fiir die J,{¢;| beschrinkt 
bleibt. Die n—1 Orthogonalitaitsnebenbedingungen (45) brauchen die 
Funktion ¢ nicht zu erfiillen, wie sich entsprechend den obigen Bemer- 
kungen ergibt (vgl. 8. 235). 
so entsteht die Grenzgleichung 


Setzen wir (; = u,, 


(50) J, (%;, U,) —AH[u;, u,] + 0 (t, k—+ oo), 
aus der wir die weitere Grenzgleichung 

(51) J, (u;— u,] —AH[u; — u,] + 0 

erhalten. Es ist nun zweckmaBig, eine Minimalfolge aufzusuchen, fiir die 
H{u;—u,| gegen Null geht. Man erhalt eine solche durch sinngemaSe 
Ubertragung der Entwicklungen, die Courant fiir das Schwingungsproblem 
der Membran **) gegeben hat und zwar folgendermaBen: 

Zuerst folgern wir aus der Beziehung (50) J, (u;,u,] — 2H [u;,u,]—~-90 
fiir eine beliebige ee u; bzw. u,, daB jede lineare normierte 
Kombination U, =¢,%,, + -+¢,,%,; von » Funktionen der u, wieder 
eine Minimalfolge ist, wenn die Koeffizienten c,, absolut beschriinkt bleiben 
und wenn #,, mit k gegen Unendlich geht. Sodann bemerken wir, daB 
die Minimalfolge von endlicher asymptotischer Dimensionszahl ist, was 
mit der Unméglichkeit gleichbedeutend ist, aus den Funktionen uw, und 
ihren normierten linearen Kombinationen beliebig viel zueinander ortho- 
gonale Minimalfolgen zu bilden. Dabei soll eine Anzahl von Folgen 
U;,, Ujg, --. gueinander orthogonal heiBen, wenn die zum selben Index 7 
gehérigen Funktionen aufeinander orthogonal sind. Kénnte man namlich 
belichig viel, etwa p solcher Minimalfolgen bilden, so kénnte man aus 


*) Val z. B. B. S. 286. 
3) Vgl. B. S. 287, 290, 292. 
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ihnen eine Folge von linearen Kombinationen U; = ¢;, u,;,+-... + Uj» 
bilden, die zu p—1_ beliebigen Funktionen orthogonal sind. Die 
Folge U; ist nun selber Minimalfolge; denn wegen der Orthogonalitat 
und Normierung der Funktionen w,,,...,%;, besteht die Beziehung 
l= A[U;) =Ciit...+ Cf» und es bleiben somit die Koeffizienten be- 
schrinkt. Da demgemaB das Integral J, [U;] gegen den Eigenwert 
=A" geht, ist das Minimum des Integrals J,[q] fiir normierte Funk- 
tionen yw, die auBer auf den n—1 ersten Eigenfunktionen noch auf 
p—1 weiteren Funktionen, etwa den p—1 nichsten Eigenfunktionen, 
orthogonal ist, nicht gréBer als 4—A4". Das hieBe aber, daB der 
n-+ p —1-te Eigenwert und, da p beliebig gro8 ist, jeder weitere Eigen- 
wert gleich 4” ist; kurz, daB der Eigenwert 4 =" unendliche Vielfach- 
heit hat. Das ist aber nicht der Fall; denn die Folge der EKigenwerte 
geht gegen Unendlich. 
Nehmen wir diese Behauptung einmal als bewiesen an, so hat also 
die Minimalfolge eine endliche asymptotische Dimensionszahl, etwa r, 
und nun kann man, wie hier nicht bewiesen zu werden braucht**), 
aus linearen Kombinationen r zueinander orthogonale Minimalfolgen kon- 
struieren, die fiir sich asymptotisch eindimensional sind. Genauer: ist 
U,, Ug, ++, Uz, --. Uy, ... eine dieser Folgen, so gilt 


(52) H({u;—u,|—-+0; t,k—+o, 


Eine solche neue Minimalfolge wollen wir dem folgenden Existenzbeweis 
zugrunde legen. 


3. Das unendliche Anwachsen der Eigenwerte. 


Vorher holen wir noch den Beweis fiir das unendliche Anwachsen 
der Eigenwerte nach. Zu dem Zweck berufen wir uns auf eine Eigen- 
schaft der Eigenwerte, auf Grund deren sie unabhingig von der Existenz 
der Eigenfunktionen gekennzeichnet werden kénnen, naimlich auf die 
Maximum-Minimum-Eigenschaft, die in folgendem besteht: 

Das Minimum der Werte des Integrals J,,[~], genommen fiir alle 
zulissigen durch die Gleichung H{y]=1 normierten Funktionen ~, die 
zu irgendwelchen vorgegebenen n—1 Funktionen v’,..., v"~* vermége 
der Gleichungen H[pv’] = 0 (vy =1,..., —1) orthogonal sind *°), wird 
dann zum Maximum gemacht, wenn die Funktionen v” gerade die n — 1 
ersten Eigenfunktionen u’ sind. Dies Maximum-Minimum ist gerade der 


%) Vgl. B. S. 292. 
*) Im Fall der eingespannten Platte soll die Funktion ¢ natiirlich noch die ge- 
stellten Randbedingungen erfiillen. 
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n-te Eigenwert 4" und die Funktion y, fiir die es angenommen wird, 
ist die n-te Eigenfunktion u”. 

Der Beweis fiir diese Eigenschaft ist fast wértlich derselbe wie beim 
entsprechenden Problem zweiter Ordnung und braucht hier nicht wieder- 
holt zu werden **). 

Wir kénnen also, ohne uns auf die Existenz der Eigenfunktionen zu 
berufen, den n-ten Eigenwert anstatt als Maximum-Minimum entsprechend 
als obere Grenze der unteren Grenzen von J,[q] unter den obigen Neben- 
bedingungen charakterisieren; wir wollen iibrigens des bequemeren Aus- 
drucks wegen stets von Maximum und Minimum sprechen. 

Das Maximum-Minimum-Problem der eingespannten Platte entsteht 
aus dem der freien Platte allein durch Auferlegung der Randbedingungen. 
Durch diese Verschirfung der Bedingungen kann das Minimum und also 
auch das Maximum-Minimum nur wachsen. Es ist also der n-te Eigen- 
wert der freien Platte nicht gréBer als der der eingespannten Platte und 
deswegen geniigt es, das unbeschrinkte Anwachsen fiir die Eigenwerte der 
freien Platte nachzuweisen. 

Zu dem Zweck bemerken wir, daB bei beliebiger Wahl der Funk- 
tionen v, unter den Nebenbedingungen H[p, v”|=0 die Ungleichungen 
(53) i"> Min ae > Min ae - Min pt”! 
bestehen. Wir wahlen nun als Funktionen v” auBer den linearen Funk- 
tionen 1,2, y die zweite bis n — 3-te Eigenfunktion w” der freischwin- 
genden Membran desselben Gebietes. Es sind also einmal die Neben- 
bedingungen Sfodrdy = Sfoxdxdy =ffeydxdy = 0 gestellt und 

d 


July) 
Die] 


t 


halb einer nur vom Gebiet abhingigen positiven Schranke, wahrend auf 
Grund der Nebenbedingungen Sf oedzdy =(, Sf w*pdxdy= O, 4, 
G G 


infolgedessen bleibt nach Ungleichung (29) das Minimum von ober- 


ff w*-* pdady = 0 das Minimum von ae nicht kleiner als der n — 2-te 
Eigenwert der frei schwingenden Membran ist. Da8 der mit wachsendem n 
gegen Unendlich geht, diirfen wir als bekannt voraussetzen, und wir er- 
kennen nun aus der Ungleichung (53), daB auch der Eigenwert der frei- 
schwingenden Platte unbeschrankt wichst. 


#1) Vgl. A. 8. 17, 18. 
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4. Schlu8 des Existenzbeweises. 


Nach dieser Einschaltung fahren wir in unserem Existenzbeweis fort. 
Wir kénnen also annehmen, da8 wir eine Minimalfolge u, vor uns haben, 
‘ir die die Grenzgleichung 


(52) H({u;— u,)— 0 

gilt. Aus der Relation 

(51) J, (u,—u,] —AH|u,—u,] +0 
entnehmen wir dann 

(54) J,,(u;— u,|— 0, 
woraus wir die weiteren Beziehungen 

(55) J, (u;— u,] + 0 

(56) D{u,—u,| +0 


ableiten wollen. Die Relation (55) ergibt sich sofort aus Ungleichung (30), 
8. 227, und die zweite (56) im Falle der eingespannten Platte aus Un- 
gleichung (6), S.211. Im Falle der freien Platte gilt die Ungleichung 


D\q ] ScJ,(¢], 
mit deren Hilfe wir auf das Bestehen von D[u;—u,|-—+0 schlieBen 
kénnten, ohne weiteres nicht. Wir kénnen uns aber die Tatsache zunutze 
machen, da8 wir die drei ersten Eigenfunktionen schon kennen. Es sind 
dies drei lineare Funktionen; sie gehéren zum Ejgenwert Null und sind 
Lésungen des entsprechenden homogenen Gleichgewichtsproblems. Fiir 
die vierte und die héheren Eigenfunktionen ist aber die Orthogonalitit 
auf den drei ersten Eigenfunktionen verlangt; das bedeutet aber nichts 
anderes, als da8 die drei Bedingungen f pdy Soxdy=Jfpydy = 
& G G 
gestellt werden; und unter denen ist das Bestehen der Ungleichung 
D(y) SeJ,[¢] 
wegen (29) S. 227, ges‘chert. 
Mit der Aufstellung der Relationen 
J,[u;—%,] +9, Dlu,—u,)—-0, Alu,—u,)—-0 
haben wir den Ausgangspunkt des Existenzbeweises beim Gleichgewichts- 
problem erreicht. Ebenso wie dort erkennen wir die Konvergenz der 
Minimalfolge; nur ist an Stelle der dort auftretenden Funktion f jetzt Au, 


zu setzen, Damit ergibt sich dann die Existenz einer zulissigen Funktion 
u(x, y), die alle Nebenbedingungen erfiillt und das Integral J,,{q@| zum 
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Minimum macht. Sie geniigt der Differentialgleichung und im Falle der 
freien Platte den natiirlichen Rand- und Eckbedingungen in der Form 


n,e's 


ft(4u,+(1— mu) (u, ,),)ds 
. + So(1— pz)(u,— uM) =0, 
— [5,(u4u+(—p)u,,,)ds bd , ' 


wahrend fiir die eingespannte Platte die Randbedingungen = y, = y, = 0 
auch in der strengen Form erfiillt sind. 


IV. Verallgemeinerung der Probleme. 
1. Die halbfreien Probleme. 


Die Gleichgewichts- und Schwingungsprobleme der eingespannten und 
der freien Platte waren nun als charakteristisch aus einer ganzen Reihe 
von Problemen herausgegriffen, die sich mit denselben Mitteln behandeln 
lassen. Es sind dies alles Probleme, in denen auch das Integral J, [o] 
auftritt und die nun andere additive Zusatzintegrale mit Ableitungen nie- 
derer Ordnung oder andere kiinstliche Randbedingungen besitzen. Der 
Unterschied in der Behandlung liegt hauptsichlich darin, da8 andere Inte- 
gralungleichungen heranzuziehen sind. 

Die wichtigsten dieser Fille sind die ,,halbfreien* Probleme, in denen 
entweder die Werte der Funktion @ und des natiirlichen Randausdruckes 
zweiter Ordnung oder die Werte von g,, des natiirlichen Ausdruckes 
dritter Ordnung und der Eckkrifte am Rande vorgeschrieben sind **). 
Diese beiden Fille entsprechen den Variationsproblemen: 


(57) J,.(e]+fa¢,¢s = Min 
Fi 

bei p= it, S (9, -i,)?ds =0 
i 

und 


J, (9) +f ppds+ Ske = Min 
i E 
AC — t,)*ds=0. 


Die zweite Randbedingung soll sich in jedem Fall als natiirliche von 
selbst einstellen. 


Fiir das erste dieser Probleme (57) brauchen wir, damit fiir jede 
Funktion ¢, welche Differenz zweier zugelassener Funktionen ist, die Be- 
#2) Vgl. oben und 8. 224, 225. Es kénnen z. B. auch die Werte von @ in den 
Ecken und die der beiden Randausdrticke vorgegeben werden. 





Randwertprobleme bei elastischen Platten. 241 


ziehungen H(6] Se, D(f)<¢,J,[¢] Se, d,[¢] bestehen**), auBer (5) 
8. 211 und (30) 8. 227, noch die Ungleichung 


(59) D(yl)sed,[y| bei p=0 arf T 


zu beweisen. Zu dem Zweck gehen wir von der Greenschen Formel 
D(y]=— Ife Ipdzdy + [ey,ds 


aus und beachten, daB das letzte Integral als Grenzwert von innen her 
aufgefaBt, verschwindet, da auf dem Rande »=0 ist und das Integral 


S pads, iiber alle Naherungskurven erstreckt, beschrinkt bleibt (vgl. (13) 
S. 217). Es ist also D[~] < VH[¢] ¥2J,[~] und da, wegen — -= 0 auf I, 


H(~])<cD[¢] ist, folgt D{(~] < ye D[y] ¥2J,[~] und damit die ge- 
suchte Ungleichung (59). 
Im zweiten Problem (58) ist die Konstante 1 eine Lésung des homo- 


genen Problems. SchlieSen wir sie durch ff yp dxdy= 0 aus, so gilt unter 
G 


dieser Bedingung die Ungleichung (28) H{~] <cD([q], (8S. 227), und wir 
brauchen nur noch die Ungleichung 


(60 D{(yl|<ed,[p] bei fptds=0 
; 


zu beweisen. Wir schlieBen zu dem Zweck wieder D[ yp] = — H[{g, 4¢ | 


< |) A[¢] ¥2d,|q] und daraus unter Beriicksichtigung von H{y] << ¢D[¢] 
die gesuchte Ungleichung (60). 

Mit diesen Hilfsmitteln l4Bt sich der Existenzbeweis fiir diese beiden 
Gleichgewichtsprobleme und die zugehérigen Eigenwertprobleme ohne 
weiteres durchfiihren. 

Um zu beweisen, daB die Randbedingungen fi(¢,- i,)"ds = 0 baw. 


? 
f(~, — @,)*ds = 0 in den Randpunkten, die nicht Eckpunkte sind, auch 
? 


in der strengen Form y,= i, bzw. p= #, erfiillt sind, legen wir das 
Koordinatensystem so, daB im Punkte P, (vgl. die Betrachtungen von 
8. 221) z. B. im ersten Falle gy, **) mit ~, zusammenfallt. Wir erhalten 
dann fiir den Wert von ¢,=¢, in diesem Punkte [¢ =u — #] die Ab- 


schatzung 


(*) tem oh! [f(44e/tdedy + ede, (8] + 5 [ted 
Sar F 


28) Diese Beziehungen bilden fiir alle verwandten Probleme den gemeinsamen 
Ausgangspunkt des Existenzbeweises. Nur ihr Nachweis unter Ausnutzung der je- 
weiligen Vorgaben und Nebenbedingungen gestaltet sich verschieden. 

*®) D. h. die Ableitung von y nach der Bogenliinge der durch P, gehenden 
Naherungskurve /',. 
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(an Stelle von (20) 8.222). Nun ist, wie man unter Benutzung der 
Existenz beschrinkter Kriimmung leicht einsieht, auf dem Randstiick (J") 


C=C, +00, + BS, 


wo «, und £, mit A und von der GréBenanordnung h gegen Null gehen. 


Es ist also: 
37,8 1 a ap +By -2 »2 
L [tdde<t [elds <n fccd+ ty ds 
(fr) 


wr) (r’) 


und der letzte Ausdruck geht mit A gegen Null. Setzen wir die letzte 
Ungleichung in (*) ein, so erhalten wir eine von der speziellen Wahl des 
Koordinatensystems unabhangige Abschatzung fiir den Wert von ¢, im 
Punkte P,. Wie frither (vgl. 8. 222, 223) folgt, daB in der Tat am 
Rande gy, gegen %, geht. Das Entsprechende gilt natiirlich auch im zweiten 
Falle (58) fiir ¢,. 

Wir hatten frither (vgl. S. 208) gesehen, daB das Problem der ein- 
gespannten Platte vom Parameter « gar nicht mehr abhangt. Hier bei 
den halbjreien Fallen gibt es zu jedem Problem eine ganze Schar von 
gleichwertigen Problemen, die zu anderen Werten des Parameters yu ge- 
héren. Um das einzusehen, gehen wir wieder von dem Integral 


2S IS (G22 % yy — Py) dx dy 


aus, das im Fall der eingespannten Platte nur von den vorgegebenen 
Randwerten abhingt. Wir formen es in das Randintegral 


{(o.49 aia ?. ne Py Py,) a8 


um und beachten, da8 nach den Frenetschen Formeln die Gleichungen 


1 


x, 44 — %,, = a A 


(P,, 7, t Y,%,) + P,,2n + Pue%e? 
i. 
Yn 4 P — Pyn = + — (Fn Int Po Ys) + PeeInt Pues 


bestehen, wo 9 der Kriimmungsradius bedeutet, der positiv zu nehmen ist, 
wenn die Randkurve nach innen konkav ist. Es wird also 


' . . r 
21 { (ve. ee Pz, dudy = {2 934 oe )ds +f (Pst. Pan,)d5;%) 
G } F 


*9*) Wir kénnen diese Formel auch aus der auf S. 208 angegebenen erhalten, in- 
dem wir dort y, und y, durch gy, und ¢, ausdriicken. 
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ferner ist, vorausgesetzt, daB der Rand I keine Ecken besitzt, 
{Pon Pads preg —fPna%o48, 


wie wir nach partieller Integration erkennen. 


Wir kénnen demnach im Falle der Randbedingung y, = a, die Un- 
formung 


1 - 
Ju] = Jo] +(u—»){ Logdet 2(u—»)[ t,onde 
r i 
+ (u— »)f2 i; ds 
' 0 Ss , 
; 
und im Falle der Randbedingung y,= a, die Umformung 


J.(9]= Ale] +(e») | i o3ds—2(u—»)[a,.o.de 


I 7 


1 9 
+ (yu —») {a3 ds 


vornehmen, durch die die Gleichwertigkeit eines zum Parameter « gehérigen 
Problems mit einem anderen zum Parameter » gehérigen dargetan wird. 
Es kénnen auf diese Weise auch Probleme erfaBt werden, wo entweder w, 
oder wu, auf I” vorgegeben ist und in denen der Parameter « Werte an- 
nimmt, die im Gegensatz zu der friiheren Forderung (vgl. 8. 226) nicht 
absolut kleiner als Eins sind. 

Der wichtigste hierher gehérige Fall tritt fiir »—1 ein. Hier tritt 
das Integral 


I(p)=JJ(4q)*dedy 


auf, waihrend die Randausdriicke dritter und zweiter Ordnung (S. 224) 
einfach — 4g, und — 4@ lauten und der Eckausdruck verschwindet. 
Die Lésungen der zugehérigen Probleme stehen bekanntlich in einfachem 
Zusammenhang mit Lésungen entsprechender Probleme zweiter Ordnung, 


die bei der Frage nach dem Gleichgewicht bzw. nach den Schwingungen 
einer Membran auftreten. 


So erhalt man die Lésung der Randwertaufgabe 
44y=f; p=t, Ap=—q afl 
als Lésung des Problems 
4g=y, p= auf I, 
wo y wiederum aus den Forderungen 


Jy=f, yw=q aT 
Mathematische Annalen. 98. 17 
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zu bestimmen ist. Ferner erhalt man die Lésung von 

44o=f; %=%,; 49,=—p auf I, 
aus den Lésungen der Probleme zweiter Ordnung 


Ap=y, 7,=%, auf I, 


Aw=f, y,=—p ail. 
Bei den entsprechenden Schwingungsproblemen 
AAp—iAg=0 
unter den Randbedingungen 
gp=0, 4p=Oarfl baw. ¢o,=0, 49,=—0 auf 


fallen die Lésungen zusammen mit den Lésungen der Eigenwertprobleme 
der Differentialgleichung 4—+ yAg—=0O unter den Randbedingungen 
yp =0 bzw. »,=0 auf I und es bietet sich durch unsere obigen Uber- 
legungen die Méglichkeit, diese Probleme zweiter Ordnung auf solche 
Probleme vierter Ordnung zuriickzufiihren, in deren Variationsproblem das 
Integral J,[p] auftritt, wodurch es eventuell gelingt, schirfere Aussagen 
z. B. iiber das Verhalten der Lésungen am Rande zu gewinnen. Auf eine 
naihere Begriindung dieser Zusammenhange wollen wir hier nicht eingehen. 
Beilaufig mag noch bemerkt werden, daB es bei einer freien Platte 
mit dem Parameter «4 =1 unendlich viele lineare unabhingige Lésungen 
des homogenen Gleichgewichtsproblems gibt; es ist also Null unendlich 
vielfacher Eigenwert des zugehérigen Schwingungsproblems. Jede ortho- 
normierte Folge von Potentialfunktionen liefert solche Lésungen **>), 


2. Probleme mit Zusatzgliedern. 


Eine weitere Verallgemeinerung unserer Probleme besteht darin, dab 
zum Variationsausdruck additiv noch Randintegrale 


fov*ds, fo, pds, Srpids 
i ir 


hinzukommen; solchen Integralen begegneten wir schon bei der oben an- 
gegebenen Umformung (vgl. 8. 243). Diese Integrale stellen die poten- 
tiellen Energien von Bindungen dar, die am Rand das Verschwinden der 
Verschiebung » = 0, ihre Konstanz g,—0 oder das Verschwinden ihrer 
normalen Ableitung y,—0 erstreben. Sie andern die natiirlichen Rand- 
bedingungen dadurch, da®B sie zur Scherkraft — dem Ausdruck dritter 
Ordnung — um 6,9 —(o,¢,), beitragen, zum Biegungsmoment — dem 


— ae of 





43>) Vgl. D. S. 320. 
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Ausdruck zweiter Ordnung — um tq, und zu den Eckkriften um 
— 6, (po = pi). ; 
Die so entstehenden Probleme stellen die Verbindung zwischen den 
Problemen mit freiem und mit festem Rand dar, die aus ihnen entstehen, 
wenn man ¢,, 6,,7 verschwinden oder unbeschrinkt wachsen laBt. 
Alle diese Probleme lassen sich mit unseren Methoden behandeln, 
jedenfalls, wenn o,,0,,7 auf dem Rande stiickweise stetig und gréBer als 


eine positive Konstante sind. Allerdings mu8 man dazu noch die Integral- 
ungleichungen 


(61) D(¢] <e(~]+ef pds, 
; 
(62) Dig] Sedlol]+efezds, 
(63) D(g)<ed [ey] +ef yids 
fi 
heranziehen. 
Ferner kann zum Variationsausdruck noch ein Integral 
fop'dg 
6 


hinzukommen, wo g mit ersten Ableitungen stetig ist und selbst zwischen 
positiven Schranken liegt. Der Beitrag zur Kraft ist — om. Hier wird 
man sich bei der Durchfiihrung des Existenzbeweises auf die Ungleichung 


(64) D(ylsey4,[¢y) VH[v] +¢H[¢] 
berufen. 
SchlieBlich kann noch ein Glied 


JS(ao? +2B9,%,+793)dady 


wo ¢, (93+?) Sap? + 289, 9, +793 Se, (92+ #7) bei geeigneten 

Konstanten c,,¢, ist. Durch einen solchen Ausdruck wird im wesent- 

lichen die ,,Streckspannung“ dargestellt**). Lautet das Zusatzglied spe- 

ziell ¢ f fi 72 + y2)dxdy, so stellt der Variationsausdruck die potentielle 
G 


Energie eines Kérpers dar, der ein Mittelding zwischen Platte und Membran 
ist. Zur Kraft tritt noch ein Glied («g,+f9,),+(B9,+79,)y und 
zur Scherkraft ein Glied («p,+ By,)2,+(BR,+7 Py) Yn: 

Bei den entsprechenden Eigenwertproblemen ist nur noch darauf zu 
achten, ob die Folge der Eigenwerte gegen Unendlich geht. Das ist auf 
Grund der Maximum-Minimum-Eigenschaft offenbar der Fall, sobald das 
Problem sich aus dem Schwingungsproblem der freien Platte dadurch er- 


#4) Vgl. A. Nadai, Elastische Platten, 5. 272. 
17* 
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zeugen lé8t, daB man im Variationsausdruck positive Glieder hinzusetzt, 

oder da8 Randbedingungen gestellt werden. Tritt zu dem normierenden 

Ausdruck H[{q] noch ein Integral SS («q? + 2B 9,9,+ 7~2)dxdy, 80 
@ 


geniigt es, das unendliche Anwachsen der Eigenwerte fiir das folgende 
freie Problem nachzuweisen 


J,(y] = Min, 
[p]}=1, Dl{p,u7]=0 (wv =1,...,m—1). 


Setzen wir zu dem Zweck y,=wy und y,=y und lassen die Bedingung 
Y, =, fort, so kénnen die Eigenwerte nur abnehmen. Die Eigenwerte 
des so entstehenden Problems 


D{yw)+ D(z] = Min, 

H(y|)+A[z]=1, Aly,u’)+ Alz,w’]=0 (y=1,...,n—1) 
sind aber, wie man sofort sieht, die je zweimal zu nehmenden Eigenwerte 
des Problems 

D{ gy) = Min, 
A(y|=1, Al[y,u"]=0 (»=1,...,n—1), 
deren unbeschrinktes Anwachsen bekannt ist. 

Treten zum Ausdruck H{q] noch positive Randintegrale auf, so kann 
man, um das unendliche Anwachsen der Eigenwerte zu zeigen, in der- 
selben Weise vorgehen, wie es Courant bei entsprechenden Problemen 
zweiter Ordnung getan hat**). 

Mit den hier gegebenen Andeutungen ist die Reihe der méglichen 
Verallgemeinerungen nicht erschépft. Im wesentlichen lassen sich alle 
Variationsprobleme, in denen geniigend viel Ableitungen zweiter oder 
héherer Ordnung vorkommen, mit den hier dargelegten Methoden be- 
handeln. Die Hauptpunkte, in denen sich die Behandlung unterscheiden 
kann, betreffen die Integralungleichungen, die zum Dijferentialausdruck 
gehérige Singularitat (vgl. 8. 216) und den Nachweis des unendlichen An- 
wachsens der Higenwerte. 

Wir wollen nun zum Schlu8 noch die oben angegebenen Integral- 
gleichungen 


(61) Diglsedip]+ef yrds, 
Tr 

(62) D(p) <edle)+ef pide, 
- 

(63) Diy) <ed,[o] + ef pzds, 


*) F, 8. 45-48. 
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(64) D(y)<e Vie) VH[y)+ eH) 
beweisen. Zu dem Zweck gehen wir von der Greenschen Formel 
Dig]=—H[e,49]+ foods 
aus, aus der wir die Ungleichung 
(65) D(y)S JHl49)JHl[o] +) fords] fozde 
ableiten. 
Schitzen wir H[q~]} und Se ds nach den Ungleichungen (5) 8. 211, 
r 


(18,) 8. 227 ab, so bekommen wir 
Digl< V24(e] /eD(vl+e fords +ey/ fords |/4[o] | Die) 
+el/ fords) D{9), 


woraus wir Ungleichung (61) entnehmen. 


Die Ungleichung (62) folgt hieraus sofort, wenn wir erst eine Kon- 
stante durch die Forderung festlegen, daB in einem Randpunkte o = 0 


wird. Dann ist namlich fotds<cf gids (vgl. die SchluBweise von 
ir i 


8. 229 unten, indem man die Rolle von gy, =0 und gy, vertauscht). 
Wollen wir die Ungleichung (63) beweisen, so kénnen wir eine additive 


Konstante durch die Bedingungen f Se dzxdy =0 festlegen. Dann kénnen 
G 
wir in (65) [y%ds nach (13) und dann H[{g] nach (28) S. 227 ab- 
r 
schitzen und erhalten 


D(y) <¢ 24[¢] WD[e] +e VFonde /D{¢), 





woraus wir die gesuchte Ungleichung entnehmen. 
Schatzen wir schlieBlich die Integrale fe ds, {vn ds vermittels (13) 
und (13,) S. 227 ab, so erhalten wir aus (65) 
D(~) <V2J.[~]VH[¢) 
+ e(VD[~] VH[¢] + VH[¢)) (VJo(P] VD [9] + VD[¢)) 
und daraus die Ungleichung (64). 








(Eingegangen am 19. 11. 1926.) 











Uber die Bestimmung der elastischen Spannungen und 
Verschiebungen in einem konvexen Kérper. 


Von 
Stefan Bergmann in Berlin. 


In der Arbeit: Ober die Entwicklung der harmonischen Funktionen 
der Ebene und des Raumes nach Orthogonalfunktionen“*) wurde gezeigt, 
daB man zu jedem dreidimensional-n, konveren, ganz im Endlichen ge- 
legenen Bereich B, dessen Rand aus einer abteilungsweise analytischen 
Jordanflache besteht, eine unendliche, nur von dem Bereich abhingige 
Zahlenmatrix 

Pm, 8 0 


(3) 


(2) 
a 9 ee 
(3) (3) (3) 
i B. 3 0 
(4) (4, (4) (4) 
1 Ba 3 4 


herstellen kann derart, daB jede im abgeschlossenen Bereiche B regulire 
harmonische Funktion f sich in der Form 


v= 


™ ay™ 
(1) f(z, y,z) = — lim 4 ©,(2,y,2) {ff =, 4m + const. 
1 Cc 


—_ 
MPO L— 


darstellen 1a8t. Dabei bedeutet: C die Oberfliche von B, n die Normale 
(nach innen gerichtet), dm das Flichenelement von C, ®,(z, y,z) die in 
bestimmter Weise*) normierten Kugelfunktionen, und Y"(2, y,z) den 
Ausdruck 
*) Vgl. Math. Annalen 86 (1922), 8. 237-271. Zur Abkiirzung werden wir diese 
Arbeit ,Entwicklung nach Orthogonalfunktionen* nennen. 

*) Die Formel (1) lé8t sich aus der Formel (43) § 4 der Arbeit Entwicklung 
nach Orthogonalfunktionen* durch rein formale Transformetionen ableiten, und da wir 
auBerdem eine aihnliche Transformation auf §.258 dieser Arbeit durchfiihren, so ist das 
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e=m e=m o=m 
(ae gi) 2, + (ae pe) 2, ie ( 7 pie) °) ®, hy a vs 
e=r e=yY o=r 
o=m c=m™ o=m 
+(S'a?ie) @, + ( 3 Be pits) Ost ( 3) Be B2s) Osa. + 
o=yv e=r+1 o=r+2 
erm 
e=m—1 


Die Formel (1) gestattet eine harmonische Funktion f zu berechnen, 
falls uns die Oberflichenwerte von f bekannt sind. 


Das hier zu behandelnde elastische Problem besteht in der Be- 
stimmung der elastischen Verschiebungen und Spannungen eines isotropen 
Kérpers B mit den oben angegebenen Eigenschaften, der gegebenen Ober- 
flaichenkraften unterworfen ist, wobei keine Massenkriafte wirken*). Dieses 
elastische Problem hangt vermittels einer bekannten Formel von Almansi 
(s. 8. 253) aufs engste mit der Potentialtheorie zusammen. Der Zweck 
der vorliegenden Arbeit besteht darin, eine der Formel (1) analoge Formel 
fiir das elastische Problem aufzustellen. Bevor wir den entsprechenden 
Darstellungssatz formulieren, wollen wir einige Bezeichnungen einfiihren ‘). 


Mit 2x, y,z bezeichnen wir die kartesischen Koordinaten; mit O den 
Koordinatenanfangspunkt, den wir im Innern von B gelegen denken. Die 
Vektoren i, j und f fallen mit der Richtung der z-, y- baw. der z-Achse 
zusammen. Mit uw, v, w bezeichnen wir die Verschiebung des laufenden 
Punktes P(x, y,z) in der z-, y- bzw. z-Richtung. Der Verschiebungs- 
vektor u ist gleich: 


u=ui+vj+ wf. 


Im Anschlu8 an Love bezeichnen wir weiter: die Komponenten der Ver- 
zerrung (Forminderung) mit ¢,,, €,,, €,.5 Cys» Ces» ey (Love § 8); die 
Komponenten der Drehung (rot u) mit @,, @,, @, (ebenda); die kubische 
Dilatation (divu) mit 4 (Love §10 und §15); die Komponenten der 


nihere Eingehen auf die Ableitung hier iiberfliissig. — Wegen der Normierung der 
Kugelfunktionen ®,(z,y,z) vgl. die FuBnote “) der Arbeit ,Eatwicklung nach Ortho- 
gonalfunktionen“, 


*) In der vorliegenden Arbeit machen wir stillschweigend die Annahme, daB das 
Hookesche Gesetz streng giiltig ist. 

*) In der vorliegenden Arbeit wurden die meisten Bezeichnungen dem Werke 
A.H. E. Love: ,Lehrbuch der Elastizitét“ (deutsch von A. Timpe), Leipzig und Berlin 
(1907), B. G. Teubner, entnommen. Wir werden dieses Werk kurz als Love zitieren. 
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Spannung (die Normal- und Tangentialspannungen) mit X,, Y,, Z,, Y., Z,, X, 
(Love § 41 und § 51)°). 

Wir werden im folgenden beweisen, daf man zu jedem Korper B 
Ghnlich wie in der Potentialtheorie eine nur von dem Bereich und den 
elastischen Materialkonstanten abhdngige Zahlenmatrix 


oo. 0 0 0 

Ta” 7 te 0 0 

7eN* 7059 Toe. 1) 0 ‘ 
Yao. Yoo Yori 160.0" 


herstellen kann, derart, 
sich in der Form 


dap jeder in B reguldre Verschiebungsvektor u 


(r. 7’, 7°) = (m, m', m"") 


(2) u = — lim — fo tare ff een) do| 


n-?> @ 


darstellen lapt*). 


(, 7’, r’’) = (1, 0, 0) 





5) Es gelten bekanntlich die Beziehungen: 


cu cv cw 
e = é = — é = 
x2 az’ vy éy’ ded ez 
ow Ov ou éu ou. ow 
z ee a, er: = T> xy 
’ Gy dz dz G2’ oy ca 
‘a Ow dv P fu éw se dv @u 
26,=—- : 2 Wy = -—, 2a, = — ; 
Cy 2 92 02 Ox ey 


6x Oy 62 
X,=i14+2uers, 
Y, = Heys, Zz 


4 und « sind Materialkonstanten (Love 


Y,=44+2ue,,, Z,=i1A+2ue,;, 


= ihlrs, Xy=Mesy- 
§ 69 und § 71). i 7 > 0, 
was fiir die folgenden Betrachtungen von Wichtigkeit ist. (Beziiglich der eingefiihrten 
Bezeichnungen vgl. evtl. auch Th. von Karman, ,,Festigkeitsprobleme im Maschinenbau‘, 
Enzyklop. d. math. Wissensch., Leipzig, B. G. Teubner (1907) Bd. IV 4, 27, 8. 316.) 

*) Wir werden im Folgenden aus Raumriicksichten die drei Summen mit einem 


Summationszeichen bezeichnen. 5  bedeutet, daB (r,r’,r”) die Werte (1,0, 0), 
rr) 


NaturgemaB ist 


(0,1,0), (0,0,1), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (8,0,90), (0,3,0), (0, 0, 8), 
m, 
(4,0,0), (0,4,0), (0,0,4), ... durchliuft. Das Summationszeichen P soll 
(7.7 =m 


im folgenden stets bedeuten, daB in der angegebenen Reihenfolge vom m,-ten bis 
zum m,-ten Gliede zu summieren ist. Mit (r°, r%®, r®®) bezeichnen wir dasjenige 
Tripel, welches in unserer Reihenfolge dem Pripel (r, r’, r”) unmittelbar vorhergeht; 
mit (r*, r**, r***) dasjenige, welches ihm unmittelbar folgt. 
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Es bedeutet dabei: 2& die AuBenkraft an der Oberflache C, die dem 
Verschiebungsvektor u entspricht (Love § 42), das Zeichen * das innere 
Produkt, §,,,,," gewisse Grundlésungen des elastischen Problems, die in 
(5*) genau definiert sind, und £";"" die Ausdriicke 


(m, m’, m"") \ (m, m', m"") 
y’ (e. o', e”") (oe, e’,e") .7 (e, eo’, eo”) (@, oe’, e”) 
“a p22" 1,0,0 0,0 ss Z p92" o,1,0 Ko, ~ 
(o0'.0°)= (7, 2,9") (o, 0,0" )=(7,7',7°") 
(m, mm’, m'’) (m, m’, m"’) 


sty (e,0’,0") . (@, 0") re -_ (0,0) , (e'e") 
7 < V9.9" 70, 0,1 Koo: Mire +} V9.9" Yee s9" ae - 


(0.06 =r, rer’) (@, e’. e"=(r, 7,7") 


m, m', m"*) \ 
Ky (oe, eo’, oe”) “ (2, e’,e"") y , 

+ » Ye9'.9" U9, 90, pe) Rn poe, aed tee t+ 

(o.e'.2 "y= (r*, r**, r***) 

: (m, m', m"") 

| (0, 0',0") _ (0, oe”) ; (m,m’,m"") (mm, m’,m"") 

— 7.7 mm”, m m’,m™, m rrr mm,m mm,™ 
(9, 0',0"") = (mm, m™, mo?) 


Es laBt sich leicht zeigen, daB die Formel (2) richtig bleibt, falls u 
in jedem Teilbereich von B regulir und in (B+ CC) endlich ist. Eben- 
falls ist leicht einzusehen, daB man auf ahnliche Weise wie im Falle der 
Potentialgleichung vermége der Formel (1) auch hier die Werte des Vek- 
tors u im Innern von B aus den Randdaten vermége der Formel (2) 
ausdriicken kann. 

Um die Beziehung (2) zu beweisen, werden wir zuerst zeigen, daB 
man zu jedem Korper B eine unendlliche Folge von ,,Orthogonalvektoren “ 
(vgl. die Formel (10)) 


\ 3) Br. rr” 
herstellen kann derart, daB unter den soeben besprochenen Bedingungen 
u in B sich in der Form 


r (r,7',7")=@ 
(4) u=—leonst+  'S— Sarier SS (Sn eve # Udo 
- (rrr )=1 Cc 


darstellen lafBt. Mit Hilfe einer Transformation werden wir dann aus (4) 
die Formel (2) gewinnen. 


Wir gehen nun zur Bildung der angegebenen Vektorenfolge 8, », »” 
iiber. Als Ausgangspunkt betrachten wir das Vektorensystem 


(5) R,, r’.r’’ > 
das wir folgendermaBen definieren: Wir bezeichnen mit 


cos 


®, (x,y,z) = R'P,,(u) sin °? 
[R= |x?+ y?+2?] 
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die Kugelfunktionen des Raumes (vgl. beziiglich der hier eingefiihrten Be- 
zeichnungen die FuSnote **) der Arbeit: ,,Entwicklung nach Orthogonal- 
funktionen“). Es ist dann 








Soom (—M, Far Rt + @,)i+ (— MR" Ss)i+ (— MR" Eee) ts 
(5*) Bo1,0—= (— M,R* 2) +(-M u,R*= ar +,)i+(—M u,R*—*)t, 
Soar (— MR 2%) i+ (— MR*o%)j 4 (— mR 44 0,)t,7 


wobei M, eine Konstante ist. 


") Die Werte der Vektoren §;,,’,-” fiir kleinere r (bzw. r’ und r”) lauten: 
&, oo = zi+0j+OF, o1,0=01+2j+0f, %o,=0i+0j+z2t, 
&, oo=yit+O0j+Ot, Ko oo = 0i+yji+OF, Ko o,2= 01+ 0j+yf, 
Ks oo = 21 +0j+ 0, Mo so = 01+ zj+ OF, Ro o,s = 01+ Of+ zt, 
r 1 1 7 

B0,0= |(2*- 24 + — 528) 2.0, (2*+y+2*)] i404 +08, 
& =0i+/ ot s_ 1 s) 2M, (z* 2 | s+o8 
eR i EP —g**)-2 o(z*+y +2*)| i+ ’ 


Sut — 52") 20h, (2*+y*+2")] f, 


&,,0,.0= tyit+[—M,(z*+y*+2*)) i+, 


é 
Boo. = 01+ 0j+ I(z* - 


Go 0=[—Me(atty*+2]itzyj+Ot, &o,.=01+0j+ayt, ) 
Mo o,o = zzi+Oj+[—M,(a*+y*+2*)]f, ooo = O0i+zyji+OF, 
(5**) % 0,0 = ([— M, (z* +y*+2*))i+0j+zzf, 
&, 0,0 = (y*—2*)i+0j +01, ( 


Ro oo = Oi [(y* —2*) —2 M, (z*+y* +2*)) {4 +0, 
&y 0,9 = 01+ Oj + [(y*—2*) — 2. (z*+y* +24) f, 
My oo=¥zit+Oj+Of, M4 o=Oi+yzi+[—2M(2*+y*+2%)]t, | 
Xo o,9 = 01+ [— 2M, (z*+y*+2")]i+yzt, | 
& 0,0 = [(#*— 5 2y*- 5 22*)—6 M2 (2*+y*+2%)| i+ 
+ [3 My (x*+y*+2*)) j+[8Mz(2*+y*+2*]f, 


ooo = (8 My (z*+y*+2*))i+ [(z*- : ry*— : 22) +3M,2(2*-+y"+2")| j+0t 


2 


Ro og = [3 Mz (x*+y*+2*)] i+ 07+ (= = ; zy*— 5 2*) 4+ 8.My2(2*-+y"+2"| t, 
usw. 
Die den Verschiebungsvektoren Sr, 7,7’ igor age Verzerrungen und Spannungen 
werden wir durch die Beifiigung der Indizes r, r’,r” kennzeichnen (z. B. qr"), ‘ 


om ‘ ‘ tN A+up 
v7.7") en ———« 
x, usw.). Die Konstente M, ist gleich 2 (e—1)44+-(80-2) n° 
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Wir wollen zeigen: 


I. daB jedes 8, ,,, eine partikulare Lésung des elastischen Problems ist, 


IT. daB (5) ein vollstdndiges System in B ist, d.h. daB man jeden im 


abgeschlossenen Bereich B reguliren Verschiebungsvektor u durch eine 
(7.7 \=m 


endliche Summe u™ = >a one v’&,,7,2" gleichmaBig in B approxi- 
* (r, 7,7" 
mieren kann. 


Die Behauptung I 148t sich durch eine einfache Rechnung verifizieren, 
indem wir die drei Verschiebungskomponenten in die bekannten Gleichungen 
der Elastizitatstheorie [Love § 91, Formel (20)] einsetzen. Man iiberzeugt 
sich ohne Schwierigkeit, daB die Komponenten von §,,,,,” diese Glei- 
chungen befriedigen. 


Die Behauptung II ergibt sich auf Grund einer bekannten Darstellung *) 
von u (die in jedem Sternbereiche gilt): 


(6) u=(R*E+h,)i+ (RS +a,)i+ (A B+a,)t, 


wobei A, h,, h, und h, harmonische Funktionen sind, zwischen welchen 
die Beziehung gilt 














1 = G+ GA Rane - Gt et eR) 
oder 
(7*) p—R Oe alae y+ +e) aR. 

0 (a4) R Tete 


((7*) ist mit (7) identisch. Der Wert der urspriinglich auftretenden In- 
tegrationskonstanten in der allgemeinen Lésung der als Gleichung fiir h 
aufgefaBten Relation a 


oh 
eer -3(5 ont - 2 re R *+8« 


(=tFe a ai) 
0 A+ U 


ergibt sich aus der Forderung der Regularitét von h in Nullpunkte zu: 
const. Lamy 0.] 








*) Vgl. E. Almansi ,,Sull’ integrazione dell’ equazione differenziale 4°" = 0“, Annali 
di Matematica pura ed applicata (3) 2 (1899), S.1—51, § V, Formeln (53), (54), (55). 








254 St. Bergmann. 
Wir kénnen nun die Funktionen h,,h,, 4, durch die Ausdriicke 


r=m r=™ r=m 
(m) (m) (m) (m) (m) __ 7 (m) 
hy = aio D; he = > ag” oD, bzw. hy = z %,0,4 ®, 
r=1 r=1 r=1 


approximieren °). 

Setzen wir an Stelle von h,, h, baw. h, die Approximationsausdriicke 
hy”, h&” bzw. hy” in (7) ein, so ergibt sich (wie die formale Rechnung zeigt) 

r=m 
m ao, OP, 0D, 
hm = — 3'M, [aime 0 Sot + agtr,o Get + Ostone Ge]: 

Es ist ferner leicht einzusehen, da8 h™ die Funktion h in B approximiert, 
da die Lésung A (bzw. h) der Gleichung (7) regular und eindeutig ist 


ahi™ ahi™) an™ 
und der Ausdruck (= “+ -_ -+- -) (mit beliebiger Genauigkeit ) in B 
die Funktion (> + es + *) approximiert. Es folgt daraus, da8 u sich 
(r,7',.7°=3_m 


in B durch Py a. r’&,,7,7" mit beliebiger Genauigkeit approximieren 
@,r',r"")=1 


1aBt, w. z. b. w. 


Sind zwei Vektoren u™ und u gegeben, so wollen wir mit dem 
Klammerausdruck {u u}, folgendes Integral bezeichnen: 


(2) (2) = 
{u® uy}, = 
— (a) (2) (1) y(2) (1) 2) ; (1) (2) (1) 7 (2) (1) (2) 
_ Sl (ete x; + yy Y, + e:; Z; T Cyz Y, + Cz Z; + Cry Xy do 
4 (1) 4(2) (2) (2) (1) _(2) (1) .(@ 
= fff [AAP a? + 2 (er + ef) ey t ef? ef?) + 
B 
(1) (2) @) (2) a) _@ 
+ fo (Gye Oye + Cre rz + Cry Cry) ) dO 


=-— ff [[ X2 cos (x, n) + Xj” cos (y, n) + X!" cos (z, n)] wu + 
c 


(8) 


+ [Z"” cos (x, n) + Z cos(y,n) + Z cos(z,n)]w" | da. 


+- [¥{” cos(x,n) + ¥;” cos(y, n) + Zy” cos(z, n)} vo + 


Die Indizes 1 und 2 bedeuten, daB die Verschiebungen, Verzerrungen und 
Spannungen den Vektoren u™ bzw. u® entsprechen, do ist das Volumen- 
element von B. Wir orthogonalisieren das System (5) mit Hilfe des 
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren und gelangen zu einer neuen 
Vektorenfolge 

(9) B-., “te 


*) Vgl. die Arbeit Entwicklung nach’ Orthogonalfunktionen“, 8. 266 und 267, 
Zeile 10 ff. 





“SS [Keele 4 
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Dieses Vektorensystem soll derart orthogonal sein, da& 
(10) {Br.r.7° Be, ee" dp =1 (falls r=, r’=9', r” =9"), 

= 0 (falls r+ oder r’ +0’ oder r” + 9”). 
(9) ist mit (5) aquivalent, somit auch vollstindig. Da bekanntlich: 


— yim Ur, r', x’ + Yn, 2’, 2” + Zn Wr, 7,9") dw 


ist, und wir von vornherein die Existenz von u annehmen, so \aBt sich 
leicht ersehen, daB die durch (4) angegebene unendliche Reihe den Vektor u 
darstellt, falls sie nur konvergiert. Wir miissen somit ihre Konvergenz 
beweisen. 

Die Quadratsumme der Koeffizienten von (4) ist endlich: denn nach 
der Besselschen Ungleichung ist 


DS fP [eet + Kye + Beers? + 


wre) 


(11) 4 Y,e + r 4 Z. Pe r’ Lae ae do} 
< SSF. 4A* +2 (e2,+ e3, + e3,) + u(e2, + €3, + €3,)| do 
b 
der letzte Integralausdruck ist aber nichts anderes als die Energiemenge, 
die im Kérper B aufgespeichert ist, falls die Verschiebung in jedem Punkt u 


ist. Da wir angenommen haben, da8 u in B regular ist, so ist diese 
Energiemenge natiirlich auch endlich. Wir wollen weiter zeigen, daB 


x nw 
y (rrr »\}? a a ~\ 12 rrr’) 3 
my laren ey), SF lee (emo). DS [ees 0,0)) 


(r.r’.r’’) rr’. 


r’’) (r,r’.r'’) 
x - x - nr 
P y (77's »\1* (rrr) - y’ e"” ror 7 
(12) s [ e!” (55954 ] ’ bs [ey,” &,,¢)] ’ j é,,¢)] 

ir,r’, r’") (reer) (rere) 
_. > 
y’ ae a ae »\ 12 

CF ($5,956) 
(rrr) 


in jedem inneren Punkte (£,7,¢) von B endlich ist. Wir werden dabei 
einen ahnlichen Gedankengang einschlagen wie in der genannten Arbeit: 
»Uber die Entwicklung nach Orthogonalfunktionen.“ 

Zuerst ist ein Hilfssatz zu beweisen: 


Ist h(x, y,z) eine biharmonische Funktion*®), die im Innern und 


”) Das heiBt: A geniigt der Gleichung: 
ah ah oh o*h é*h .. @h 
— +--- +2 ——_— +% ) ~ 


=0 
ax* ay? ” 6a! e*xd*y «=e* 2 0*s 6*y o*2 











YS ai, (r, 7’, r’") (r, ( 
+ Fa" + Zen” me A Gee) + BL FN de 
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auj der Berandung einer um den Nullpunkt geschlagenen Kugel K vom 
Radius g regular ist, und ist schlieBlich 


so tst 
(14) Jf fare.u2)dod Bag’. 
K 


Beweis. h(x, y,z) laBt sich in die Reihe 
h(x, y,2)=(1-+ a, R*)+(a,+«,R*)2+(a,+, R*)y+(a,+a,R")z 
+ (a, +a R®) (2x _ sy _ 52") +(a,o+,,R*)2y+... 

[R* = 2* + y* +2") 


(15) 


entwickeln, und 


fff n° (x,y, z)do= {Fa +- «, R*) + (a, + «, R*) RP, (cos 0) 

+ (a, + «, R°) RP,, (cos @) cos p 

+ (a, + «,R*) RP,, cos(@)sing +...]’do 
S(l+a,R*)do+ SIF (a, + a, R*)R* P?2 cos(@)do+... 


=f 


r=@ k= 
, 


a - SIS Capt an 41) (gy ty, 41R*) R°* P,..008(O) Py s 008(0) 
' =0 “Kk 


0 


{ 
| 


” 
il 

oc 
Lod 


cos ag \ {cos 2 ] 

‘pe we wend Rak cos pay | . 

Die Klammer bedeutet, da8 entweder cos oder sin zu nehmen ist, und 
der Strich bei den Summationszeichen —, daB die Glieder mit r= & aus- 
zulassen sind. 

(Was die iibrigen Bezeichnungen anbetrifit, so sei auf Korn, Potential- 
theorie, Berlin, Diimmler (1899), S. 115, 131 und 133 — insbesondere auf 
die Formeln (10) und (68) und evtl. FuBnote **) der Arbeit ,,Entwicklung 
nach Orthogonalfunktionen* verwiesen.) 


Infolge der Orthogonaleigenschaft verschwi:det der in der eckigen 
Klammer befindliche Ausdruck, denn jeder Summand: 


R 2x +; 
J (ar + Cares”) (yy + Mayer B®) RY dR SJ Pra( 008 O) Pop (008 8) 


>< (S85?) (0°82?) d cos Ode 


sinag/ \sin Bp 


(Cp + yess R*) (yy + ey, BY) REAR |-0 


rR 


“ul 


ist gleich 0. 


ist 


Ve 


Jie] 
bis 
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SJfh* (2.9, z)do— J{J(1+4,R*)*do + SJS (a+ a R*)* 2° do 

+ SfS (a+ aR’) y*do +... 
2S{fa 1+, R*) *do=4a(tg*+20,0 +032), 


Dieser Klammerausdruck ist positiv definit. Sein Minimum bei verander- 
lichen a, ist gleich 782g*, was zu beweisen war. 


Um die Endlichkeit von BS (ee? (e, n, C)]* au zeigen, werden wir 
rr’, rae 


jetzt das Minimum M;,,- der im Kérper B aufgespeicherten Energie unter 
der Nebenbedingung 


(16) €..(§,9,¢)=1 
berechnen, wobei (€,7,¢) ein innerer Punkt von B sein soll. Wir be- 
zeichnen mit I Po Verschiebungsvektor, der diesen Minimalwert M er- 


gibt. Wir kénnen unsere Aufgabe folgendermaBen formulieren. Es sind 
in dem Ausdruck 
m 
N,. = p> Oy, pyr’ Br.r', 9” 
(r, 7’, 7") 


die Koeffizienten «@,,,,,- so zu bestimmen, da8 {N,N}, zum Minimum 
wird bei der Nebenbedingung 


ete “gif # n,¢ t)=1 11) 
(eine endliche Extremumaufgabe). Es laBt sich leicht nachweisen, daB 
lim R,, existiert und der gesuchte Minimalvektor I ist **) 


m-> 2 , 
= lim N,, 
m>@ 


Es ist dann infolge der Orthogonalitatseigenschaft der 3, », »” 


(17) M; .,: = Dazy, ” 


Die Nebenbedingung 
es? (E, 7,¢)=1 


(rr, r") 7» ~) 
Dr, r Cxz (é, 7, ¢)=1 


rr’, 9’ 


besagt, daB 


ist. 


1) Die Indizes N,, bzw. M bei den e,, bedeuten, daB diese GréBen sich auf den 
Verschiebungszustand beziehen, der durch den Vektor %,, bzw. M gegeben ist. 

12) Dieser Grenziibergang von (r, r’,r”) =m au (r,r’,r”) =o kann ganz ahn- 
lich wie in der Arbeit: ,Uber die Entwicklung nach Orthogonalfunktionen* (8. 246 
bis 248 und S. 264) durchgefiihrt werden; wir wollen deshalb auf die genaue Be- 
schreibung dieses Grenziiberganges verzichten. 





” 1)*e** 
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Einfache Rechnungen ergeben, da das gesuchte Minimum M;,,,- dem 





Ausdruck —, gleich ist, und umgekehrt 
Py lel Een, t)] 


rn? 


“fh r’’) . 2 1 
(18) >, ee (&,,¢)] - oa 


§,%,s 
ist. Andererseits ist: 


(19) Mom {R, M}y— fff 4(4™)* + 2m (ole + ey” + a") + 
+m (ofr + P+ of") dod Sf fou?) ao. 
B 


Dieser letzte Ausdruck ist nach dem soeben bewiesenen Hilfssatz 
gréBer als 22 u2ag*, da ef (e, n,¢)=1 ist. (g bedeutet dabei den Ab- 
stand des Punktes (§,7,¢) von C.) Somit nach (18) und (19): 

75 


324 ag* 


(20) Pe CAM Ns) es 
(rr',r' 

In ganz 4&hnlicher Weise laiBt sich zeigen, daB die anderen in (12) 
vorkommenden Ausdriicke fiir jeden inneren Punkt des Bereiches B end- 
lich sind. Somit folgt nach friiher Gesagtem, daB die unendliche Reihe (4) 
fiir jeden inneren Punkt P konvergiert und den Verschiebungsvektor u 
darstellt. 

Wir wollen nunmehr die Transformation, welche den Ubergang zwi- 
schen den Formeln (4) und (2) herstellt und auf die wir am Anfang der 
Arbeit hingewiesen haben, angeben. 

Bekanntlich ist 


(e,0,0°=,7',r'") 

(21) Brrr” Py ee yA | Ne.o'.0" 
(oe, 0.0 )= 1,0, ¢ — 

wo 

‘ (,e",e") _ 
(22) Vo9.9°° = 
| {8,, 00Sr.00} {%1,0082.0.0) eee {R >, yr, » Rs,0,0} 
{Si aoRy eo”. , gn {Ro 1,0 bl ese { Ry, fr, 8, oe} 


{&,, 0, of #0, ow} {Ro, 1.0 R. 0,0 oe} a * { Ro, 0, poo K+ o**, on} | 





{X1.0,0 K rrr ‘} ‘" Ta } eee {Ry, , sailed "te 


[[8x00%s00} Pe ST P| | LES, ae ioo} abs + {Ba r tu 
Ree ae ee 
| {81,00 Ky, y, po}... {Ryo, 0, 1000 Ryo, yon, ye} | {1.0.0 Revie} + {Ree Kee 





J Ae a oe hee Ue lf 


— 


> oat 


se k= os ow 


es 





Tad 


R,. 
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ist**), wobei die Zahl k, (baw. k,) die Stelle des Tripels (9. o’, 0”) [bzw. 
(r, r’,r”)| in der in der FuBnote *) genannten Reihenfolge angibt. 
(21) entsprechend ist: 
(e,e’,0°)=(r,7',7"") aoe 
(23) {3,, rr” U}» 5 = elt {&,, ee” U}s- 
(e.e’.0"")=(1,0,0) 
Setzen wir in den m-ten Abschnitt der unendlichen Reihe (4) die 
Ausdriicke (21) und (23) ein, ordnen sie nach $,,,,. und gehen zum 


lim iiber, so erhalten wir die Formel (2). 
n> 2 


(Eingegangen am 18. 10. 1926.) 


Zusatze. 
Zwei Sonderfalle. 


Es soll noch kurz auf einige wichtige Spezialfille des elastischen 
Problems eingegangen werden und zwar wollen wir 


I den kreissymmetrisch belasteten Rotationskérper und 
I]. eine vertikaler Belastung unterworfene diinne Platte behandeln. 


In diesen beiden Fallen kann man bekanntlich den Verschiebungs- 
vektor mittels einer skalaren GréBe und deren Ableitungen darstellen. 
Da diese skalare GréBe eine biharmonische Funktion**) des Ortes ist, 
so liegt es nahe, nicht den Verschiebungsvektor selbst, sondern diese 
skalare GréBe durch Polynome zu approximieren. Leitet man von der 
auf diese Weise erhaltenen Funktion den Verschiebungsvektor ab, so 
stimmt er mit dem Ausdruck (2) natiirlich iiberein. Man kann ihn also 
auch durch eine zweckmaBige Transformation bei Durchfiihrung der Spe- 
zialisierung erhalten. Es ist aber einfacher, diese Formel direkt abzu- 
leiten, indem man von gewissen in folgendem angegebenen Grund- 
funktionen ausgeht und unser fiir den allgemeinen Fall erklartes Verfahren 
Schritt fiir Schritt wiederholt. Da die Formeln fiir die angegebenen 


13) Vgl. G. Kowalewski, Determinantentheorie, Leipzig, Veit & Co., 1909 (I. Auflage), 
§ 168, S. 426. Beziiglich der Bedeutung von (r*, r**, r***) bzw. (r°, r®, 1°) vgl. Fub- 
note °), beziiglich der Anwendung der geschweiften Klammern vgl. (8). Der Index B 
bei den Klammern in der Formel (22) wurde fortgelassen. In vielen speziellen Fallen 
lassen sich yogis’ in einer Form darstellen, die zu numerischer Berechnung geeigneter 
erscheint als die Formel (22). Z. B. kann man fiir einen Kreiszylinder von der Héhe h 
und dem Radius 9 die GréBen yieeeg") darstellen als ein Polynom in h,o,4,", ge- 
brochen durch eine Quadratwurzel aus einem Polynom in denselben Verinderlichen; 
ihnliches gilt fir Parallelepipeda usw. 

14) Vgl. dazu FuBnote *°). 
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skalaren GréBen in rechnerischer Hinsicht doch etwas einfacher als (2) 
sind, wollen wir sie in Anbetracht der Wichtigkeit dieser Spezialfille 
besprechen. Wir wollen uns aber dabei mit der Andeutung des Beweis- 
ganges begniigen, da derselbe sich infolge der Ahnlichkeit mit dem Beweis 
fiir den allgemeinen Fall aus unseren Angaben ohne jede Schwierigkeit 
entnehmen 1aBt. 

Wir gehen nunmehr zur Behandlung von Fall I iiber. Herr Love hat 
gezeigt, da8 man in dem von uns betrachteten Falle eine bestimmte Art 
von ,elastischem Potential“ H definieren kann**). H ist biharmonisch. 
Durch dieses Potential und seine Ableitungen nach den Koordinaten kann 
man die Komponenten von u ausdriicken. 

Fiihrt man die Zylinderkoordinaten (z,P,q) ein, und laBt die Ro- 
tationsachse des Koérpers mit der z-Achse zusammenfallen, so wird H nur 
von z und P abhingen. Fiir die Komponenten w,, w,, w, von u erhalten 
wir die Werte 





1 ( 7 +2 a 1 ¢H) 
9 , = —— x. cana oie ae ate 
(24) ©,= 3, zap)! H- sp? + Pap | 
oer. en | ee 
»> 2u “OP az | yp i Ve 


Man kann nun zeigen, daB man zu B ein System von skalaren_,,ortho- 
gonalen* Funktionen Z”’**) herstellen kann, so daB H (dessen Existenz 
vorausgesetzt ist) sich ix der Form 
(25) H=— 3 2" Sf (N,w% +N, wl) do 
r=0 Cc 

darstellen lat, wobei N, und N, die Komponenten der Aufenkraft % 
sind **) . 

Der Beweis der Formel (25) 148t sich durchfiihren, indem wir, von 
der Funktionenfolge 


(1) P 3 2 2 3, 3 
K") = z* — 52P* K" = 2(2* + P*) 
( 26) 


K° = 2'—32°P*+ EP KY = (22S p*)(2*+ Pt) 1) 





5) Vgl. Love, § 188, 8S. 317. Das Potential H ist dort mit 7 bezeichnet. V* be- 
deutet den Laplaceschen Operator. 

1*) Z) entsprechen den in (3) angegebenen Vektoren Brrr”. 

1) K” sine die kreissymmetrischen Kugelfunktionen ( Legendreschen Polynome ) 
selbst und mit (z*+ P*) multiplizierte kreissymmetrische Kugelfunktionen. Die Po- 
lynome 1-ten und 2-ten Grades brauchen wir nicht zu beriicksichtigen, da ihnen ein 
verschwindender Verschiebungsvektor entspricht. 
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ausgehend, dieselben derart zu einem neuen System H” orthogonali- 
sieren, daB 


(27) {u® ue} =1 (k=2) 
=0 (k+s), 


wobei u® bzw. u die den Potentialen H” bzw. H” entsprechenden 
Verschiebungsvektoren sind und {uu}, den Integralausdruck 


k ( (k) -,,( 0 anf 
(28) SfJeu[% aw! te 8) 4 dwt ) ew” 2 wf a 
ov orl 


p? 


1 bw ie ew awe Se i 
+ 3\ op t+ Gs) ae + Ge) + zciv u® div u® | do 


bedeutet. 











Ahnlich wie im allgemeinen Falle la8t sich auch hier zeigen, daB 


4 








= a Hn P) > wv P) v= @ wp” (2, P) 
9) SCE), SRY. SC). 
v¥=0 v=0 
vSe .. vy) \ (y) —> 
+ (dw (z, oe) Owe (z, P) y A 9 
> ( “FP . 6z ), des [ai h(a, PI 


fiir jeden inneren Punkt (z,P) endlich bleiben. Da das System K” bzw. 
H” in B vollstindig ist, so 148t sich leicht weiter zeigen, da8 die Formel 
(25) H darstellt. Der Ubergang von der Formel (25) zu derjenigen, die 
der Forme] (2) entspricht, ist vollkommen klar. 

Wir gehen zum zweiten Fall iiber'*). Die Mittelebene der Platte soll 
in der Ebene z= 0 liegen; die Dicke der Platte sei A, der Grundrif der 
Platte sei der ebene Bereich B*, seine Berandung die Kurve O*. Wirken 
die auBeren Krafte in der z-Richtung, so reduziert sich das elastische 
Problem bekanntlich auf die Bestimmung einer in B* regularen biharmo- 
nischen Funktion w, fiir welche auf C* 
ow ow 
6x’ dy 


> 


vorgeschrieben sind. Gehen wir in diesem Falle von dem System 
(30) K™ —2 K® = y K® = 2? + y? K® — 2*~ y? K® = ay 
Kk® os a (a* + y*) 


8) Vgl. A. und L. Féppl, Drang und Zwang, Miinchen und Berlin, Oldenbourg 
(1920). I. Band, III. Abschnitt, § 17 und § 18 (S. 125-134). 


18* 
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aus, so lat sich wiederum das System K zu einem neuen Z” ortho- 
gonalisieren, wobei 
(31) {Z™Z2°—1 (k=) 

=0 (k+82). (3€ 
Dabei bedeutet {ZZ}: 











A ‘ tou (37 
a(e+t) a (s) "Zz 27 (8) a Mal a? z™ a*ze 
(32) “a JJ 7 yezewz -(2 éz* ye “éy® oz® + 2 ay Ox dy 
Wie friiher 148t sich mit Hilfe der Minimalbetrachtung zeigen, da8 
vv [.2*2 ZG, (&, 9) 3 y r faze, ” pote az e »)|" (38 
) nt MBE 
(33) ole | Slt ae ent, S| aEen | 
fiir jeden inneren Punkt (&,7) von B* endlich ist. Da das System 
K” baw. Z” in B* vollstindig ist, so gilt wiederum die Darstellung 
' _— (») eh i 2(u +4) Ow p27” ap*z™ , wa *Z) 
= => 20 (WF *{|-%s 2u—i (S27 ie dias ad et axdy (39 
(34) o=1 e 





éw e*Z™ dx ow é *z™ dy\ | la 
\ey éz* ds éy éy® ds/ | ° 


wo ds das Linienelement von C* bedeutet, woraus wir eine der Formel (2) 
entsprechende Formel ableiten kénnen. 


Fehlerabschatzung. 


SchlieBlich soll noch eine Methode besprochen werden, nach der man 
fiir den Fall, daB die Randverschiebungen gegeben sind’*), eine Fehler- 
grenze fiir den Wertunterschied zwischen dem gesuchten Vektor u und dem 
m-ten Niaherungsvektor u‘ numerisch errechnen kann. u‘ bedeutet: 


- (r.r'. . 6 er 7 
—|const+ S Sarr SS (me ‘#u)do| = 
7 (r,7' = ' 


(35) 


rr. =m 


= — | const + by a SS Gare” #u) do. 


rr )=1 
Aus u™ lassen sich (vgl. FuBnote*)) die Komponenten des zugehérigen 


Tensors e\", €)y', €s: , Cy: » re» €ry berechnen. Die obengenannte Auf- 


*) Die Forme] (2) laBt sich natiirlich auch in diesem Falle anwenden; wir miissen 
nur SS (ater ™")¢%) dw durch SJ (am men) de ersetzen, wobei aimm, #) 
die zu dem Verschiebungsvektor =, m’,™’)" gehdérige AuBenkraft bedeutet. Mit W,, r’,r” 


WT ad 


soll die dem Verschiebungsvektor 3;, r’, x’ entsprechende auBere Kraft bezeiclnet werden. 





(36) 


(37) 


(38) 


(39) 
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gabe kann man durch die Abschatzung von [e,,, (&,,¢) — el” ( é, 7, ¢)], usw. 
ersetzen. 
Es ist nach (4): 





\(r, r’, 7" 
lexe(6, 9,6) —ere (8 9,0)| =| 2. te bails doo 
7’, = 
[" rf )= 
<)I > Cael (3 nent} “CS Grew) do)'), 
r, 7,7 )=m+ Ts Sms +1 
Nach (20) ot 
(,7',7°=2 (7, =m 
Py (e VE a tyyi<s Spon > (628.0, 0), 
(7,7 =m+1 (7,7 )=1 


wobei g(é, 7, ¢) den Abstand des Punktes (¢, 7, ¢) von der Berandung C 
bedeutet. Damit ist eine numerisch angebbare Schranke fiir den ersten 
Faktor von (37) gefunden. Es soll jetzt eine solche fiir den zweiten an- 
gegeben werden. Der Ausdruck 


vik.” se si, ed 


[SS (Meee *u)do) = MSS Greve e(u—u™)) deo] 


(r, 7.7 j\=m+1 (7,7 Fons 


ist offenbar diejenige ease die ‘ede Vektor (u—u™) entspricht. 
Wir betrachten jetzt irgendeinen in abgeschlossenen B viermal stetig diffe- 
rentiierbaren Vektor 


(40) wewi+erj+w'f, 

der auf C mit (u—u™) iibereinstimmt. (Die Komponenten von u’ brauchen 
natiirlich den bekannten Differentialgleichungen der Elastizitatstheorie nicht 
zu geniigen.) Berechnet man den zu u' gehérenden symmetrischen Tensor 
(d. h. die in der FuBnote °) angegebenen GréBen e!,, e!,, ef,, usw.) und 
mit Hilfe dieses das Integral 


(41) SIS [A4t*+ 2 w(ez? + ef? + ef?) + u (ej? + ef? + eb3)| do, 


so ist, zufolge der Minimaleigenschaft*®) des Energieintegrals, (39) kleiner 
als (40)**). Ersetzt man in (37) die beiden Faktoren durch (38) und (40), 
so erhalt man eine Majorante, die man mit Hilfe der m ersten errechneten 
Vektoren 8,,-,, angeben kann**), 


%) Vgi. Love § 119, S. 202 bis 204. 

*) Die Minimaleigenschaft des Energieintegrals wurde zur Fehlerabschitzung in 
letzter Zeit von Herrn Trefftz angewandt. 

**) Es sei noch darauf hingewiesen, daB es nahe liegt, die vorliegenden Unter-, 
suchungen mit der Theorie der quadratischen Formen 5 =o, 0',o" =.r',r" {&o, o',0” Rr,r', rhs 
von unendlich vielen Veriinderlichen Fp, o’,o” in Zusammenhang zu bringen. 


(Eingegangen am 16. 3. 1927 und 5. 7. 1927). 











Uber Randwertprobleme bei linearen elliptischen 
Differentialgleichungen. 


Von 
Harald Geppert in GieBen. 


In der vorliegenden Abhandlung sollen einige Untersuchungen iiber 
die Rand- und Eigenwertprobleme bei linearen elliptischen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung in zwei Variablen wiedergegeben werden, die 
sich hauptsiachlich auf den asymptotischen Charakter der Eigenfunktionen 
und -werte beziehen, und dazu beitragen, die weitgehende Analogie, die 
zwischen diesen Problemen und der klassischen Aufgabe der Membran- 
schwingungen 


(1) A4u+iu=0 


besteht, zu vertiefen. In einer friiheren Arbeit (Math. Ann. 95 (1926) 
8. 519—543) habe ich mich mit den ,gekoppelten“* Systemen elliptischer 
Differentialgleichungen beschaftigt und den Satz bewiesen, daB deren Higen- 
werte dem gleichen asymptotischen Gesetz geniigen, wie die der Schwingungs- 
gleichung (1). Hier soll zunichst dieser Satz dazu benutzt werden, um 
Schliisse auf das Verhalten der Higen/unktionen zu ziehen (§ 1) und sodann 
eine Behandlung des ,,getrennten“ Differentialsystems in Angriff genommen 
werden (§ 2). 


§ 1. 
Das gekoppelte System. 
Es sei 


(2) Lu = du+a(zx, y)-+ d(x, y)-S +e(2,y)-u 
der zu betrachtende homogene lineare Differentialausdruck, 


(3) - a 
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seine adjungierte Form. B sei das von der reguléren Randkurve RF be- 
grenzte Grundgebiet, a, b, c in demselben zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen von xz, y. Das Randwertproblem des gekoppelten Systems ist 
folgendes : 


Diejenigen in B + R stetigen Funktionspaare u,v zu finden, fiir die 
daselbst : 
(4) Lu+ijv=0, Mo+iu=0 
ist, die am Rande verschwinden: 


(5) u|* =v|\* —0, 


und die so normiert sind, daB 
(6) Sfutdzdy=JSfv'dedy=1 
B B 


ist. In der eingangs zitierten Arbeit habe ich bewiesen, da8 die Eigen- 
werte von (4) das asymptotische Gesetz 


(7) i, = 3" (1+0,), lim 7, = 0, 


n-?>@ 


erfiillen, wo F den Flaicheninhalt des Gebietes B bedeutet. Der Satz, den 
wir nun im folgenden beweisen wollen, bezieht sich auf die Eigenfunktionen 
von (4) und besagt: 


Satz. Sind u,, v, (n=1,2,3,...) die beiden Folgen entsprechend 
zusammengehdriger Higenfunktionen von (4), so konvergieren sie mit 
wachsendem n im Mittel gegeneinander, d. h. 


(8) lim ff (u, —v,)*drdy=0. 


n~>o B 


Das Ma dieser Konvergenz bestimmt sich aus der scharferen Beziehung 
(8a) SS (u, —,)*dedy = 0 (=). 
K 
Beweis. Wir setzen 


w,=v,—4u,, 


so daB 


ist. Aus (4) folgt dann: 





Mw,= Mv, — Mu, = — d,u,+2,0, 20-542 b-S4(a,+b,)-u, 
7] 4 a ¥ 
=A,-w,+2a-— +26. is (a,+-b,)-u,, 
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ffm Mw,-dzdy =A,: Su dzxdy-+ 2 [tere +8 5p) -w,dzdy 


+ ffie +b )u,w,-dady. 
B 
Andrerseits wird: 


(10) Jv. Mw,-dzdy 


-JJte. -Mdw,—w, 2 (aw,) — w,- ® (bw,) +ewt}dedy 
* oy 


[fits (ee a. t) Saray —3 2 ffte+ -wedady. 


Es folgt aber durch die Schwarzsche Ungleichung: 
J {ae +b hw, -dxdy| 


< y2- Vi fret ==} +B [-e dae a 
<o.({ XG ‘e3] + (St) \dedy) “(fee dvdy) 


C, = max{y2a?, 267}. 
B 


Aus (4), (5), (6) findet man andrerseits, daB 


SIGE) + Gay )Javay ~—Jfu, Au,-dxdy <({fam dedy), 
JJ(4uyazay = | [tars + ont aey ded 


< oe we ° (=) “\axdy + “pee dxdy +42}, 


IGE +(=) *)"\azdy) <203 ING + ) + (Se) Jardy+403-+4a3, 


= max|c|, 
B 








somit: 








ING) (= uae dy < 02 + V+ 4024-423 
<24,4+02+)(03+108), 
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und daher 








(11) JI (a= + b=) )-w, dex dy | 
ss co? ios ) 
< 0,- 24,- i+ pe+ -— “| (ff? dz dy) : 





Endlich hat man noch die Ungleichungen: 
(12) SS (a, +b,)u,w, -dedy | 
< (ff (a,+6,)-u2dady)*-(ff w?-dxdy)* 
B B 
< 0,-(ff w2de dy)? 
B 
C, = max|a, + 6, |; 
B 
Sf(2e —a,—b,)-wy dxdy <max|2c—a,—b, Sf widady 
B B B 
<(20,+0,)-Sf widzdy. 
B 
Sind also #,, #,, d, drei dem Absolutbetrag nach zwischen 0 und 1 


liegende reelle Zahlen, so gibt die Gleichsetzung der rechten Seiten von 
(9) und (10) eine Beziehung der Form: 


(13) a,- Sf widxdy 
B 
t - - ce +20 
a ts, 0,80, V4, -\L+a5 a + 8,-C, 
--{N@ (2a) + (SE) \ de dy + 0, (0, = 0,):|Jutdeay, 


Nun sind zwei Fille méglich: entweder die linke Seite ist negativ, dann ist: 


© Vg, 1 os 
(14a) ({fue dzdy) geo + 2 + a, wo, (Gao) 


8 / 25/e ’ 
4 2 A, 2 





ie 


~~ 


oder sie ist positiv, und dann ist die rechte Seite kleiner als ihr letztes 
Glied, d. h. 


1 : ¢ t iain _ co? a+4@) 
(-0,-40)-([Ju dzdy) < \8O,: Vi,- 1+ Fb+—-]+4,, 
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also wenn der Index » so groB gewahit wird, daB 


4,>2C,+ 0, 
ist, 
12 (¢; +208) 
<flt-o 2G, por, VG 
(14b) (Jue dz dy) Vip ae es ath 1 Fur , 
und aus (14a) und (14b) folgert man, da8 in jedem Falle 
1 , 4.3 
28 ge (40, + C1) 


ist, woraus unter Beachtung von (7) resultiert: 
(8a) ff? dz dy—o(?) =0(+), 
B 


(8) lim ff w? dady = lim ff (u, —v,)*dxdy=0. 
v>o B r>o B 


Dies sind die behaupteten Beziehungen. 

Man kann ihnen eine andere Form geben, die die Tragweite derselben 
in helleres Licht setzt. Bekanntlich kann man jede dreimal stetig deri- 
vierbare, am Rande verschwindende Funktion f(z, y) in eine absolut und 
gleichmaBig konvergente Reihe nach den u, oder v, entwickeln, in der 
Form: 

(16) f(z,y)=Sa,-u,(z,y); f(z, y) = _3'b,-v, (2, y), 
vai 


v=1 


wobei sich die Fourierkoeffizienten a,, b, bestimmen aus: 
4, = Lf t(z,y)-u, (x,y) da dy, b= ff f(x,y)-v,(a,y)dxdy. 
B 


Aus (8a) folgt dann, da8 zwischen den Entwicklungskoeffizienten derselben 
Funktion f(x,y) nach den beiden Funktionssystemen u, und v, die Be- 
ziehung besteht: 


(17) a, =, + 0(=). 


Speziell kann man jede der Eigenfunktionen u, nach den v, entwickeln, 


oder umgekehrt; es sei etwa 
(18) u, =S a, Vus vY, =3S ius ty, 
a= 


w= 


Cy, = Sur, dzdy, 
B 
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dann ist nach (8a) 


=1...0 
ak ,=1-0(7), “$a, —0(2), 
~ of. ml 
(19) Sf u, bh ln) fiir y 
B | o(-), o(;,) fir w+. 
§ 2. 


Das getrennte System. 


Eine zweite mégliche Vera!lgemeinerung des Problems(1) auf allge- 
meine elliptische Differentialgleichungen besteht im folgenden Ansatz des 
getrennten Systems: 


(20) Lu+iu=0, Mv+Aiv=0, 
mit der Randbedingung : 
(21) u|* —v|*—0. 


Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem Ansatz des gekoppelten Systems 
ist der, daB jetzt Eigenwerte und -funktionen komplex sind. Wir kénnen 
daher eine Normierung vornehmen, etwa in der Form, daB 


(22) Sf \u2|dady=ff\v"|\dedy=—1 
B H 
ist. Nur in dem Spezialfalle, daB 
da_—ab 
dy ox 


ist, lassen sich die Gleichungen (20) auf die selbstadjungierte Form bringen 
und sind dann der direkten Behandlung als Eulersche Gleichungen eines 
Variationsproblems zuginglich. 

Wir kénnen voraussetzen, daB 


c<0, c-— = <0 
ist, was man notigenfalls dadurch erreicht, daB man in (20) von c die 
GréBe max{|c|, |c —a, — b, |} subtrahiert und zu 4 addiert. Dann ist 
B 


die Greensche Funktion des Problems I"(z, y; &, 4) im Grundgebiete wesent- 
lich positiv und verschwindet nur auf dem Rande R; mittels derselben 
kénnen wir den Gleichungen (20) die Form geben 


u(x,y)=A Sfuls, n):'(é,; x, y)dédn, 


v(x, y) = a-SSv(é, n)-T' (a, y; &,9)dédn, 


(23) 
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und auf diese Gleichungen lat sich ein schéner Satz von Herrn Jentzsch*) 
anwenden, der folgendes besagt : 

Das Problem (23) hat Eigenwerte; unter diesen gibt es einen, der 
reell positiv, einfach und absolut kleiner als jeder andere Higenwert ist. 
Die zugehdrigen Higenfunktionen u,v sind reell und verschwinden im 
Innern von B nicht, kénnen also daselbst positiv angenommen werden. 

Uber die sonstige Verteilung der i. a. komplexen Eigenwerte von (20) 
gibt noch folgender Satz AufschluB: 

Satz: Sind 4, =1" +41" die Higenwerte von (20), so sind 

1. die aS” nach der negativen Seite hin beschrankt, und 

2. tst 
(24) 4 = Oval”). 

Diese letzte Tatsache charakterisiert die asymptotische Belanglosigkeit des 
Imaginarteiles gegeniiber dem Realteil der Eigenwerte grofsen Absolut- 
betrages. 

Zum Beweise zerlegen wir auch die Lésungen u(z, y), v(x, y) von (20) 
in Real- und Imaginarteil: 


; u=u%+i-u™, v =v) + ¢-9%, 
dann gilt: 
- ai afi 1 2 2) 
(25) Lu? + 2% uu —1% u® = 0, 
92 (2) 4 (1 2 , 3 1 
(26) Lu fe a gg 4 2 0, 


Sf {um + u®"\dady=1, 
B 


und entsprechende Beziehungen in v. Multipliziert man (25) mit u”, 
(26) mit uw, so folgt durch Addition: 


5 ay (1) =p (2) 
y™ oo — ff{uo.4 (1) 1. (2). Ay -( at. 16a -) 
u™ + u®. du? + a-\u > oe" 
B 
u® js - 
+ b- (wr un? iy -)+e- (wu + 4) )\ dady 
“i (1) sag (2)\2 = a, (2) 2 
See Cats ay oa 
oy Cz cy 


(27) +$(a, +, — 2e)-(u* + u*)\.dady. 





Das hinzutretende Randintegral verschwindet infolge der Randbedingung ( 21 ); 
es ist zu bemerken, da8 im Falle allgemeiner homogener Randbedingungen, 
in dem dieses Randintegral nicht verschwindet, es nach einem Satze von 





*) Crelles Journal 141 (1912), S. 235-244. 
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Herrn Courant*) héchstens von der Ordnung der Quadratwurzel aus dem 
Doppelintegral, also fiir die folgende Betrachtung belanglos ist. Da im 
Gebiete B 

ja, +b, — 2c|< M 


ist, folgt aus (27), daB 
(28) i> —SM, 
also 4") nach der negativen Seite hin beschrankt ist. Dies harmoniert 


auch mit dem Picardschen Hindeutigkeitstheorem*), da andernfalls die 
Lésung des Problems eindeutig, also identisch Null wire. 


Multipliziert man (25) mit — u®, (26) mit uw, so gibt die Ad- 
dition : 


: (2) >», (1) ~ a, (2) (1) 
3(2) _ f ( ay Ow (2) =) ao ( r+ dl (a) © )} 
ak {[{a- OO wae me GP ne) of O-1 ® aaah iit dzxdy, 


B 


und da nach der Schwarzschen Ungleichung: 


{J (wines eg w )dxdy|<{ ffl (ie) 4 Ba sige 
ff (woe we) dx dy) < WG + (°)"] day!" 
B 


ist, erhalten wir, 





max | \2a°, /26°) - C, 
B 


gesetzt, fiir 2” die ay arid 
(2) f _ (au 2 | fay \3 au'?)\* } 
is C,: Ox ) \ oy oy) * Vex ) 4 ( ey ) , dxdy\ 


< o 3. +4 > _M, 





was mit der “Rd (24) identisch ist. 

Der nach dem zitierten Satze des Herrn Jentzsch existierende reelle 
Eigenwert 14B8t sich im Falle, daB die Koeffizienten a, b,c des Aus- 
druckes Lu hinreichend klein sind, d. h. wenn dieser Ausdruck hinreichend 
wenig von 4u abweicht, durch ein interessantes Approximationsverfahren 
darstellen. Aus (20) und (22) folgt namlich, da8 


*) Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 13. 
*) Vgl. A. Sommerfeld, Enzykl. II A. 7 oc, Nr. 4, S. 520. 
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ela 


(29) iff dzdy i= {I{( ey, + \ay ee "\axdy 
+ rfJia+s, — 2c)-u*dxdy 


ist. Setzen wir im folgenden statt a,b,c besser u-a, w-b, u-c, Wo fu 
einen konstanten Parameter darstellt — etwa «= max {| a}, | ub|, | uc\}— 
so besteht das bei hinreichend kleinem jm konvergente Verfahren in 


folgendem: 
Es seien v,, 1, die erste Eigenfunktion bzw. -wert des Problems 


4u,+1,:%,= 9, 
v, |" =0, Jfogdedy=1, 


man setze dann 
= {(f()°4 (se) } dxd “ +b, —2c)-v2-dad 
oo \\ az/ + te) ‘azady + z°)) (4, y — 2¢)-v9 -dady 
B B 
=, +n-+{{ (a, +b, —20)-v3-dedy, 
B 


und suche die auf R verschwindende Funktion v,, fiir die 


we'd OU , OU, 
4v,+1,-.=—- p-(a-% + ae -) +604) 


st; damit bilde man weiter 


1) (2 
a cme ANG (3) }aedy 
+35 oat” +b, —2c)-v?-dxdy, 
B 


und suche die auf R verschwindende Funktion v,, fiir die 
dv, , 2év \ 
Av, +1,0, = — pe (a% = ba ten), usw. 

Dann ist bei hinreichend kleinem yu: 


A= liml,, u(x, y) = lim», (z, y) 


ao 


der gesuchte erste Eigenwert bzw. -funktion von (20). Letztere ist dann 
allerdings noch zu normieren. 


(Eingegangen am 2. 11. 1926.) 


- 
He 
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Zur Lésung von Differentialsystemen mit unendlich 
vielen Verinderlichen. 
Von 
Aurel Wintner in Budapest. 


Unter einer Potenzreihe ®(y,,y,,...) der abzahlbar vielen, von- 
einander unabhangigen Verinderlichen y, versteht man einen Ausdruck, 
der formell nach ganzen Formen wachsenden Grades (> 0) der y, um- 
geordnet werden kann. Indem wir eine Potenzrethe hinschreiben, wollen 
wir damit die Anordnung threr Glieder schon als gegeben betrachten. 
Ist @ = ym, wobei m, ein solches Mononom (= eingliedriges Polynom ) 

v=0 
von je endlich vielen (>0) y, bedeutet, daBS die Summe von zwei 
beliebigen, voneinander verschiedenen m, entweder kein Mononom oder 
mit mindestens einem der beiden Addenden identisch ist, so soll ® einfach 
geordnet genannt werden. Zu diesen und nur zu diesen ® ordnen wir 
die beste Majorante ® zu; sie ist die Potenzreihe, in welche ® tibergeht, 
wenn man die Koeffizienten durch ihre Betrage ersetzt, so dab P= 
besagt, daB die Koeffizienten von ® durchweg > 0 sind. — Ist ® = 5’ p 
v=0 
wobei jedes ®, einfach geordnet und ® nicht einfach geordnet ist, so 
sagen wir, daB ® zweifach geordnet ist, usw. Der Einfachheit halber 
wollen wir uns auf Potenzreihen beschrinken, die in diesem (und nicht 
in einem allgemeineren) Sinne endlichfach geordnet sind, was nicht wieder- 


*? 


holt werden soll. — Ist P= So, zweifach geordnet, so sagen wir, daB 
v=0 
® auf der komplexen Mannigfaltigkeit 
R,: Sly, |? <5 (6>0) 
r 


gleichmaBig konvergiert, falls sowohl jede Reihe ®,, als auch die Reihe 


ro, auf §, gleichmaBig konvergiert, usw. 
»=0 
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Wir sagen, daB die Potenzreihenfolge {f;(y,, y,,---)}, #=1,2,.-.-., 
beschrankt ist in bezug auf die Zahl 6 (> 0), wenn jedes einzelne /, auf 
R, gleichmaBig konvergiert und zugleich die Linearform 


A(x) = D2;f,(Yxs Yes ---) 
in jedem Punkte von §, im Hilbertschen Sinne beschrankt ist, und zwar 
gleichgradig auf &,, so daB es eine Schranke M (> 0) gibt derart, daf 
(1) Sift» Yo)" SM anf &, 


[wie wir gleich sehen werden, folgt daraus (die f; als einfach geordnet 
vorausgesetzt ) das Bestehen von 


> | F.( ys Ya» -+-)|” < konst. auf &, 
t 


noch weitaus nicht, wie klein dabei auch c>0O sein mag]. — Die 

Benennung rechtfertigt sich dadurch, da8 im Falle, wo die f; einfach 

geordnete Linearformen S'a,,y, sind, die Folge {f,} dann und nur dann 
r 


beschrinkt ist in bezug auf 1 (oder, wegen der Homogenitat, in bezug 

auf eine beliebige positive Zahl), wenn die Bilinearform ) Sa;,2;y, im 
iF 

Hilbertschen Sinne beschrinkt ist; denn letzteres ist bekanntlich dann und 


nur dann der Fall, wenn 


> |Da,,y,|" < konst. auf &,; Yla,|*<+00 (#=—1,2,...), 
ce & 


und andererseits ist eine Linearform _S' a, y, dann und nur dann gleichmaBig 
é 


konvergent auf §,, falls sie im Hilbertschen Sinne beschrinkt, d. hb. falls 
> |a,|* konvergent ist. — Nach der Schwarzschen Ungleichung ist mit 
rn 


' 


{f,} und {g,} auch {f,+ 9,;} beschrinkt in bezug auf 6b. Ist f,—a, 
+ Sa;,y,, 80 ist {f,} dann und nur dann beschrankt in bezug auf ein 
E 


festes und damit in bezug auf ein beliebiges b, falls die beiden Formen 

Sa;,x, 5 Sa;,2,;y, beschrinkt sind. — Es gibt bekanntlich solche 

i t * 

beschrinkte Bilinearformen S’ S'a,, x, y,, deren beste Majorante S S)\a,,|2;y, 
i: i?* 

nicht beschrankt ist’). Es kénnen also die einfach geordneten f, derart 

gewahlt werden, daB {/,} in bezug auf jedes 6 beschrinkt ist, ohne daB 


{f,} in bezug auf ein noch so kleines 5 beschrinkt wire. — Es gilt nun 
der folgende 








*) Und zwar auch dann, wenn die beschrainkte Bilinearform zugleich auch voll- 
stetig, reell und symmetrisch ist; s. Toeplitz, Gott. Nachr. 1913, S. 417—482. 
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Existenzsatz. Ist {f,} beschrankt in bezug auf ein b, so besitzt 
das System 


d ’ , 
(2) Se = vi = fi(Ys> Yas --+) (§=1,2,...) 
eine mit z verschwindende holomorphe Lésung 
(3) y;(2) = 2 ein" 


es gibt ein o derart, daB diese y;(z) im Kreise |x| < g holomorph sind 
und dabei 


(4) Sl y,(x)|? < 0° 


gilt; (3) ist gewiB eindeutig bestimmt, falls*) man die eingangs kursiv 
gesetzte Festsetzung iiberail beriicksichtigt. — [Es bedeutet die Annahme 
oh = 0 keine Einschrankung der Allgemeinheit, da im nichtstationiren Fall 


ox 
zu dem System die Gleichung 1 adjungiert werden kann. } 

Es soll eine Bemerkung iiber das in diesem Satz prinzipiell Neue 
vorausgeschickt werden. Beschrinken wir uns dabei. auf den ausschlag- 
gebenden Fall, wo die /, einfach geordnet sind; wir kénnen zum Beweis 
das Majorantenprinzip auch dann nicht heranziehen. Dieses Prinzip 
besteht darin, daB man in (2) die f, durch andere Potenzreihen ersetzt, 
deren Koeffizienten >0 und dem Betrage nach bzw. > sind als die der 
f, und es ist dann hinreichend, den Existenzsatz fiir das Majorantensystem 
zu beweisen. Betrachten wir die am weitesten tragende Fassung des 
Majorantenprinzips, namlich die Methode von Herrn Lindeléf*), welche 
das beste Majorantensystem »; = f,(7,, 2, ---) von (2) nach der Methode 
der unbestimmten Koeffizienten behandelt. Beim n-ten Schritte in diesem 
Algorithmus ergeben sich dabei gewisse Potenzreihen Y,, (2), so beschaffen, 
daB die n-te Teilsumme von Y,, (2) mit der von »,(2) identisch ist; des 
weiteren sind die Y,, (a) uniiberblickbar, insonderheit ist [abgesehen von 
gewissen Ausnahmefillen (z. B. wenn f, linear ist)] die n-te Teilsumme 
+ Y,,(x). Die Y¥,, (x) kénnen in einem Kreise 8, bestimmt und ab- 
geschitzt werden. Da mit den Koeffizienten der f,, auch die der Y,, (x) 


*) Im einfach geordneten linearen Falle ist diese Kinschrinkung iiberfliissig; 
vgl. Zeitschr. f. Phys. 37 (1926), S. 225—229. 

%) Bull. Darboux (2) 23 (1899), S. 68—75. — Vgl. meine Note Astr. Nachr. 223 
(1924), S.99—102, wobei sehr wesentlich ausgeniitzt wird, daB die Lindelifsche Me- 
thode nicht eine einzige Majorantengleichung betrachtet, also die Existenz einer ge- 
meinsamen Majorante der verschiedenen f; nicht voraussetzt (mit einem solchen Satz 
kénnte man nicht einmal bei der dort behandelten Anwendung auskommen); vgl. auch 
Zeitschr. f. Phys. 36 (1926), S. 778—781. 
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durchweg > 0 sind (dies ist der springende Punkt), so gilt dieselbe Ab- 
schittzung im selben Kreise erst recht fiir die Teilsummen; es tritt da- 


durch vornherein in Evidenz, da8 %, mit 2 nicht unendlich zusammen- 


schrumpft. — Wir wissen aber oben von den (als erklart vorausgesetzten ) 
f, gar nichts, so da8 wir zu keinem Majorantensystem iibergehen kénnen, 
also (2) beibehalten miissen. Setzen wir voraus, daB es bei (2) der n-te 
Schritt gelingt, daB also die [jetzt zu den y;(z) und nicht zu den »,(z) 
angehérenden| Y,, (2) in einem Kreise §, bestimmt und abgeschatzt 
werden kénnen; wir kénnen wiederum nur die n-ten Teilsummen der 
Y,,(2) brauchen, die héheren Glieder haben mit den y;(x) nichts zu tun. 
Da die Koeffizienten der Y,,(x) jetzt nicht notwendig > 0 sind, so labt 
sich nur behaupten, daB die Abschitzung, welche fiir die Y,, (2) auf B, 
besteht, fiir die n-ten Teilsummen nur in einem hinreichend kleinen 
Kreise 6, , besteht und die Schwierigkeit besteht darin, daB man zu 


zeigen hat, daB das 8, mit . sich nicht unendlich verschmalert; m. a. W., 


will man die n-ten Teilsummen im selben Kreise §, abschitzen, in 
welchem die Y,,(2) abgeschitzt sind, so ist die Schranke der Y,, (2x) 
mit der Lebesgue-Landauschen absoluten Konstante zu multiplizieren, die 
bei hinreichend groBem n nicht nur nicht <1 ist, sondern mit n sogar 
(logarithmisch) unendlich wird, wahrend wir die Konvergenz der Potenz- 
reihe y,(z) im Inneren eines noch so kleinen Kreises nur daraus schlieBen 
kénnen, da8 ihre Teilsummen in jedem noch kleineren Kreise gleichmaBig 
beschrankt sind. 

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig zu betonen, daB die Uberwindung 
dieser Schwierigkeiten kein Privatsport ist, da8 vielmehr das Bestehen von 
solchen unmajorantenmaBigen Existenzsiitzen schon durch die einfachsten 
Modelle der Theorie des zyklischen Kristallgitters postuliert wird; die 
Behandlung gewisser héherer Modelle fiihrt auf weitere analytisch neue 
Erscheinungen‘). Beim Beweis erweist sich der Abel-Taubersche Gedanken- 
kreis als naturgemaBer Apparat; ich werde einen davon nicht wesentlich 
verschiedenen Weg einschlagen, der etwas kiirzer, allerdings aber gekiinstelt 
ist, indem er einen ,arithmetischen Zufall“ heranzieht. — Der Beweis 
beruht immer auf dem Umstand, daB die Lebesgue-Landauschen Kon- | 
stanten durch die [bei der erwahnten Lindeléfschen Methode in Verlust 
gehenden] Integrationsdivisoren kompensiert werden, womit man meine 
zitierten Noten in den Annalen d. Phys. vergleichen mége. Unter Inte- 
grationsdivisor verstehe ich dabei z. B. den Faktor n von c,, in der 
Rekursion ne; = 54;,¢,,-15 ©; =4@;, die sich ergibt, wenn man in (2) ( 

E 


*) Annalen d. Phys. 81 (1926), 8S. 577—586, 846—854; 82 (1927), S. 67—74, 346-354. 
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f,=a,+ Sa,,y, setzt, den Ansatz (3) in (2) eintragt und die Koeffi- 
zienten vergleicht. 


Es sei noch der Vollstaindigkeit halber erwahnt, daB der obige 
Existenzsatz tatsdchlich auBerhalb der Tragweite des Majorantenprinzips 


x 
gelegen ist, uad zwar schon dann, wenn /, = a; +2 a;,y,- Es sei nam- 


x x 


lich die Form SY S’\a;,|2,y, nicht beschrinkt; dann kénnen die beiden 
t=2 k=? 


beschrinkten Linearformen 5'a,,X,, a, X, derart gewahlt werden, daB 
k=? k=2 


xz xz x = 
SY DS |\a-.0,a,|= +00 ausfallt®), Ist nun dabei >’ Sa,,2,y, be- 
k=2 


v=2 w= 


schrankt und setzt man a, = 0; a,, = 0, i= 1,2,..., so ist die Primisse 


des Existenzsatzes erfiillt, da die beiden Formen S'a;2,, S' Sa;,2;y, 
i=1 i=1 k=1 
offenbar beschriinkt sind; wihrend das beste Majorantensystem »j = |a,| 


t Sla..| mM keine Lésung »;(2)= »'y,,2” besitzt, da die zugehérige 
k=1 > n=1 
Rekursion ergibt, daB 3!y,,=— S|a,| S'|a,,||a@,.|, also y,, = +00. 
r=1 ual 


Die Sache erklirt sich, wenn man die beste Majorante der Lésung des 
Systems mit der Lésung des besten Majorantensystems nicht verwechselt. 

Wir gehen zum Beweis des Existenzsatzes iiber (dieser hat der 
Redaktion schon im August 1926 vorgelegen). Setzt man 


2’ a dz. [ w C x’ | 7 >C , 
~ da? _— y ~ yz 
Ly=0 in r=0 


und trigt man den Ansatz (3) in (2) ein, so ergibt sich formal die 
Rekursion 


(5) 8,41 (%) =([F,(8,,,(%), 8, (x),...)], fiir rion; 8,,(0)=—0 


=n 


mit 8; (z)=[y,(z)],, die bei y= n=O in 
8j,(x)=[f,(0,0,...)Jos 8,,(2) = 27,(0, 0,...) 
iibergeht, woraus (1) ergibt, daB 


D | 8,,(2) |? =|2 1? 51 4,(0,0,...)? Sl a]? M* <b, 


falls |x| M< b, um so mehr, falls 


(6) |z|<e@=5p- 


5) Hellinger u. Toeplitz, Math. Annalen 69 (1910), 8. 321—327. 
19* 
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Wir wollen von n auf n+ 1 schlieBen. Setzen wir voraus, da8 wir 
die s,,(2) mit festem n gemaB (5) schon berechnet und dabei gefunden 
haben, daB 


(7) > | 8, (2) |*< b° ; 
i 
auf (6). Da f,(y,, y¥.,---) auf &, gleichmaBig konvergent und s,, (x) 
ein Polynom ist, so ist die Funktion 
fin (2) _ f; (81, (2), 8_,,(%), a? -) 
auf (6) holomorph (dies ist der einzige Punkt, wobei wir die Gleich- 


maBigkeit der Konvergenz von f; auf &, benutzen). Auf (6) gilt wegen u 
(1), (7) die Abschatzung 

(8) 2 | fin (2) |? SM”. 

Fiir » <n sagt o 
(5)’ Sinta(%) = [fin (%)],3 8,(0) = 0 

nichts Neues aus, wahrend die s;,,, (x) dadurch eindeutig erklart werden, 
da [f;,(x)], ein schon bekanntes Polynom ist. Es sei {é,} ein beliebiger 
Punkt der komplexen Mannigfaltigkeit 


(9) > \é |" <1. 
‘ 

Nach (5) ist identisch 

> §;8ir+1(%) = (9, (25 €)),, Sn, 

F 

wobei die Funktion Ww 

7, (23 &) = wy, (2; §,, be, ---) = DEF, (2) 

‘ 


bei festem {£;} auf (6) holomorph ist, da dort 5 |é 


lE:fin(@) |< MS \é,)" 


'** 


x)| wegen 


f; n | 


Ms 


(8)’ 


gleichmaBig konvergiert. Mithin besteht auch 


t 


il} 
= 


DFS i541 (2 r)= [y,, (2; €)).+3» yon, 
i 
wobei die Funktion 
& 
vn (258) = DEJ fy (x) de 
¢ ‘3 
in jedem Punkte von (9) auf (6) holomorph ist. Da nach (8), (9) 
(25 E1SPSIE Shale)? <M, < 
lon(23 8)| SPS1&I" Slhin(2)|" S <J 


Iwas SVE |El 2] eha(#)l? S|2|M< eM, <e 
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so gilt daher auf (6) nach Cauchy 
[pn (25 €)),|<(m +2) M 


und nach Herrn Fejér 
|Z I (x, ED) | 
- | <_ oM. 





| #42 
Da, mit Riicksicht auf die absolute und gleichmaBige Konvergenz, einerseits 
(9, (2; &)),, _ [s Es fin(@))n _ 2: 8ints (x) 
und anderseits, wegen 
f fin (2) dee] = jf [fin(2)),-1 dx Bs J si,(x) dx “= 8;,(%), id s n + 1, 
“oa id 0 0 


offenbar 


n+l a+ z 
3 (va (23 = 3 S[8 f tala) de] = 58, 3 4,,(2) 
r=0 v=0 ¢ 0 


ist, so hat man auf (6) 
12 F, Sins (2) | <(n+ 2)M, 


n+l 


Py fiw (#) | 
2 5, a 
was in jedem Punkte von (9) nur dann bestehen kann, wenn 


S| Sines (2 )\* <(n + 2)* Mm’, 








<oWM, 
































na+1 3 
2, 4, (2) : 
=|" se <e@ * Mm’, 
woraus die wohlbekannte Kroneckersche Identitat 
, n+l - a+ ats 
n+ ve,, 2° ¥ 
Bina, (2) = a, ete memmet” | = 2a Zt) aal (2) 
r=0 a+3 F. n+2 n+2 
ergibt, daB 
= 
, n+l 
| 2 z) |* | 2 =, * a4, (2) le" 
52) n+2 +2 n+2 ov Ss a * 8ine1 (2) | + nae +2)? 5D | tines (2) 
<0 M" + 55 Vo" M* (m+ 2) MF + 2 (n+ 2)? MY 
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[wegen (6)], womit die vollstandige Induktion beendet ist. Bezeichnet 
y,(z) die Potenzreihe mit den Teilsummen s,,(z), so ist y,(2) wegen 
(7) auf (6) konvergent; (4) folgt ebenfalls aus (7); (2) folgt daraus, daB 
die Abschnitte der darin beiderseits stehenden Potenzreihen von x wegen 
(5) miteinander bzw. identisch sind. — Man sieht, da8 das Wesentliche im 
Beweise darin besteht, da8 man mit einer von n abhiangigen Abschitzung 
der Teilsummenableitungen auskommen kann; bei den Majorantenmethoden 
ergibt sich vornherein und von selbst eine von n unabhangige Abschatzung 
der Teilsummenableitunger °). 


Es sei schlieBlich bemerkt, da8 unter gewissen, in der Natur der 
Sache liegenden Annahmen auch quasilineare Systeme behandelt werden 
kénnen, wo zu der rechten Seite von (2) noch ein Zusatzglied 


addiert ist, indem es gelingt, die rechterhand stehenden Ableitungen 
durch Iteration (Neumannsche Reihen) zu eliminieren und das quasi- 
lineare System bei hinreichend kleinem |z| mit wiederum beschranktem 
{F,} auf die Gestalt yj = F,(z;y,,y,,---) ma bringen. Sehr wichtig 


ist der Sonderfall, wo die Funktionenmatrix ||g,,|| die Jacobische era 


ist, da dann das Differentialsystem faquivalent ist mit dem impliziten 
System y,= 2f;(¥,, Ye, ---), bei dessen direkter Behandlung keine kon- 
vergenzerzeugende Integrationsdivisoren eintreten wiirden. Auf die genaue 
Formulierung solcher Sitze sowie auf naheliegende jedoch weittragende 
Anwendungen [mit Heranziehung des Fischer-Rieszschen Satzes*)] soll in 
anderem Zusammenhang eingegangen werden *). 


*) Vgl. die Untersuchungen von Herrn S. Bernstein und anderen iiber regulare 
Variationsprobleme. 

*) Es ergibt sich dabei unter entsprechenden Voraussetzungen nicht nur die 
quadratische Integrierbarkeit der Lésung, sondern auch ihre Stetigkeit usw.; vgl. einen 
linearen Fall bei Hilbert, Gott. Nachr. 1906, S. 455 ff. 

*) Vgl. Hilbert, Rend. Palermo 27 (1909), &. 59—74. 


(Eingegangen am 15. 12. 1926.) 














Ein Beispiel zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 
Von 
0. Toeplitz in Kiel. 


In der Theorie der fastperiodischen Funktionen von H. Bohr*) und 
in den Verallgemeinerungen derselben, die zur Zeit von verschiedener Seite 
angestrebt werden *), mangelt es, so scheint es mir, an einfachen Beispielen 
von Belegungen des Intervalls —co<2<-+ 00, die man bequem hin- 
zeichnen kann und die fastperiodisch im spezifischen oder einem allgemei- 
neren Sinne sind. Versucht man etwa die rechnerisch gewiB leicht hin- 
geschriebene Belegung e‘*-+- e‘*’, wo J irgendeine irrationale Zahl, im 
Kurvenbild darzustellen, so erhalt man eine krause Figur, die den Begriff 
der ,,Verschiebungszahl“ dem Auge nicht unmittelbar darbietet; man er- 
blickt eine solche erst nach langeren Verschiebungsversuchen, die man 
mit einer auf durchsichtigem Papier angefertigten Kopie der Kurve vor- 
nimmt. Das einzige Beispiel, iiber das man wirklich verfiigt, an dem 
man die Theorie auseinandersetzen und fortbilden kann, ist bisher die rein- 
periodische Funktion. 

Es soll deshalb im folgenden ein Typus von Belegungen f(x) auf- 
gestellt werden — sie sollen als die Belegungen von Typus A bezeichnet 
werden —, die zugleich bequem hingezeichnyc und vollstindig durch- 
gerechnet werden kénnen. 


§ 1. 
Die Belegungen vom Typus A. 


Im Intervall 0 < s <1 sei eine Folge von Funktionen g,(#), g, (8), ... 
definiert; es ist vorerst nicht nétig, iiber sie irgendwelche einschrinkende 


‘) H. Bohr, Acta math. 45, 46, 47. 
*) W. Stepanoff, Math. Annalen 95 (1926), 8S. 473—498; N. Wiener, Math. Zeitschr. 
24 (1926), S. 575—616; S. Bochner, Math. Annalen 96 (1926), 8S. 119—147. 
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Annahmen zu machen. Mit Hilfe dieser Funktionen werde nun eine Be- 
legung des Intervalls — co < x < + co folgendermaBen konstruiert: 


f(x) = 9o() fiir 0<2<1, 
f(z) =g9, (x — 2h —1) fiir 2h+1sg2z<2h+2, 
(1) f(z)=g,(4— 4h —2) fiir 4h+2527<4h+3, 


“oe Be ee ho UR ee eel Fe ey ee ee oe a ee 


Jede solche Belegung heiBe eine ,,Belegung vom Typus A“. Man iiber- 
sieht sie am bequemsten an dem folgenden Schema: 


—2-101238345678 9 10 11 12 18 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
Io 
AAA AMAA A 9; 9; 9; 9; 9; 4: 
9s 9s Io Ie 92 92 
93 93 9s 


9, 
9; 


§ 2. 
Die fastperiodischen Funktionen yom Typus A. 


Eine Funktion f(x) vom Typus A ist dann und nur dann eine fast- 
pertodische Funktion, wenn die Funktionen g,(8), g.(8),... tm ganzen 
Intervall 0 <s <1 gleichmafig gegen die Funktion g,(x) konvergieren; 
und zwar gilt dies zunichst fiir diejenige Variante des Bohrschen Begriffs, 
die von der von Bohr stets geforderten Stetigkeit von f(z) absieht; will 
man diese einhalten, so mu8 man hinzufiigen, daB die g,(s) stetig sind 
und lim 9, (4) = 9, (0). *) 


Beweis. Verschiebt man das Bild der Funktion f(z) um zwei Ein- 
heiten nach rechts oder links, bildet man also die Funktion f(z — 2) 
bzw. f(z-+ 2), so kommt, wie das obige Schema deutlich zeigt, jede 
Kurve g, auf eine ebensolche zu liegen, wohingegen g, bald auf g,, bald 
auf eine der Kurven g,,9,,... gerat, und umgekehrt jede von diesen auf 
ein g, geschoben wird. Genau das gleiche gilt bei einer Verschiebung um 
+6,+10, +14,..., also um eine beliebige gerade, nicht durch 4 teil- 


) f(z) ist dann, in der Terminologie von Herrn Bohr, eine ,grenzperiodische“ 
Funktion (Acta 46) 











es et & sf 


zs >_> @ wa ted 


—c & 0 a 


~~ a 


os 
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bare Zahl. Eine Verschiebung um irgendein ¢, das durch 4 teilbar ist, 
aber nicht durch 8, wird auBer jedem g, auch jedes g, mit einem eben- 
solchen zur Deckung bringen, dagegen g, bald auf g,, bald auf g,,9,,... 
legen. Allgemein wird bei t = u-2" (wu ungerade) g,,...,g, mit sich zur 
Deckung gelangen, dagegen g,,, auf g, einerseits, auf g,,,,... anderer- 
seits zu liegen kommen. 

Daher wird f(z —t) — f(x), falls t= u-2” ist, in der Mehrzahl der 
ganzzahligen Intervalle den Wert 0 haben, und in dem Rest durch eine 
der Differenzen 


(2)  Guoa(#) — Go (8) Gn+a (8) — Ina a(8)> In+a (8) — In4n(8)s «>> 


wiedergegeben werden, falls man sie auf 0 < s <1 hiniibergelegt denkt. 


Wenn nun g,(s) gleichmaBig gegen g,(s) konvergiert, kann man zu 
vorgegebenem ¢ > 0 ein n finden, so daB 


\g,(8)—9,(8)|Se/2 fir v>n 


gilt; dann ist jede der Differenzen (2) dem Betrage nach unter « gelegen, 
und somit |f(2 —t)—f(x)| stets <e, und zwar fiir jedes t = u-2", wo 
u ungerade ist. Jedes solche ¢ ist also eine zu dem vorgegebenen « ge- 
hérige ,,Verschiebungszahl“, insofern fiir jedes x gilt 


|f(~—t)—f(xz)| Se; 


und wahlt man / = 2"**, so liegt in jedem Intervall der Lange / irgend- 
ein ungerades Vielfaches von 2”, also eine Verschiebungszahl. Zu jedem 
e>0 lat sich also ein solches J(e) finden, daB in jedem Intervall der 
Lange / eine zu « gehérige Verschiebungszahl gelegen ist. Damit sind alle 
Anforderungen der Bohrschen Definition erfiillt. 


Ist wmgekehrt f(x) fastperiodisch im Sinne von Bohr — die Bohrsche 
Forderung der Stetigkeit von f soll dabei vor der Hand weggelassen 
werden — und ist irgendein e >0 vorgegeben, so kann man _ jedenfalls 
eine zu e/2 gehérige Verschiebungszahl ¢ finden, die etwa iiber 2 gelegen 
ist (ndémlich in jedem Intervall der Lange / eine, also gewiB eine rechts 
von 2), so daB also fiir alle z 


| f(z — t) — f(x)| Se/2 


gilt. Sei nun 2” die héchste Potenz von 2, die in ¢, bzw. wenn ¢ keine 
ganze Zahl ist, in der nachsten ganzen Zahl unter ¢ aufgeht. Dann wird 
die Verschiebung um ¢, wenn ¢ ganz ist, die Belegungen g,; g,,, --- 
genau auf g_,, zu liegen bringen; wenn aber ¢ nicht ganz ist, auf ein 
Intervall, in dessen linkem Teil ein Stiick der Belegung g,,, ausgebreitet 
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ist, wahrend sich in dem rechten Teil das komplementire Stiick der Be- 
legung g, befindet; denn immer ist der rechte Nachbar von jedem g,,, 
ein g,. Es ist also jedesmal die gleiche, aus g,,, und g, zusammen- 
gestiickte Belegung, mit der sowohl g, als auch g,,,,9,,,,,..- zur Deckung 
gelangen; und da sich von dieser alle anderen um weniger als ¢/2 unter- 
scheiden, unterscheidet sich g, von jeder der Funktionen g, ,., 9,45; --- 
um weniger als «, d.h. zu jedem ¢ >0 kann man ein n bestimmen, so 
da8 fir » >n-+1 der Unterschied |g,(s)—g,(s)|<e wird, q.e.d. — 

Sind speziell die g,(s) alle Konstanten, g,(s)=g,,, so ist f(x) zwar 
nur abteilungsweise stetig, aber es ist leicht, in diesem Falle die sdmt- 
lichen méglichen Verschiebungszahlen zu iibersehen. Eine einfache Uber- 
legung ergibt namlich in diesem Falle, daB es, falls f(a) keine Konstante 
ist, ein ¢, > 0 gibt, so daB zu jedem e< «, nur ganzzahlige Verschiebungs- 
zahlen gehéren, sodann ein ¢,<+,, so daB zu jedem e<e, nur gerade 
Verschiebungszahlen gehéren usf. 


§ 3. 


Die Hadamardschen*) Koeffizienten einer allgemeinen Belegung vom 
Typus A. 


Es ist die wesentlichste Eigenschaft der Belegungen vom Typus A, 
daB fiir sie unter sehr geringen einschrankenden Annahmen die ,,Hadamard- 
schen Koeffizienten“ 


+T 
é ; 1 ; -tiz 
(3) @(2)— lim oT f f(a)e"“*dzx 
=? 


stets existieren und sich explizite bequem berechnen lassen, so daB man 
an thnen alle Beziehungen zwischen der funktionentheoretischen Natur der 
Belegung und der rechnerischen Natur der Koeffizienten genau verfolgen 
kann — eine Beziehung, die den Kern aller Untersuchungen iiber Dirichlet- 
sche Reihen ausmacht, sich aber bisher an keinem expliziten Beispiel hat 
durchfiihren lassen. — Die folgenden Betrachtungen gelten unter der An- 
nahme, da8 alle g,(s) samt den Quadraten ihrer Betriige im Lebesgueschen 
Sinne integrierbar sind. 


*) In der aufgefiihrten Literatur wird dafiir der Name ,,Fourierkoeffizienten“ ge- 
braucht. Es erscheint mir aber besser, den Namen desjenigen Mathematikers, der 
diesen Begriff eingefiihrt und in seiner Wichtigkeit erkannt hat, zu benutzen, anstatt 
des Namens eines Verstorbenen, der es nicht mehr sagen kann, wenn ihm diese An- 
bringung seines Namens an einem Begriff, von dem er nichts gewuBt hat, nicht zu- 
sagen sollte. 
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1. Anstatt mit a(4) soll mit der Betrachtung der fiir die ganze 
Theorie fundamentalen GréBe 


(4) tim gh f Ire |? dx 
-T 


begonnen werden. Wenn der Grenzwert Q existiert, wihrend 7 alle posi- 
tiven Werte nach dem Unendlichen zu durchlauft, wird dieser Limes 
speziell auch dann existieren, wenn 7’ nur die Werte 2, 4,8,... durch- 
lauft, und es wird 


(5) Q = lim —~ fir f(x x)|*dx 


n> 2-2 


sein. Nun ist aber wegen der besonderen Natur der Belegungen vom Typus A 


. staf iit z 


staf det..t oh fue dz 


@*.3 











0 -9* +1 
1 2 1 2 
re {it dz+...t a, J If|*de 





= finttae fialtae +. +5 2 finite 
0 


1 2 
+ chs ft ds. 


Der erste Summand hiervon geht mit wachsendem n gegen 0, der Rest 
ist die (n+-1)-te Partialsumme der unendlichen Reihe 


~- 
oo 


1 1 1 
1 
) R= +f \oldet+3 [loltdet+ J [igltae+.. 
ny § ; 


Die Konvergenz der Reihe (6) ist also notwendig fiir die Rxistenz von Q 
und hat Q=R zur Folge. 

Die Konvergenz von (6) erfordert offenbar nicht, daB die g,(s) auch 
nur beschrinkt seien, geschweige denn gleichmaBig gegen g,(s) konvergieren. 


2. Die Konvergenz der Rethe (6) ist auch hinreichend dafiir, dap Q 


existiert und gleich R ist. Zunichst ist nimlich, wenn n die nichste 
ganze Zahl < T ist, 
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+T —" +n T 
2n 1 I : 
(7) all f(z)| "dem ae f +3ed [tap] in@iter. 
-T -T -" n 
Nun gilt fiir das dritte Integral wegen n < T<n+1 


T-n 
sf fa)tdema f \alol@es same sf 9.(2)|* aa, 


wo 2” die héchste Potenz von 2 unter 7’ ist und @ einen der Indizes 
1,...,%-+1 bedeutet, und dies ist gerade das «-te Glied der Reihe (6), 
konvergiert also mit wachsendem « gegen 0; beide Faktoren der rechten 
Seite sind beschrinkt und jedenfalls einer der beiden Faktoren ist so klein, 
wie man will, wenn 7 groB genug ist. Genau so zeigt man, daf das erste 
Integral auf der rechten Seite von (7) mit wachsendem 7’ gegen 0 geht. 
Es bleibt also nur der Ausdruck 


i) 


£,f ine) Pde=y, fi 8)|*de+5 finer dz + 5 Lf f(x) |*de 
ye 


—(n—1) 


1 
+3, \f(x)|* de. 

Hierin konvergiert das erste und vierte Integral wiederum gegen 0, aus 

ahnlichem Grunde wie oben, und die beiden mittleren sind, weil f vom 


Typus A ist, offenbar einander gleich. Mithin hat man nur zu betrachten: 
n 1 1 1 
1 1 1 1 
(8) Lf ipitaz—3fig,tae+2flogldo + +f \9,\"a0 
1 0 0 uv 
1 


+1fig|*de+... 


0 
1 
Hierin wird f \g,|"de bei geradem n genau =-mal, bei ungeradem n 


q i 
nur “> -mal auftreten, ebenso f |g,|*de eine Zahl von Malen, die von 
0 


; um weniger als eine Kinheit abweicht usf. Der Ausdruck (8) wird da- 
her von der »-ten Partialsumme der Reihe (6) — wenn 2” die héchste 
Potenz von 2 ist, die n nicht iibertrifit — um héchstens den Ausdruck 


1 1 
(9) 1 figitde+... +2 f |gltae 
o 0 





8 


r 
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1 
abweichen. Sei u,—= f |ga|"ds, so ist wegen der Konvergenz von (6) 
0 


1 1 1 
(10) i ar oh gUst--- 
konvergent, und (9) wegen 2” <n unter 
(11) oe (My toe + ty) 


gelegen; gelingt es zu zeigen, daB (11) mit wachsendem y gegen 0 geht, 
so ware gezeigt, daB Q existiert und gleich R ist. Um dies nun zu 
zeigen, wahle man bei ae ee e> 0 ein p» so, dab 


Moe + — tiiat... 55 


Pye cuit 


ist; dann wird fiir » > der Ausdruck (11) 


1 1 
= 25 (ms ae ob ty) HSS (teat HF -+s  ty) 


1 1 ahs 1 1 1 ] 
$[Sa (Gu) +---+55 a(S ty) | + [rater +- to M)- 


Die zweite Klammer liegt unter e/2; bei festem « kann mian dann » so 
groB wihlen, daB die erste Klammer ebenfalls unter ¢/2 sinkt, also der 
ganze Ausdruck unter «. 


3. Die Konvergenz der Reihe (6) ist auch hinreichend fiir die Exi- 
stenz von a(A) fiir jedes reelle 4; und zwar ist fiir alle diejenigen i, die 
rationale Vielfache von 221 mit Nennern der Form 2” (m= 0,1,...) sind, 


(12a) a(d4)=a(2a- n-S * fon(aye- t48d8, 
a=1° § 
(12b) a(i)=a(2a oot?) = - Im (sje*#ds 
P 0 
+ 7 fou (sje-**ds; 
a= 3 


dagegen ist fiir alle anderen 4 der Hadamardsche Koeffizient a(i) gleich 0. 


Beweis. Wir beginnen, was der Gang von Nr. 2 nahelegt, mit der 
Betrachtung des Ausdrucks 
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2” 

(13) Lf rave tae 
1 


2 2” 
= © fo(e—teHede+...+4 f at —2°+1)e-#dz 
1 


2”-1 


1 1 
, 1 = 9 
= es fo. (s)e-*4@+D dg +...+ ‘fo, (a eter? -Udeg 
2” 5 $ 
1 
1 . » - 1 ‘ 
x [e-# + e73ts + — +e-@ ~1)64) tho (sje-*#ds 


= Qr-1 
0 


1 





1 
[e-244 4 9-664 +... e-@"-m6A] +f g,(s)e-#* ds 
0 





+ 9-3 
1 
. 97-3 [en#é4 4 emt8id 4 + eR" — aid) “| 95(a)e-™ ds 
0 
1 
+ (e204). 2 [ g,(e)etiede. 
0 


In dieser Formel steht vor jeder eckigen Klammer eine ebenso hohe Potenz 
von 2 im Nenner, wie die betreffende eckige Klammer Glieder enthilt; 
die Ausdriicke vor den Malzeichen sind also alle dem Betrage nach < 1. 

Ist nun zuerst 4 = 22k (k ganz), so sind alle Potenzen von e~‘’, die 
in den eckigen Klammern auftreten, gleich 1, und somit ist in jeder einzelnen 
Zeile von (13) der Faktor, der vor dem Malzeichen steht, gleich 1, und 
(13) ist nichts anderes als die »-te Partialsumme der unendlichen Reihe 


e 1 
(14) SL f o.(e)e tao; 
0 


n=1 
der Grenzwert von (13) existiert dann und nur dann, wenn (14) konver- 
giert, und der Grenzwert von (13) ist gleich dem Summenwert von (14). 


Nun folgt aus der vorausgesetzten Konvergenz von (6) vermége der 
Schwarzschen Ungleichung diejenige von 


p> J g)emras] = [as j a,(e)e-teaa] 
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und daraus vermége der Cauchy-Schwarzschen Summenungleichung die von 


1 


yt. _{ 9, (sede, 





also von (14). 
2h+1 


om 





Ist 4=22 (h ganz, m>0), so gilt diese Betrachtung noch 


nicht fiir die ersten Zeilen der Forme! (13), sondern erst von der 
(m-+-1)-ten ab, in der nur noch Terme der Form e-*”* guftreten, die 
nun gleich 1 werden. In der m-ten Zeile wird 





— 2" 4m —2"715.207*t! — sn (2h+1), 
d.h. alle Terme der eckigen Klammer werden = —1, und somit der 
Ausdruck vor dem Malzeichen = —1. In den vorangehenden Zeilen end- 


lich ist der Exponent der geometrischen Reihen, die in den eckigen 
Klammern stehen, von + 1 verschieden; man kann sie also in geschlossener 
Form summieren und erhalt bzw. 


-2"%4 -2"GA 
(15) gute mM <= = , 
1—e~*** 1—e72 64 
so daB die Betriige dieser GréBen bzw. unter 
P 2 2 
(15a) «sen? °° 40 
jl—e | z 


[1 —e-2""68| 

gelegen sind. Es ist also klar, daB bei festem 4 und wachsendem » die 
ersten m —1 Zeilen von (13) jede einzeln gegen 0 konvergieren. Dieses 
konvergiert also mit wachsendem » gegen den Summenwert der Reihe (12). 


Ist nun 4 nicht von einer der eben betrachteten Formen, so trifft in 
allen Zeilen von (13) das zu, was eben nur in den ersten m— 1 Zeilen 
zutraf, und es ist klar, daB jede Zeile einzeln mit wachsendem » gegen 0 
konvergiert. Aber die Anzahl der Zeilen wichst ebenfalls mit », und es 
ist nicht ohne weiteres klar, daB der gesamte Ausdruck (13) gegen 0 geht. 
Nun sind aber die Faktoren, die in den einzelnen Gliedern von (13) hénter 
den Malzeichen stehen, die Glieder der schon als absolut-konvergent 
erkannten Feihe (14); man kann also « so groB wihlen, daB der Rest 
dieser Reihe, vom (u + 1)-ten Gliede an genommen, unter e/2 liegt. Und 
da, wie voraus bemerkt, der Betrag der vor dem Malzeichen stehenden 
Faktoren unter 1 liegt, wird der ganze Ausdruck (13), von der («-+-1)-ten 
Zeile ab betrachtet, unter e/2 liegen. Nachdem yw in der eben beschrie- 
benen Weise fixiert ist, kann man alsdann » so groB wihlen, daB die 
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ersten « Zeilen von (18), ahnlich wie vorhin die ersten m—1 von ihnen, 
weniger als e/2 betragen. Also konvergiert (13) mit wachsendem » gegen 0. 

Es handelt sich jetzt noch darum, den allgemeinen Grenzwert (3) 
auf den Grenzwert des Ausdrucks (13) zu reduzieren. Nun ist, wenn 
n<T<n-+1 ist, 


+T —n+l 0 1 

: 1 Re Qn 1 1 
(16) a7 f(z)e-@# dz = 55 | + 37 In f +a) 
-f —-T —n+1 v 


4 
2n 1 1 
+itea lta: 


1 


Hierin gilt fiir das fiinfte Integral auf Grund der Schwarzschen Ungleichung 


laf pO) OG ER Mtr tige 
(17) ap frtzyert*ae| <p) fire) dzyT—n 


Sas 
< |r |/ pf [f(z)\* az, 
n 


und eben von dem Ausdruck unter dem letzten Wurzelzeichen ist in Nr. 2 
bewiesen worden, da6 er mit wachsendem 7 gegen 0 geht. Dasselbe 
gilt von dem ersten Integral von (16), und da8 das dritte gegen 0 geht, 
ist ohne weiteres einleuchtend. Der vierte Summand von (16), dessen 
erster Bruch offensichtlich den Limes 1 hat, kommt, von diesem abgesehen, 
mit der Halfte des Ausdrucks (13) iiberein, falls n = 2” eine Potenz von 
2 ist; ist nm keine Potenz von 2, so laBt sich der Ausdruck 


1 a 
1 p(x)etis az 
1 

genau wie (13) behandeln, nur da8 bei seiner Aufspaltung in Einzelinte- 
grale ein Fehler begangen wird, der sich mit Hilfe der Schwarzschen Un- 
gleichung ganz ahnlich wie in Nr. 2 durch Formel (9) abschiitzen laBt. 
Der zweite Summand, von seinem ersten Bruch abgesehen, kommt, falls 
n= 2" ist, mit der Hialfte eines Ausdrucks iiberein, der sich von (13) nur 
dadurch unterscheidet, daB in den eckigen Klammern in den Exponenten 
die Minuszeichen wegfallen. Vergegenwirtigt man sich die oben vollzogene 
Auswertung von (13), so iibersieht man sofort, daB dadurch an der Exi- 
stenz und dem Wert des Resultats nichts geindert wird. Ist n keine 
Potenz von 2, so ist genau so zu verfahren, wie es eben fiir den vierten 
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Summanden angedeutet wurde. Der zweite Summand von (16) konver- 
giert also ebenso wie der vierte gegen die Hialfte des Grenzwerts von (13), 
und somit ist der Grenzwert von (13) zugleich der von (16). 

4. Die in Nr. 3 vollzogene Berechnung der a(/) ist fiir Anwendungs- 
zwecke noch nicht fertig genug; man kann das Resultat in eine handlichere 
Form setzen, wenn man die Fourierschen Koeffizienten der Funktionen g, (s) 
einfiihrt : 


1 


(18) g,,=—JSg,(s)e-t**"*ds (y=..., —1,0,+1,...; n—1, 2, ...). 


0 


Man hat alsdann nach dem Parsevalschen Satze 


+m 1 
(19) S |9n-|?= S| 9, (8) |? as (awit, 8.23; 
=-@ 0 


und umgekehrt kann man nach dem Fischer-Rieszschen Satze zu jedem 
System von GréBen g,, von konvergenter Quadratsumme ein g, (s) finden, 
fiir das die g,, die Fourierschen Koeffizienten sind. Im Rahmen der 
Konvergenz von (19) sind daher die g,, die eigentlichen independenten 
Variablen des Typus A. Driickt man Q und a(A) durch diese aus, so er- 
halt man unter dauernder Benutzung des Parsevalschen Satzes das folgende 
Ergebnis: 


Q= DE Soe ; 


=-@2 


e) — k 
a(4)=0, wenn Asp on 














i 
(20) a (2k) — 2) 359m -e 
e 2a% 
, 2h+1 2" 5 -—>\e 
a (22 2" )- Qn |e , -1] 
1 +s g ‘ 
. a o  * in, —-» 
<| 2) hal 2"v+2h+1 + SLD 2" = Eah 
§ 4. 
Die Ubertragung des Parsevalschen Satzes auf die Funktionen 
vom Typus A. 


Der Ausdruck fiir Q legt es nahe, statt der GréBen g,, die Grofen 


(21) wo, = “8. 


ne is 


Mathematische Annalen. 98. 
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als neue willkiirliche Groen einzufiihren. Alsdann wird 


Q =» D> |arl*s 


a=-1 r=-@ 


a(2xk)= andl 


n,—~k? 
ani 2" 


a(2 _2h+1)_ 275 [ (0 k 


= - J] tet / J 


x 


bo 
th 


x +@ 
ee vy’ S— , fs “—» 
jo", r+8h+1 =. i .&. 27» 4+2h+1 








Man kann diese Formeln als eine lineare homogene Transformation der 
doppelt geordneten Variablen w,, in die ebenfalls doppelt geordneten 


Variablen a(2z. 3) auffassen. Immer wenn die Quadratsumme Q kon- 


vergiert, konvergiert auch die Quadratsumme S der Betriige aller a(A), 
also der transformierten Variablen (da alle anderen a(A) verschwinden). 
Man kann jetzt leicht einsehen, da8 stets S=Q ist, daf also die Uber- 
tragung des Parsevalschen Satzes, die Bohr auf alle fastperiodischen 
Funktionen vollzogen hat, im Bereich der Funktionen vom Typus A weit 
tiber den fastperiodischen Fall hinar:s gilt, wenn lediglich die Reihe (6) 
konvergiert. 

Der Beweis vollzieht sich an der Hand der Formeln (22) ohne jede 
Rechnung. Es ist klar, daB die Ubertragung des Parsevalschen Satzes 
jedenfalls zutrifit, wenn die Belegung vom Typus A rein-periodisch ist; 
denn bei rein-periodischen Belegungen stimmt a(A), soweit es nicht 0 ist, 
mit den gewohnlichen Fourierschen Koeffizienten iiberein, wahrend Q sich auf 
das Quadratintegral der periodischen Funktion iiber das Periodenintervall 
reduziert. Eine Funktion vom Typus A ist gewi8 rein-periodisch, wenn alle 
g,(8) von einem gewissen ab verschwinden, etwa g,,.(s)=0,.... In 
diesem Falle ist die lineare Transformation (22) nur noch eine solche der 
Variablen w,,,...,wy, (y=...,—1,0,1,...), wahrend die zu allen 
weiteren w,, gehérenden Spalten ausfallen. Diese verstiimmelte Transfor- 
mation aber ist, wegen der Giiltigkeit des Parsevalschen Satzes fiir die ihr 
zugrunde liegende rein-periodische Funktion, eine unitar-orthogonale in dem 
Sinne, daB die Komposition irgend zweier ihrer Spalten 0 ergibt, dagegen 
die Komposition irgendeiner ihrer Spalten mit den dazu konjugiert-imagi- 
naren GréBen den Wert 1. Da aber N hierbei beliebig groB war, werden 
auch je zwei Spalten der unverstiimmelten Transformation in derselben 
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Beziehung stehen, d. h. diese Transformation ist spaltenweise unitdar-ortho- 
gonal, was mit der Giiltigkeit des dem Parsevalschen analogen Satzes fiir 
alle Funktionen vom Typus A, fiir die Q existiert, iibereinkommt. 
Natiirlich ist die Transformation (22) nicht auch zeilenweise unitar- 
orthogonal; denn dies wiirde bedeuten, da® sie eindeutig invertierbar ist, 


da8 man also zu irgendwelchen willkiirlich vorgegebenen a (2255) von 
konvergenter Betragquadratsumme eine Funktion vom Typus A mit kon- 
vergentem Q finden kénnte; der Typus A ist aber gewiB nicht der einzige, 


bei dem a(A) stets existiert und fiir alle von Qa verschiedenen 4 ver- 


schwindet, sondern es lassen sich ihm andere an die Seite stellen, die das 
gleiche tun. 


Und in der Tat berechnen sich auch die Betragquadratsummen g(A) 


der einzelnen Zeilen von (22) durch eine nicht ganz kurze Rechnung zu 
den iiberraschend einfachen Werten: 


q(2nk)=1, q (22 5") = : 


gm ~ gm—1? 





von denen zwar unendlichviele —1, aber auch unendlichviele < 1 sind. 


§ 5. 
Streckenweise konstante Funktionen vom Typus A. 


Da fiir die meisten Anwendungen diejenigen Funktionen vom Typus A 
ausreichen, bei denen die Funktionen g,(s) =g, konstant sind, seien die 
Endformeln, die sich in diesem Falle viel iibersichtlicher gestalten, noch- 
mals hingeschrieben: 


a(0)=4 


1 a 
= ZA TIt FIst--+ 
(23) a(2xk)=0, wenn k-+0 und ganz, 


Qh+1\ 12" pena yf 1 Pi 
(2a 2” "sik (Oye ){ gntmt sariInvat--}s 


Qat 
wo 6.—e ® gesetzt ist und A ganz, m=1,2,.... Dabei ist 





(23a) Q=soteHteRt- 


als konvergent vorausgesetzt. 
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§ 6. 
Die verschiedenen Veraligemeinerungen der fastperiodischen Funktionen 
in ihrer Projektion auf den Typus A. 


Man hat neuerdings den Begriff der fastperiodischen Funktion in 
verschiedener Weise verallgemeinert, um im Bereich dieser weiteren Funk- 
tionen das Analogon der Fischer-Rieszschen Satzes zu gewinnen, der im 
Bereich der fastperiodischen Funktionen nicht gelten kann. Man hat dafiir 
auf die Eindeutigkeit, die auch bei dem gewdhnlichen Fischer-Rieszschen 
Theorem nur bis auf eine Menge vom Ma8 0 erfiillt ist, in einem ahn- 
lichen Sinne verzichtet und damit eine der Haupttatsachen der Bohrschen 
Theorie beiseite gelassen. 

An erster Stelle sei der Begriff von W. Stepanoff genannt, wie er 
durch die dritte der von ihm gegebenen Definitionen bestimmt ist. Eine 
Funktion vom Typus A geniigt dieser Definition dann und nur dann, wenn 


1 
Jin (8) — 9 (8)|*ds 


gegen 0 geht (Konvergenz im Mittel). 
An zweiter Stelle sei die Begrifisbildung von N. Wiener erwahnt, der 
verlangt, daB alle zu Werten n<Ai<n-+1 gehdrigen c ‘A) fiir jedes 
einzelne n eine absolut-konvergente Summe haben und daB dann auBerdem 
die Quadratsumme dieser fiir die einzelnen n gebildeten Betragsummen 
konvergiert, und der dann beweist, da8 zu jeder solchen Folge von a(A) 
eine der Stepanofischen Bedingung geniigende Belegung konstruiert werden 
kann, die diese vorgegebenen Exponenten (als einzige) und diese vorge- 
gebenen Hadamardschen Koeffizienten besitzt. Hier gestattet nun die 
Theorie der Belegungen vom Typus A ein Beispiel zu konstruieren, eine 
streckenweise konstante Belegung, die in dem am Ende von § 2 erwahnten 
Sinne, also unter Zulassung von Spriingen, fastperiodisch ist und jedenfalls 
der Stepanofischen Bedingung geniigt, und bei der bereits die zum Inter- 
vall 0<4<1 gehérenden a(/) eine divergente Summe haben. Und zwar 
braucht man zu diesem Ende nur 
» 1 
9,=(—1) -= 


n 


zu wahlen, um aus den Formeln von § 5 die Behauptung durch eine ein- 
fache Rechnung abzuleiten. Daraus geht also hervor, daf Wieners hin- 
retchende Bedingung fiir sein Analogon des Fischer-Rieszschen Satzes 
sicher nicht notwendig ist. 

An dritter Stelle sei der von R:-Schmidt auf der Diisseldorfer Tagung 
angegebene Begriff der Wellenfunktion genannt, bei dem wenigstens der 
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Fischer-Rieszsche Folgensatz gilt. Eine Funktion vom Typus A ist unter 
den in §§ 3, 4 zugrunde gelegten weitesten Voraussetzungen stets eine Wellen- 
funktion, so daB der Begriff der Wellenfunktion, von seiner Projektion 
auf den Typus A her betrachtet, die zu wiinschende Allgemeinheit besitzt*). 


Die Haupteigenschaft der Funktionen vom Typus A ist jedoch die, 
daB sie durch ihre Hadamardschen Koeffizienten auch dann, wenn sie der 
Bohrschen Bedingung der Fastperodizitét nicht geniigen, sondern wenn 
nur Q existiert, im wesentlichen eindeutig bestimmt sind. 


Kiel, den 27. November 1926. 


5) Nach Abfassung dieser Arbeit ist in den Math. Annalen 97, 8. 338 ff, die Arbeit 
von H. Weyl erschienen, die R. Schmidt und mir bis dahin unbekannt war. Im Be- 
reich der Belegungen vom Typus A kommen die von Weyl betrachteten Funktionen 
ebenfalls mit den weitesten in §§ 3, 4 betrachteten iiberein, bei denen nur Q existiert. 
DaB sie allgemein mit den von R. Schmidt betrachteten Wellenfunktionen iiberein- 
stimmen, beabsichtigt dieser, wie er mir mitteilt, demnachst darzulegen. 


(Eingegangen am 30. 11. 1926.) 











Uber im kleinen zusammenhiingende Kontinua. 
Aus dem Nachlasse 


von 
Paul Urysohn t 


herausgegeben von Paul Alexandroff in Moskau. 


1. Unter einem Kontinuwm verstehen wir im folgenden einen zu- 
sammenhdngenden, mehr als einen Punkt enthaltenden, kompakten metri- 
sierbaren topologischen Raum. 


Hahn und Mazurkiewicz nennen ein Kontinuum C im Punkte — im 
kleinen zusammenhdngend, falls sich fiir jede Umgebung U(&) dieses 
Punktes eine Umgebung V(é) desselben Punktes in der Weise angeben 
1aBt, daB jeder Punkt zx von V(é) innerhalb U(&) mit dem Punkte é 
mittels eines Kontinuums C;,, verbunden werden kann. 

Wie leicht ersichtlich, la8t sich letztere Definition auch in die folgende 
Form bringen: 


. 


U ist in & im kleinen zusammenhiangend, falls fiir — Umgebung 
U(€) sich eine Umgebung V(é) und ein Teilkontinuum Cj angeben 1aBt, 
so daB 


V(é)<CgcU(é) 


ist; (es geniigt in der Tat zuerst eine U,(¢) zu nehmen, deren abgeschlossene 
Hiille U,(¢) in U(é) enthalten ist, dann in bezug auf diese U,(£) eine, 
der ersten Form der Definition entsprechende, V() zu finden, durch Qj 
das Semikontinuum zu bezeichnen, welches als Vereinigungsmenge 
aller C;, definiert ist, und endlich CO§ = OF zu setzen; dann ist 
Vig QscU,(é), und Q§-Qi=— C§cTU,(£)c U(8)). 

Ein Kontinuum, das in jedem seiner Punkte im kleinen zusammen- 


hangend ist, wollen wir schlechthin ein im kleinen zusammenhdngendes 
Kontinuum nennen. 
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2. Es gilt nun folgender 


SatzI. Damit ein Kontinuum C im kleinen zusammenhdangend sei, 
tat notwendig und hinreichend, daB man jeden Punkt — von C bei jedem 
e€>0 mittels einer, aus endlich vielen Komponenten bestehenden, ab- 
geschlossenen Menge e-aussondern*) kann'*). 

Beweis des Satzes I. Die Bedingung ist notwendig. Es sei 
x irgendein Punkt des im kleinen zusammenhangenden Kontinuums C. 
Wir wiblen eine beliebige positive Zahl « und denken uns eine e-Aus- 
sonderung des Punktes x 


(1) C=A+B+D, xeAcA+BcS(z,e), H(A, D)=0 
mittels der abgeschlossenen Menge B gegeben. 

Wir bezeichnen alsdann durch 4 die kleinste der beiden positiven 
Zahlen o(x, B) und 0(A+ B,C — S(z, #)), 
(2) é6= min [o(z, B), 0(A+ B, C—S(z, «))]}. 
Auf Grund eines bekannten Satzes des Herrn Sierpinski*) kann man C 
als Vereinigungsmenge von endlich vielen Teilkontinuen 


(3) a Se: 


darstellen, deren Durchmesser simtlich < 6 sind: 
(4) C=30, 3(0)<2 (i003, Ok 
i=1 


Man kann die C; so in die Folge (3) umnumerieren, da8 dabei die- 
jenigen Kontinua, die mit B gemeinsame Punkte haben, die ercten Platze, 
und zwar 


(5) Sa Ee 


bekommen. Wir setzen alsdann 
(6) R= 26, ‘wd, BOS k, 
i=1 


B,, ist offenbar eine aus héchstens » Komponenten zusammengesetzte ab- 
geschlossene Menge. Da 
o(x, B,)>o(z, B) — max 6(0,)>46— max 6(C,)>0 


istsr ist 


*) Vgl. fiir alle Fragen der Terminologie und der Bezeichnungen die ,, Darstellung 
der Grundziige der Urysohnschen Dimensionstheorie“ (Math. Annalen 98, 8. 31), so- 
wie insbesondere das ,Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes“ desselben Ver- 
fassers, I. Teil: Fund. Math. 7 und 8; IJ. Teil: Verhandl. d. Kon. Ak. Amsterdam. 
(Siehe vor allem die §§ 15—21 der Einleitung und die §§ 1—3 des Kap. I, Fund. 
Math. 7, S. 49—66.) 

18) Vgl. in diesem Zusammenhang R. L. Moore, ,A characterisation of a conti- 
nuous curve“, Fund. Math. 7. 

*) Fund. Math. 1, 8. 44. 
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ist, so ist 2 zu B, fremd, also in A, enthalten. Da weiter 
H(A,, D,)<- H(A, D)=0 

ist, und fiir jeden Punkt yo B,, 0(B, y)<5<0(B,C — S(z, «)) ist, 
so ist 

A, + B,cS8(z, e), 
und also ist die Zerlegung 

C= A, +B, +D, 
eine, der Behauptung des Satzes I entsprechende, e-Aussonderung des 
Punktes x. 

Die Bedingung ist hinreichend. Wir werden sogar eine scharfere 
Behauptung beweisen, und zwar die folgende: 

Es sei x irgendein Punkt des Kontinuums C. Falls man fiir jedes 
e>0 den Punkt x mittels einer, aus endlich vielen Komponenten bestehen- 
den, abgeschlossenen Menge e-aussondern kann, so ist C im Punkte x im 
kleinen zusammenhdangend. 


Es sei, in der Tat, ¢ irgendeine positive Zahl, und 


(7) C=A+B+D, 2cAcA+BcS(z,5), H(4,D)=0 
eine =~ Aussonderung des Punktes x mittels der aus endlich vielen Kompo- 


nenten B,, B,,..., B, bestehenden abgeschlossenen Menge B: 
(8) B=B,+B,+...+B,. 

Wir bezeichnen durch K; (¢ = 1, 2,...,8) die Komponente der zu- 
sammenhingenden Menge B, in bezug auf A+B (zwei Mengen K;* 


und K; kénnen natiirlich dabei auch zusammenfallen). Wir beweisen als- 
dann die Identitat 


(9) A+B=5SK;. 
i=1 
Offenbar ist SKicA+B; nur die umgekehrte Inklusion bedarf 
also eines Beweises. 
Es sei y ein beliebiger Punkt von A+B. Falls yo B, 2. B. ycB, 
dann ist y¢ K,*, und unsere Behauptung ist bewiesen. 
Es sei nun yC A. Wir bezeichnen durch Q die Komponente von y 
in bezug auf A. 
Da C ein Kontinuum und B + D abgeschlossen ist, so ist auf Grund 
bekannter Sitze **) Ma 
Q-B+0. 


*) Vgl. z. B. Janiszewski’s Pariser Dissertation (1911) ,Sur les continus irré- 
ductibles“ (abgedruckt in Journ. Ec. Polytechn. (2) 16 (1912), Kap. Il, § 2, Hilfssatz 
zum Satze 8 (S. 45). 
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Es existiert also ein B,, das der Bedingung 
Q-B; +0 
geniigt, und (da Qc A+ B ist), folgt daraus, da8 
K*>Q> y, 
womit (9) bewiesen ist. 


Wir bezeichnen nur durch 
(10) a eee (Ass) 
alle verschiedenen unter den Komponenten K;", und setzen voraus, da8 
zoK,. 
Der Punkt 2 ist mithin zur abgeschlossenen Menge 5 K, fremd; da auBer- 
dem zx kein Haufungspunkt der Menge D ist, so ist 


a 
o(z,D + » K;) 


t=2 


positiv, so daB es ein der Bedingung 
(11) S(x, 4d) K, 


geniigendes positives 6 gibt. Daraus folgt aber, daB die abgeschlossene 
zusammenhangende Teilmenge K, des Kontinuums C auch selbst ein 
Kontinuum ist (d. h. mehr als einen Punkt enthalt), weil sonst (zufolge (11)) 
x ein isolierter Punkt von C wire, was ja unmdglich ist. Das Kontinuum 


K, ist anderseits in A+ B, also in 8 (2, 5) enthalten, woraus die Un- 


gleichung 6(K,)<e folgt. Aus (11) folgt nun weiter, daB jeder Punkt 
y von C, der von x weniger als um 6 entfernt ist, zu einem den Punkt z 
enthaltenden Kontinuum vom Durchmesser <e« (nimlich zu K,) gehért. 
Dies ist aber nichts anderes, als daB C in 2 im kleinen zusammenhingend 
ist, w. z. b. w. 

Bemerkung. Bei der Formulierung des Satzes I ist es im all- 
gemeinen unméglich zu behaupten, da8 es immer eine aus endlich 
vielen Komponenten bestehende, ¢-aussondernde Menge von einer niedri- 
geren Dimension (als diejenige von C selbst) gibt. Es geniigt in der Tat 
fiir C eine Kurve (also ein eindimensionales Kontinuum) zu nehmen, 
deren saimtliche Punkte von der Verzweigungsordnung c¢ (oder auch 
nur (x) sind, und die trotzdem im kleinen zusammenhangend’*) ist. 





*) Ein entsprechendes Beispiel hat Sierpifiski, Comptes Rendus 162 (1916), 8. 629 
gegeben; dieses Beispiel ist im ”“‘moire sur les multiplicités Cantoriennes II, chap. I, 
§ 4, ex. 11 (Verh. d. Kon. Ak. ssterdam 1927) eingehend untersucht. 











800 P. Urysohn. 


3. Wir wollen hier noch einen zweiten Beweis der Notwendigkeit der 
im Satze I erwahnten Bedingung geben, der vom unter *) zitierten 
Sierpifiski«":en Satze unabhingig ist, und auch fiir sich von Interesse 
sein diirfve. 

Bekanntlich ist jedes im kleinen zusammenhangende Kontinuum C ein 
eindeutiges und stetiges Bild der Einheitsstrecke 

T=(0<st<l}. 

Es sei entsprechend 
(12) z=f(t), zoC, OSts1 
die betreffende stetige Funktion. 

Falls M irgendeine Teilmenge von C ist, bezeichnen wir durch f~*(M) 
die Menge aller Punkte ¢ von 7, deren Bildpunkte f(t) zu M gehéren. 

Es sei nun z irgendein Punkt von C und « irgendeine positive Zahl, 
die kleiner als 6(C) ist. Wir bezeichnen durch X die Menge f~*(z), 
durch L die Menge r(F (2, 3) (dabei bedeutet F(z,2) die Menge 
aller der Gleichung o(z, y) = geniigender Punkte von C), durch WN die 
Menge f~*(C — S(z, e)). 

Die Mengen X, L, N sind zueinander fremde abgeschlossene Mengen 
reeller Zahlen. 

Es seien jetzt auf der Einheitsstrecke 7 


(13) SS ae eer 
alle Komplementiarintervalle zur Menge L. 

Da L keinen Hautungspunkt der Menge X + WN enthalt, kénnen nur 
endlich viele der Intervalle (13) Punkte von X-+ N enthalten. Es seien 
(14) By: Laas deny & 
liese Intervalle. 


Wir bezeichnen jetzt durch R die Menge 7 — DA, und durch B 

‘=1 
die Bildmenge von R. Beide Mengen (R und infolgedessen auch B) 
bestehen aus endlich-vielen Komponenten (deren Anzahl fiir R gleich 4 + 1, 


fir B also <1-+-1 ist), und sind abgeschlossen. Da R= L ist, so ist auch 
& 

(15) B> F(z, <). 

Die Menge R besteht aus LZ und den Intervallen 


Mi+s, Misa, eee 


Daraus folgt aber, daB 


R(X+N)=0 





ee 
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ist, also 
B-(a+ (C— S(z, e))) = 0, 
d. h. 
(16) zoC—B, BcS(z,e). 
Wir bezeichnen durch A das Gebiet (rel C) 
8 (z, 2) — 8, 


und durch D die Menge C —(A-+ B). 
Aus (16) folgt alsdann 


(17) 2c AcA+BcS(z,e). 


Aus (15) folgt weiter, daB die Menge A-+ B mit S(x, 5) +B iden- 
tisch und also abgeschlossen ist. Sodann ist D ein Gebiet (rel C), 
woraus ohne weiteres folgt, daB die Zerlegung 

C=A+B+D 
eine e-Aussonderung des Punktes x mittels der (aus héchstens 4+ 1 
Komponenten bestehenden) abgeschlossenen Menge B ist, w. z. b. w. 

3. Wir wollen jetzt folgende Definition einfiihren: 

Definition. Der Punkt x des Kontinuums C soll vermeidbar heiBen, 
wenn zu jedem « > 0 sich ein derartiges 5 > 0 bestimmen lat, daB man 
beliebige zwei von 2 verschiedene Punkte y und z des Kontinuums C, 
deren Entfernung vom Punkte x weniger als 5 betrigt, mittels eines, 
zu x fremden Teilkontinuums C,, von C, dessen simtliche Punkte von z 
weniger als um e entfernt sind, verbinden kann. 

Mit anderen Worten: wenn y und z zu S(z,6)— 2 gehéren, so gibt 
es ein Kontinuum C,, von der Art, daB y+2¢0,,cS(x, e)—2. 

Im entgegengesetzten Falle soll der Punkt wnvermeidbar heiBen. 

4. Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Satze: 

Satz Il. Falls x etn vermeidbarer Punkt des Kontinuums C ist, 
so ist C im Punkte x im kleinen zusammenhdngend. 

Es sei in der Tat x ein vermeidbarer Punkt von C. Wir bezeichnen 
durch 6, eine positive Zah], die so klein ist, daB fiir jedes Punktepaar 


y+2cS(z,6,)—2 
es ein der Bedingung 
y+2e0,,c8 (2,5) —2 


geniigendes Kontinuum C,, gibt (dabei wird auBerdem vorausgesetzt, dab 
stets 6,,,< 4, ist). Es sei weiter e > 0 beliebig, aber fest gegeben, und 4 
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die erste, der Ungleichung . ; <« geniigende natiirliche Zahl. Wir be- 


zeichnen durch y, irgendeinen Punkt von S(z,6,)—2, k=4, 4+1,... 
in inf., und wahlen dann fiir jedes >A ein der Belingung 


1\ 
tet nei SGQCS(2, 54) —2 


geniigendes Teilkontinuum C, von C. 
Die Kontinua C, konvergieren offenbar zum Punkte zx. Da auSerdem 


Cy Ons > Yess +0 
ist, so ist die Menge 


C,, = 2+ » OC, 


ein Kontinuum, das iiberdies in S (2, 31)» also in S(z,¢) gelegen ist 


und z mit dem beliebig gewahlten Punkt y,<S(z, 6,) verbindet. Zu 
jedem « l4Bt sich infolgedessen ein derartiges 6 = 6, definieren, daS man 
einen beliebigen Punkt y= y,<¢ S(a, d,) innerhalb S(x,e) mittels eines 
Kontinuums C,, mit zx verbinden kann. Das heiBt aber nichts anderes, 
als daB C in zx im kleinen zusammenhingend ist. 

5. Satz III. Zs sei C ein Kontinuum und x ein derartiger Punkt 
von OC, daB man ihn bei jedem ¢ mittels einer zusammenhdngenden ab- 
geschlossenen Menge B,*) e-aussondern kann. Dann ist x ein vermeid- 
barer Punkt. 

Beweis. Beim Beweise des Satzes I haben wir gesehen, daS unter 
den Voraussetzungen des Satzes III das Kontinuum C im Punkte z im 
kleinen zusammenhangend ist. Daraus folgt aber, daS man fiir jedes 
e> 0 ein derartiges 5 > 0 bestimmen kann, daB je zwei Punkte 


(18) y+zcS(za, 3d) 

durch ein Kontinuum C,, innerhalb S(z,¢) verbunden werden kénnen. 
Wir wahlen nun unter der Bedingung (18) ein beliebiges zu x fremdes 
Punktepaar y-++z. Es sei dann «, die positive Zahl o(z,y-+-2z) und 
(19) C=A+B+D, zc AcA+ BcS(z, &) 

eine ¢,-Aussonderung des Punktes x mittels der zusammenhingenden ab- 
geschlossenen Menge B. Die beiden Punkte y und z sind dann im Ge-: 


biete D enthalten. Auf Grund eines von Janiszewski herriihrenden Satzes °) 
gibt es ein Teilkontinuum C, des bereits friiher bestimmten Kontinuums 


*) B, ist also entweder ein einziger Punkt oder ein Kontinuum. 
5) Janiszewski, a. a. O. **), 
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yz» das in D enthalten ist, den Punkt y enthalt und mit D — D, d.h. 
mit B, gemeinsame Punkte hat. 
Aus denselben Griinden ergibt sich die Existenz eines den Bedingungen 


C.c0,,, 2¢0¢DceD+B; 0,(D—D)=C,-B+0 


yz? 
geniigenden Kontinuums C,. Da C,-B +0 + C,-B ist, und B zusammen- 
hingend sind, so ist auch 

0. = 0,+ B+0, 
zusammenhangend, d.h. in unserem Falle ein Kontinuum. O°. ist ent- 
halten in C,,-+ B, also in S(z,«). Andererseits ist 0,,¢B+D, ah. 
zu x fremd 

Der Punkt zx ist hiermit als vermeidbar erkannt, w. z. b. w. 

6. Satz IV. He sei x ein Punkt des im kleinen zusammenhdngenden 
Kontinuums C. Falls fiir ein geniigend kleines «> 0 keine den Punkt x 
e-aussondernde abgeschlossene Menge zusammenhdngend ist, so ist x ein 
unvermeidbarer Punkt. 

Beweis. Es sei ¢ >0 ein im Sinne der Voraussetzung des Satzes IV 
geniigend kleines «. 

Wir setzen voraus, x wire ein vermeidbarer Punkt. Dann gibt es 
ein derartiges 6 > 0, daB fiir jedes Punktepaar 
y+2c8(2x,d)—2 


ein Teilkontinuum C,, 


(20) y+2c0,,c8(2,5)—2 


vorhanden ist. Das Punktepaar y-+-z sei von jetzt an als fest gewahlt 
gedacht. 

Da der ganze Raum C kompakt ist, so gibt es unter den der Be- 
dingung (20) geniigenden Kontinuen C,, wenigstens ein solches, das fiir 
dieses Kontinuum die positive Zahl o(z, C,.) ihren Maximalwert d(x, y, z) 
annimmt. Es geniigt in der Tat durch d(x, y,z) die obere Grenze aller 
durch die Nebenbedingung (20) bestimmten Zahlen g(x, C,.) und durch 
Cy. irgendein den Relationen (20) und 


(21) d(x,y,2)— + <0(x, Of:)<a(z, y, 2) 


geniigendes Teilkontinuum zu bezeichnen und dann aus der Folge aller 


auf diese Weise erhaltenen Cy, eine konvergente Teilfolge auszuwahlen. 
Da ,,fast alle“ Oy, dieser Teilfolge bei jedem n zur abgeschlossenen 
Menge 


F, = C—8(z,d(z,y,2)—-+) 
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gehéren, so gehért auch der topologische Limes dieser Teilfolge, den wir 
durch Cj;, 


C5; = lim top Cy, 


bezeichnen wollen, zu F,. Da dies fiir jedes n stattfindet, so ist 
On ¢ ITF, = C — 8(x, d(x, y,2)), 
n=1 


woraus folgt, daB o(2, Cz) >d(xz, y,z) und also 
(22) o(z, Cg) = d(x, y, 2) 
ist. 

7. Wir bezeichnen nun wie immer durch F(z,6) die Menge 
S (xz, 5) — S(x, 4) und betrachten einen festen Punkt y, und einen varia- 
blen Punkt z der Menge F(z, 4). 

Da x und y, beide fest gewahlt sind, so diirfen wir statt d(z, y,, z) 
einfach d(z) schreiben. Wir wollen nun zeigen, da8 letztere auf der ab- 
geschlossenen Menge F(z,6) definierte*) und daselbst ausnahmslos po- 
sitive Funktion d(z) auch stetig ist. 

Das ergibt sich wie folgt. Da C im kleinen zusammenhingend ist, 
so la8t sich, auf Grund bekannter GleichmaBigkeitseigenschaften der kom- 
pakten Raume, fiir jedes o >0 ein derartiges 7 > 0 definieren, daB zwei 
beliebige Punkte z’ und z” von C, deren Entfernung weniger als 7 be- 
trigt, sich mittels eines Kontinuums C,,,cC vom Durchmesser < o 
verbinden lassen. 

Es seien nun z’ und 2” zwei Punkte von F(z, 5), deren Entfernung 
hinreichend klein ist (und zwar 9(z’,2”)< 7). Falls O,,. bereits gegeben 
ist, so erhalt man ein C,,.”, indem man einfach Oy,» = Cy, 2 + Cy 2" setzt ; 
dabei ist 


(23) |o(%, Oye) — o(%, Cy,2)| S6(Cra) <a. 

Daraus folgt ohne weiteres, da fiir geniigend kleine Werte von 
o(2’,2”) die Zahl |d(z’)—d(z”)| beliebig klein wird, also daB d(z) 
stetig ist. 


Die auf der abgeschlossenen Menge F(z, 4) hiermit als stetig er- 
wiesene, positive Funktion d(z) erreicht in einem gewissen Punkte 2, 
ihren (positiven) Minimalwert 


(24) d(z,) => 0. 


+ = 


*) Fir z=y setzen wir Cy.y, = Yo urd d r d d(y.)=e(2, Yo)- 
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Wir bezeichnen jetzt durch Q die (zusammenhingende ) Vereinigungs- 
menge aller Kontinua C,;,; (fiir alle z< F(z, 6)). Dann folgt aus dem 
bisher Bewiesenen, daB o(2, Q) = wu ist. 

Indem wir durch B das Kontinuum Q bezeichnen und bemerken, 
daB o(z, Q)= (x, Q) ist, erhalten wir endlich 
(25) o(z, B)= 4p 

Da jedes der Kontinua C— in 8 (2, =) enthalten ist, ist auch 


Qc S(zx, +), folglich 


2 
(26) Bc8(z, *)<8(z,e). 
Offenbar ist weiter 
(27) B> F(z, 3). 
Wir setzen nun 
(28) A=S(z#,6)—B; D=C—(A+B). 
Da 6 <e ist, folgt aus (25), (28) und (26), daB 
(29) 2cAcA+BcS(z,e). 


Andererseits ist zufolge (28) und (27) 
A+B=S8(2,6)+B=S(z2,5)+B=A+B, 
also ist A+ B abgeschlossen, folglich D ein Gebiet (rel C). 


Da die beiden Relativgebiete A und D zueinander fremd sind, ist 
H(A, D)=0, und die Zerlegung 


C=A+B+D 


ist mithin eine e-Aussonderung des Punktes x mittels der zusammen- 
hangenden abgeschlossenen Menge B, was unserer Annahme widerspricht. 
Der Satz IV ist hiermit bewiesen. 


9. Indem man die beiden Siatze IV und III vergleicht, erhélt man 
folgendes zusammenfassende Ergebnis : 


V. Damit ein Punkt x des im kleinen zusammenhdngenden Kon- 
tinuums C vermeidbar sei, ist notwendig und hinreichend, da man fiir 
jedes « > 0 den Punkt x mittels einer zusammenhdangenden abgeschlossenen 
Menge «-aussondern kann. 


Nachtrigliche Bemerkungen. 


Die Ausfiihrungen des vorstehenden Aufsatzes regen zur folgenden Erklarung an: 


Definition I Wir bezeichnen durch y,(C) die kleinste endliche oder unend- 
liche Kardinalzahl m, die so beschaffen ist, da8 es fiir jedes e>0O eine, den Punkt z 
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in bezug auf das Kontinuum C «-aussondernde abgeschlossene Menge B gibt, deren 
Komponentenzahl < m ist **). 


Wir werden im folgenden nur den Fall endlicher wy, (C) betrachten ’). 
Folgende Modifikationen des Symbols wy, (C) liegen auf der Hand. 


Definition II unterscheidet sich von der Definition I dadurch, daB die Menge B 
stets von einer niedrigeren Dimension als C selbst vorausgesetzt wird. Die betreffende 
Kardinalzahl soll y@(C) heiBen. 


Bei der 
Definition III werden auch nicht abgeschlossene B zugelassen, allerdings unter 
den Bedingungen: 
1. B-x=0, 
2. dimB<dimC. 


Auf diese Weise entsteht eine Kardinalzahl Vv, (C). 
Falls dim C = 1 ist, so ist auf Grund bekannter Sitze *) 


ys (C) yc) 
Allgemein ist aber 
(30) y(C) >, (C); vs (C)sy@(C). 


Man sieht auch leicht ein, daB fiir ein endliches yz (C) stets y,(C) Sv; (C) ist 
(es geniigt, die entsprechende Menge B abzuschlieBen). 
Mit Hilfe der Definition I lassen sich die Siatze I und V wie folgt formulieren: 


I. Damit ein Kontinuum C im kleinen zusammenhingend sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB yw, (C) fiir jeden Punkt xc C endlich’) sei. 


II. Damit der Punkt x des im kleinen zusammenhingenden Kontinuums C ein 
vermeidbarer sei, ist notwendig und hinreichend, daB y,(C)=1 sei. 


Wir haben bereits bemerkt, daB bei endlichem y,(C) die Kardinalzahl y(C) 
gleich ¢ sein kann (siehe Fufinote %)). 


Wir wollen nun zeigen, daB man gleichzeitig 


y,(C) = ys (C) =] 








®*) Diese Definition, auf welche auch von Menger (Math. Annalen 95 (1925), S. 281, 
FuBnote *)) hingewiesen wurde, ist der des Verzweigungsindex (der Ordnung) ind, C 
im Sinne der Kurventheorie vollkomimen analog. Siehe wegen der letzten Definition 
P. Urysohn, Sur la ramification des lignes Cantoriennes, Comptes Rendus 175 (1922), 
Paris, p. 481, sowie Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 83 (1923). — Die Kardinal- 
zahl y,(C) kann, genau wie ind, C, jeden endlichen Wert sowie die Werte &, und 
c annehmen. AuBerdem ist mit dem Symbol y,(C)=@ derjenige Fall ansznzeichnen, 
wo die Komponentenzahl der Menge B zwar fiir jedes einzelne « endlich vorausgesetzt 


werden kann, jedoch mit : gegen oo strebt. 


*) Den Fall y,(C)=@ rechnen wir.auch zum Falle eines endlichen yw, (C). 
Siehe FuBnote 6*). 
*) Siehe Mémoire I, ch. I, § 8, Lemme. (Fund. Math. 7, S. 69). 











Im kleinen zusam hingende Kontinua. 307 





und 


vy (C) = ny 
haben kann’). 


Wir betrachten zu diesem Zwecke ein rechtwinkliges Achsenkreuz oxryz und 
bezeichnen durch 
J=J(0,+1,-—1) 


ein bestimmtes Kontinuum, das folgende Gestalt hat. 


1. J ist im Zylinder z*+2*=3,,-—-1SyS1 gelegen und besteht aus der 
Kreisscheibe x*+z*= };, y=0 und aweien sich gegen diese Kreisscheibe anschmiegen- 
den einfachen (der halboffenen Strecke 0 < ¢< 1 homéomorphen) Linienstiicken, deren 
Endpunkte bzw. die Punkte (0, +1, 0) und (0, —1, 0). 

2. J ist mithin ein zwischen den beiden letztgenannten Punkten irreduzibles 
Kontinuum und wird durch jede Ebene y = « (0 <|«|<1) in einem einzigen Punkte 
geschnitten (wihrend die Menge zur Ebene y= 0 gehérender Punkte von J die oben 
erwahnte Kreisscheibe bildet ). 

Wir bezeichnen weiter durch J*(0,+1,—1) die zwischen den beiden ,End- 
punkten“ (0,+1,0) und (0,—1,0) von J(0,+1,—1) irreduzibel zusammen- 
hiangende Menge, die aus dem Punkte (0, 0, 0) und allen der Bedingung y + 0 genii- 
genden Punkten von J(0, +1, —1) besteht. 

Es seien endlich J(A, u,v) bzw. Pa 3 u,v) die zu J(0,+1,—1) bew. 
J*(0,+1,—1) homothetischen Mengen, deren ,Endpunkte“ die beiden Punkte 


(A, w, 0) und (A, v, 0) 
sind 


Jetzt bezeichnen wir durch 7'(u, ») das Dreieck, dessen Eckpunkte die Punkte 


(0,0, 0), (1, #, 0) und (1, », 0) 
sind, und setzen 


«ne a. 1 1 1 
c -» let geri) + 9+’ Per gintm+i’ sicrars) 


a=v n=0 m=0 





wobei S die Strecke [0, 1] der x-Achse ist. 
Wir bezeichnen durch x den Punkt (0,0, 0). Dann ist 


y,(C)=ye(C)=1. 


®) Schon ganz elementare Beispiele zeigen, daB z. B. die Gleichungen 
veC)=1, ywiC)=yS(C)=2 


miteinander vertriglich sind: es geniigt in der Tat, das Kontinuum C, das aus den 
geradlinigen Strecken 


y=0, 0s2esl, 


y=2, 0s2zsl, 
ocyc ans (n=1, 2, ..., ininf.) 
n n 


gebildet ist, in Betracht zu ziehen. 
Mathematische Annalen. 98, 21 
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Es geniigt in der Tat ein hinreichend groBes m zu wihlen und beziehungsweise 


7 1 1 1 1 1 
Be - (ge gintm+1? saarars) +? (> a):Po} 


(wobei P,, die Ebene x= + ist) 


und 


—. eS 1 1 1 1 
B -S| \gm? giatmri’ giarars) +? ( saa: srati) “Pa 
n= 
zu setzen. 


Andererseits folgt aus der Irreduzibilitat der J, daB jedes Kontinuum, welches 
den Punkt x «-aussondert, unendlich viele Kreisscheiben enthalt und also zweidimen- 
sional ist. Man folgert daraus leicht, daB jede héchstens eindimensionale den Punkt 2 
e-aussondernde abgeschlossene Menge aus unendlich vielen Komponenten bestebt. 
Daraus ergibt sich aber unsere Behauptung 


y@ (C)=n- 


(Eingegangen am 19. 6. 1926.) 


Druckfehlerberichtigung 


zu der Arbeit von W. Hurewicz: ,,Grundri8 der Mengerschen Dimensions- 
theorie* in diesem Band, 8S. 64—88. 


Durch ein Versehen der Redaktion sind in dem Inhaltsverzeichnis 
(S. 64) simtliche Seitenzahlen um 18 zu hoch angegeben. 














Ober die Zerlegung von Dreieckspolyedern in Tetraeder. 
Von 
E. Schénhardt in Tiibingen. 


Unter einem Dreieckspolyeder sei ein von ebenen Dreiecksflichen 
begrenzter einfach zusammenhangender Korper verstanden. Ist das Polyeder 
auBerdem konvex, so laBt es sich bekanntlich in Tetraeder zerlegen, deren 
Eckpunkte alle zugleich Ecken des Polyeders sind. Man erhilt eine solche 
Zerlegung, indem man die Begrenzungsdreiecke von einer Polyederecke 
aus projiziert. Da sich jedes ebene Polygon’) durch Ziehen von Diago- 
nalen in Dreiecke zerlegen léBt, so ist auch die Zerlegung eines von 
beliebigen ebenen Polygonen begrenzten Polyeders in Tetraeder im obigen 
Sinne méglich. Anders, wenn man die Bedingung der Konvexitit fallen 
laBt. Wahrend das ebene Problem der Zerlegung eines Polygons in Drei- 
ecke auch dann noch stets lésbar ist, ist, wie Herr N. J. Lennes*) fiir 
Dreieckspolyeder bewiesen hat, ein nicht konvexes Polyeder im allgemeinen 
nicht mehr in Tetraeder zerlegbar. Zum Beweis beschreibt Herr Lennes 
ein Dreieckspolyeder mit sieben Ecken, welches nachweisbar keine solche 
Zerlegung zulaBt. Ich gebe im folgenden ein anderes Beispiel, das den 
Vorteil besitzt, das einfachste zu sein, insofern, als das Polyeder die 
kleinste Zahl von Ecken aufweist, méglichst regelmaBig ist und sich 
infolgedessen anschaulich leicht beschreiben lat. Es ist auch sonst noch 
von Interesse, weil es bei spezieller Wahl der einen noch verfiigbaren 
Konstanten zugleich ein Beispiel fiir die von Herrn W. Blaschke*) unter- 
suchten ,,wackeligen“ Achtflache darstellt. 


*) Hier ist nur von gewéhnlichen Polygonen die Rede, deren Berandung ein ein- 
fach zusammenhingendes Stiick der schlichten Ebene begrenzt. 

*) Americ. Journ. of Math. 38 (1911), Theorems on simple finite polygon and 
polyhedron, p. 55. 

*) Math. Zeitschr. 6 (1920), Uber affine Geometrie XX VI: Wackelige Achtflache, 8.85. 
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Wir gehen aus von einem geraden Prisma mit gleichseitig dreieckiger 
Grundflache. In den drei quadratischen Seitenflaichen werden in der Weise 
drei Diagonalen d, d,d, gezogen, daB sie bei Drehung des Prismas um 
seine Hauptachse um 120° bzw. 240° ineinander iibergehen. 


Nun wird das obere Dreieck gegen das untere 
um die Achse so gedreht, daB die Diagonalen sich 
zuniachst verlingern. Die beiden Dreiecke hat man 
sich dabei als starr vorzustellen. Fiir den Dreh- 
winkel # gelte: 


0<0< 60°. 


Der so entstandene Kérper‘) besitzt drei Hohl- 
kanten, namlich die Diagonalen der urspriinglichen 
Quadrate, das hei®t, lings dieser ist er konkav. 

Seine Kanten haben den Zusammenhang des 
Oktaeders, in das er nebenbei bemerkt iibergefiihrt 
werden kann, indem man obige Drehung riickgangig 
macht und um 60° weiterdreht. Infolgedessen kann ohne Einfiihrung 
neuer Kanten unméglich ein Tetraeder von ihm abgespalten werden. Die 
einzigen noch nicht gezogenen Verbindungslinien der sechs Eckpunkte 
sind aber diejenigen, welche den noch nicht verwendeten Diagonalen der 
Quadrate in der Ausgangsfigur entsprechen. Da sie vollstandig auBerhalb 
des Kérpers liegen, kann dieser nicht in obigem Sinne in Tetraeder zer- 
legt werden. 

Fiir # = 60° entsteht ein Kérper, dessen Inneres in zwei getrennte 
Tetraeder zerfallt, und dessen Oberfliche zum Teil doppelt iiberdeckt ist. 

Setzt man die Kantenlinge des Prismas gleich Eins, so liefert eine 


einfache Rechnung fiir die Linge d der Diagonalen d, (y= 1, 2,3) die 
Beziehung: 





Fig. 1. 


S88 + Fy tin(60° + 9). 


Wie man hieraus ersieht, nimmt diese Linge bei wachsendem # zu 
fir #< 30°, ab fiir @> 30° und erreicht bei = 30° ihr Maximum. 
Hier verschwindet also die Ableitung der Kantenlinge nach #, oder wenn 
man sich die Drehung etwa gleichférmig ausgefiihrt denkt, die Ableitung 
nach der Zeit. Das betreffende Polyeder ist somit im Blaschkeschen 
Sinne ,,wacklig*. Herr Blaschke hat die wackligen Achtflache in folgender 
Weise charakterisiert: FaBt man die acht Begrenzungsdreiecke des Acht- 
flachs so in zwei Gruppen zusammen, daS keine zwei, verschiedenen 


*) Die Fig. 1 zeigt ihn fiir den Fall # = 30° in schiefer Parallelprojektion. 
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Gruppen angehérigen Dreiecke eine Kante gemein haben, so miissen die 
vier Ebenen jeder Gruppe durch einen Punkt gehen. In unserer Figur 
bilden die drei an das Grunddreieck lings einer Kante angrenzenden 
Dreiecke mit dem Deckdreieck zusammen eine Gruppe, und wie unmittel- 
bar einleuchtet, haben fiir = 30° die vier entsprechenden Ebenen den 
Mittelpunkt des Deckdreiecks gemein. (Fig. 1.) 

An einem aus Zeichenpapier leicht herzustellenden Modell la8t sich 
die Wackligkeit anschaulich machen. Da sich die Linge d in der Nahe 
von #= 30° iiberaus wenig andert, laBt sich das Modell deutlich ver- 
drehen, wahrend es sich fiir andere Werte von # starr anfiihlt. Zu einem 
ebenen Netz, dessen Diagonalenlinge den Bedingungen: 


gQ<ed%*<14% 
)3 
geniigt, gehéren zwei unzerlegbare Polyeder, deren Drehwinkel # symme- 
trisch zu # = 30° liegen. 

Es bleibt die Behauptung zu begriinden, daB das beschriebene Polyeder 
das einfachste nicht zerlegbare ist. 

AuBer dem trivialen Fall des Tetraeders sind hier nur Polyeder mit 
fiinf und sechs Ecken in Betracht zu ziehen. Jedes fiinfeckige Dreiecks- 
polyeder kann dadurch gebildet werden, daB man zwei Tetraeder mit einer 
gemeinschaftlichen Dreiecksflache aneinandersetzt und diese Fliche weg- 
nimmt*). Die gemeinsame Fliache liefert selbst die Zerlegung des ent- 
standenen Polyeders, wenn ihre Ebene die Spitzen der Tetraeder trennt. 
Andernfalls mu8 die Spitze des einen Tetraeders innerhalb des andern 
liegen und man kann das Polyeder in drei Tetraeder zerlegen, welche 
die Verbindungslinie der beiden Spitzen zur gemeinsamen Kante haben. 
Die fiinfeckigen Dreieckspolyeder sind somit alle zerlegbar. 

Von sechseckigen Dreieckspolyedern gibt es bekdnntlich®) auBer dem 
Oktaedertypus noch einen zweiten. Ein Vertreter desselben entsteht aus 
einem Tetraeder durch Aufsetzen je eines weiteren Tetraeders auf zwei 
seiner Flichen. Wir bezeichnen die Ecken des Grundtetraeders 7’ mit 
ABC,C,. Auf ABO, (i=1,2) werde das Tetraeder 7, mit Spitze 8, 
aufgesetzt. Liegen 7, und T, getrennt und nicht beide innerhalb 7, so 
14Bt sich wenigstens eines dieser beiden Tetraeder ohne weiteres abtrennen. 
Es bleiben also nur die beiden Fille zu erledigen, wo entweder S, und 8, 
innerhalb7’ oder etwa S, auBerhalb 7 und S, innerhalb 7, liegen. Wir 
denken uns die Polyeder in der Richtung AB parallel auf eine Ebene pro- 
jiziert. Den beiden genannten Fillen entsprechen die Figuren 2a und b. 


5) Moebius Werke II, Nachla8 I, 8. 582—533. 
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a) 








A(8) 
G C 
b) 
Sy 
A(e) 
Fig. 2 


Im Fall a liegen 8, S, und sicher eine der 
Strecken S,C, oder OC,S,, etwa ©,8,, ganz 
innerhalb des Polyeders, im Fall b ebenfalls S, 8, 
und ©,S,. Im letzteren Fall kénnen stets 
die Tetraeder AS,C,C, und BS,C,C, abge- 
spalten werden, wobei ein fiinfeckiges Dreiecks- 
polyeder ABC,S,S, iibrigbleibt, das wie oben 
in drei Tetraeder zerlegt werden kann. Dasselbe 
gilt fiir den Fall a, wenn S, innerhalb des 
Tetraeders ABC, S, liegt. Andernfalls verlauft 
auch die letzte noch mégliche Verbindungslinie 
S,C, innerhalb des Polyeders, womit die Zer- 
legung unmittelbar gegeben ist. 


Somit sind die nicht dem Oktaedertypus angehérigen sechseckigen 
Dreieckspolyeder alle in Tetraeder zerlegbar. 


Tiibingen, 18. November 1926. 





(Eingegangen am 2. 12. 1926.) 




















Wechselseitig affinparallele Kurven und Flichen. 
Von 


Wilhelm Si8 in Kagoshima (Japan). 


1. In einer in den Math. Annalen erschienenen Arbeit iiber affine 
Geometrie*) habe ich u. a. den Satz bewiesen, daB die Ellipsoide die ein- 
zigen ,Eiflachen konstanter Affinbreite“ sind. Hierbei verstehe ich unter 
der Affinbreite einer Eiflache 2 in einer gewissen Richtung die Affinent- 
fernung*) (B.S. 110) eines Punktes (r) von EZ von demjenigen Flachen- 
punkt (r*), dessen Tangentenebene zu derjenigen in (x) parallel ist: 

(e) e(x,z*)=(g—z*) 2". 

Die Forderung der Konstanz der Affinbreite erweist sich also verhiltnis- 
maBig als viel enger als diejenige der Konstanz der (gewéhnlichen) Breite 
einer Eiflache in der aquiformen Geometrie. Dieselbe Bemerkung trifft 
bei dem affingeometrischen Gegenstiick einer anderen Begrifisbildung der 
aquiformen Geometrie zu: bei den ,,wechselseitig affinparallelen Flachen“. 


Ich beweise naimlich hier (§ 2) den folgenden Satz, welcher iiberdies den 
oben genannten als Sonderfall enthilt: 


Sind zwei Eifldchen wechselseitig zueinander affinparallel, so sind 
ste einander dhnliche und zueinander dhnlich gelegene Ellipsoide. 


Hierbei nenne ich z. B. eine Fliche F zu einer zweiten F* affin- 
parallel, wenn sich die Punkte von F denjenigen von F* derartig einein- 
deutig durch Parallelismus der Tangentenebenen zuordnen lassen, daB die 


*) Uber affine Geometrie XL: Eiflichen konstanter Affinbreite. Math. Annalen 
96 (1926), S. 251 ff. Siehe auch die Mitteilung in den Proceedings of the Imperial 
Academy 2, Tokio 1926, S. 103ff.: ,,Charakteristische Eigenschaften des Ellipsoids“, 
Satz 5 und 6. 

*) In den Bezeichnungen schlieBen wir uns méglichst der zusammenfassenden 
Darstellung von W. Blaschke und K. Reidemeister an: W. Blaschke, Vorlesungen iiber 
Differentialgeometrie 2, Berlin 1923. Wir zitieren dieses Buch mit B., insbesondere 
die Formeln des dortigen § 63 mit B. (...). 
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Affinentfernungen aller Punkte von F von den ihnen entsprechenden auf 
F* einen und denselben festen Wert besitzen. Andere affingeometrische 
Ubertragungen des ‘quiformen Flachenparallelismus stimmen mit der 
genannten inhaltlich iiberein, wie am Ende (§ 3) gezeigt wird. 

Die Frage, auf welche Flachen man gefiihrt wird, wenn man die 
obige Beschrinkung auf Hifldchen fallen 1a6t, fiihrt auf affine Weingarten- 
flachen“ ; es ergibt sich zwischen ihren als endlich vorausgesetzten affinen 
Hauptkriimmungsradien eine einfache bilineare Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten (Nr. 6). Es zeigt sich also auch hier die beschrinkende 
Wirkung der Forderung des wechselseitigen Affinparallelismus. 

In § 1 schicken wir eine Untersuchung wechselweise affinparalleler 
ebener Kurven voraus, welche auf Kegelschnitie fiihren wird. Raumkurven 
werden hier nicht behandelt; ihr Parallelismus unterscheidet sich von 
demjenigen ebener Kurven oder von Flachen derart, da8 eine nicht triviale 
Ubertragung in die Affingeometrie auf Grund des Begriffes der Affinent- 
fernung nicht nahe liegt *). 


§ 1. 
Ebene Kurven. 

2. Wie in der Flachentheorie sei ¢ der Normaleneinheitsvektor. Wir 
bezeichnen die (gew6hnliche) aquiforme Kriimmung mit x, die affine mit k 
und mit ¢ den Affinbogen. Dann benutzen wir auch in der ebenen Geo- 
metrie einen Vektor =A, der mit der Affinnormalen r” = 4 durch 
die Beziehung verbunden ist: 

(1) ¥r” =1. 
Der Faktor 4 bestimmt sich nach B. § 14 durch 
At = g"§ =|z"| cos (r”, €) = |z”| sin(z”, 2’) 


oo (e”, it 


l rg” | 
(2) Z=x~*¢. 

Sollen nun die beiden ebenen Kurven ¢ und r* wechselweise ein- 
ander affinparallel sein, so mu8 nach unserer Definition in Nr. 1 und (e) 
(3) g = 8, e(e%z)—(¢*—2)¥ =p —konst, 

e(z, *) =(z —z*)£* = p* = konst. 
7 *) Man kann fiir Raumkurven einen Vektor % durch ¥r’=0, Xr” = Xx” = 1 einfiihren 
und mit seiner Hilfe nach (e) eine Affinentfernung bei Raumkurven definieren. Zwei 
Raumkurven mit parallelen begleitenden affinen Dreibeinen und festen Affinentfer- 


nungen entsprechender Punkte waren dann einander affinparallel zu nennen. Es zeigt 
sich, da8 sie durch eine inhaltstreue Affinitét ineinander iibergefiihrt werden kénnen. 


= x8, 
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sein. Machen wir den Ansatz 
re—r=Ay+ Be", 
so folgt aus (1) und (3) 
(r*—zr)X = B= p = konst., 


( a as* , Ir re 
also ist 
(4) e<s= 90" — —P7*s"- 
Infolge der bekannten Beziehung 
me + kr’ —_ 0 
folgt aus (4) 


7 jer 5 
| :* c= 8’ + pe” = 2"(1— pk) = 4 + pth go, 
(4a) 





wn (ds*\* ,a° s* ” t.? 
| r* (S) +r = "(1 — pk) — pk'y’. 
Infolge der Normierung des Affinbogens 
(z’.2") = (2, 2°") = 1 


| (Gr) = (1 — pk)’, 
(5) r* = (1—pk)'r’, 
| g*” = (1— pk) *y” — £(1— pk) ' pk’y’. 
Aus (4) und (5) ergibt sich 
(1-- pk) *k’ =0. 


Es ist also k= konst. und analog k* = konst., d. h. die Kurven ¢ 
und r¢* sind Kegelschnitte (B. § 7). Ausfiihrlicher folgt aus (4) und (5) 


Roe 


1 t= — (B) 


ist somit 


(6) 


und aus (4a) und (5) 


(7) — pk = p*k*(1— pk). 
Nach (6) und (7) ist endlich 
(8) pik = p**k*, 


d.h. die beiden Kurven sind gleichzeitig Parabeln, Ellipsen oder Hyperbeln 
(k=0, >0, <0). Wir kommen also zu dem Ergebnis: 
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Zwei wechselseitig affinparallele ebene Kurven sind stets Kegelschnitte 
gleicher Art. 

Man kann diesen Satz noch etwas anders fassen. Ersetzt man in 
der iiblichen Definition der Dilatation die Normale durch die Affinnor- 
male, so erhilt man eine ,Affindilatation*. Dann besagt der eben ge- 
nannte Satz auch: 

Nur Kegelschnitte lassen sich wechselweise durch Ajffindilatation in- 
einander tiberfiihren. 


§ 2. 
Flaichen. 


3. Jetzt soll der in Nr. 1 ausgesprochene Satz fiir wechselweise affin- 


parallele Flichen r(u', u*), r*(u',u*) bewiesen werden. Es bestehen 
fiir sie die Definitionsgleichungen 


(1) E*(u*, u®) = + E(u, u?) 
(9 e(r*, xr) = (r* — r)X = p = konst. 
= e(x,r*) =(r — r*)X* = p* = konst. 


Infolge der linearen Unabhingigkeit der Vektoren x,, 7, und y gilt 
wegen (2) ein Ansatz von der Form 
r*—r=—a'y+ py. 
Deshalb ist nach B. (a 19) 
(x*—rzr,)%¥=—0—a'G,, (x = 1, 2), 
wegen G == 0 somit a‘=0 (c=1,2). Somit ist: 
(3) r°—r=py = — p*y*, 
d. h. bet wechselseitig affinparallelen Flachen fallt die Verbindungsgerade 


je zweier einander entsprechenden Punkte mit den beiden Affinnormalen 
daselbst zusammen. 


Wir leiten zunichst einige Beziehungen zwischen den Skalaren und 
Vektoren in einander entsprechenden Punkten (ry) und (r*) her. Aus 
B. (a 9) folgt, daB fiir G+ 0 die Vektoren %,,%, und X voneinander 
linear unabhangig sind. Da nach (3) ein Ansatz von der Form 

pr + p*% = a‘ %, 
gilt, so folgt hieraus 
«'%.r,= —a'G,, = 0 (x = 1, 2); 
wegen G = 0 ist also a‘= 0 (« = 1, 2): 


(4) px*+p*X=0. 
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Aus (2), (3), (4) und B. (a@ 21) ergibt sich dann 
(5) Bun = Bux. 

4. Aus (4) folgt nun der in Nr. 1 genannte Satz fiir Hifléchen. Denn 
bedeutet K das GauSsche Kriimmungsma8 der (elementaren ) aquiformen 
Flachentheorie und & den Einheitsvektor der Flaichennormale, so ist nach 
B. (§ 64) 

=|K\*é 
Fiir Eiflachen folgt also aus (4) 
=> 4 —— 
K* —(4) K. 


Nach dem bekannten Satz H. Minkowskis iiber die Bestimmung einer Ei- 
fliche durch ihre Kriimmungsfunktion‘) geht deshalb die Eiflache r* aus r 
durch eine Ahnlichkeitstransformation im Verhiltnis (4): 1 nebst einer 
Parallelverschiebung um einen Vektor a hervor: 


« — (P*)" 
E ( Pp ) E + a. 
Hieraus folgt bei affinen Kriimmungslinienparametern nach (3) 


s[(#)-1]-»u-—fs. 
also fiir p** + p? 


p* 
R, == R, = p?—p* Ss konst. 


r und ebenso ¢* sind nach B. (§ 74) somit Ellipsoide, die auBerdem ein- 
ander dhnlich sind und deren Mittelpunkte nach (3) zusammenfallen 
miissen, w. z. b. w. 


5. Im folgenden werde angenommen, daB eine der (allgemeinen) 
Flachen®), etwa x, keine Affinsphire sei. Dann ist auch y* keine Affin- 
sphire; denn diese sind dadurch gekennzeichnet, da8 auf ihnen jede Kurve 
Affinkriimmungslinie ist, d.h. daB die Affinnormalen lings jeder Flaichen- 
kurve Torsen bilden; da aber die Affinkriimmungslinien beider Flachen 
einander durch (3) zugeordnet sind, so kénnte ¢* nur dann eine Affin- 
sphare sein, wenn auch x eine solche wire. 

Man kann somit u', y* gleichzeitig als Parameter der A ffinkriimmungs- 
linien in den Punkten a und (r*) benutzen. Bei dieser Parameterwahl 
ist, wie man aus B. (a3), (a 13), (a 19), (@ 20) und (a 21) erkennt, 


(6) Gis = Big = Ale = Gi: = Bh = An’, = 0. 


4%) Volumen und Oberfliche, Math. Annalen 57. 


5) Von jetzt an setzen wir voraus, daB die Fliche rx reelle a a aT 
besitze und ihre affinen Hauptkriimmungsradien endlich seien. 
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Und es folgt aus (3) und B. (a 13) 


r* = t+ Pv, =0,(p— RB)— — Ri yl = Be tom, 
also 
R: 
(7) pp* = R,p* + Rr p, he = — SF | tw ae 1,9) 


und hieraus nach (4) und B. (a3) fiir die Koeffizienten der ersten Grund- 
formen 
Re 


(8) Gs — R Gi; gr = 


6. Fiir das Folgende fiihren wir die abkiirzende Bezeichnung ein: 
f* o*f* 
(9) «(*) Au‘tau 


= f..+(Fe'—-TS.)f =f.+4h, 


rg os fe — a 


x 


worin die Koeffizienten '*°, = “ct wie iiblich die Christoffelschen Drei- 


indizessymbole sind: 


(10) or. CS — 2Ger 4 20er 
au* au’ éu' 


Dann folgt aus (4): 


ae See re | ee el = At. fl 
also nach (4) und B. (a 19): 
(J 1) At, ae 4 At. = A*; y ~ ry. — A* — re. 
Nun berechnet man aus (6), (7),(8) und (10): 
’ P +,’ e ee’ R Te 6G, R, 6 R? 
24,,.=2(%,. —I.) =G4 — —-- = — =): 
R* @u™ éu™ R* éu”\ RB, 
' a... ie 
(12) 24: = —|log — (e’ =). 
eu™\ R, 


Die Wahl eines gestrichenen Index :’ statt « soll andeuten, dafi iiber 
ihn nicht zu summieren ist; dabei ist aber «’ —«. Wegen der Apolaritats- 
beziehungen A‘, = A. = 0 [B. (a 6)] ist nach (11) und (12) 


(13) 4. =0 
und 
k* R, 
(14) ; om ae o = konst.*). 


: 6 
*) Eine kurze Rechnung liefert fiir 9 den Wert 9 = (4) ; 
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Nach (7) kann man statt dessen auch schreiben: 


(15) = Eo = oes = o = konst. 
Die Flache ¢ kann infolge dieser Gleichung fiir die affinen Haupt- 
kriimmungsradien eine ,affine Weingartenfldche“ genannt werden. Mit 


(15) ist die in Nr. 1 genannte Behauptung im Falle allgemeiner Flaichen 
bewiesen *). 


§ 3. 
Aquivalenz verschiedener Definitionen von wechselseitigem 
Affinparallelismus. 


7. Zwei Flachen y und z* seien durch Parallelismus der Tangenten- 
ebenen einander punktweise so zugeordnet, daB die Verbindungsgerade 
einander entsprechender Punkte mit der Affinnormalen daselbst zusammen- 
fallt. Wir behaupten, daB durch diese in Nr. 3 erkannte Eigenschaft 
wechselweise affinparalleler Flachen der Affinparallelismus gleichfalls cha- 
rakterisiert ist. Denn diese zweite Definition besagt das Bestehen der 
Gleichungen (1) und (3) in § 2, worin allerdings die Konstanz von p 
und p* noch zu beweisen ist. Diese folgt aber durch Differentiation von 
(3) nach B.(a@19) und sodann (2) aus (1) und (8) nach (e). 

Diese zweite Definition l48t sich noch etwas weiter gestalten. Zu 
jedem Punkte (rx) einer Flache ¢ gebe es mindestens einen Punkt (r*) 
einer zweiten Flache r*, so da8 fiir jeden anderen Punkt (¢*) von xy* und 
fiir einen festen Wert p die Bedingung erfiillt ist: 


e(x*, r)= pSe(E*, z). 


p ist dann das Minimum von e(r*,r), wenn (¢*) auf r* variiert. Also 
ist nach (e) 


rX=0, 


d. h. es ist &* — + &, also (1) erfiillt. Machen wir nun gema8 (e) und 
B. (a 9) den Ansatz 


r—r=r'y+pp, 


so ist 


te —in= Tin + T* nk + PYx>, 

*) (Anmerkung bei der Korrektur, 11. 4. 1927.) Inzwischen ist die Be- 
dingungsgleichung (15) in der Arbeit von W. van der Woude: ,Ein Problem der 
Affingeometrie“ (Math. Zeitschrift 26, S. 186—195) verdffentlicht worden. Die dort 
und die hier gegebene Ableitung von (15) erganzen einander insofern, als van der Woude 
seine Rechnung mit Hilfe von Asymptotenparametern durchfiibrt. 
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also 

r'G,, =0 (* = 1, 2), 
wegen G = 0 ist also r‘ = 0 und es folgt 

r*—E= py. 


Fordern wir nun auch, da8 sich umgekehrt r* zu y so verhalte wie 
r zu x*, so ist somit auch (2) erfiillt. Auch dieses affine Analogon einer 
Definition von aiquiformem Flachenparallelismus fiihrt auf die erste Defi- 
nition von Nr. 1 zuriick. 

8. Eine dritte affine Erweiterung der Definition der aquiformen Paral- 
lelflachen fiihrt fiir den Fall geschlossener Flachen zu den beiden vorher- 
gehenden zuriick. Es seien auf y und r* Punkte mit parallelen Affin- 
normalen einander zugeordnet und die beiden Affinentfernungen je zweier 
sich entsprechender Punkte konstant. Nach dieser dritten Definition von 
Affinparallelismus bestehen die Gleichungen 


(«) p»*=qy; (8) (x* —r)X = p= konst. 
(vy) (x —x*)X* = p* = konst. 


Nach B. (a9) gilt sodann ein Ansatz von der Form 
(0) sree + py mors + 24° 


Auf der geschlossenen Flache y existiert eine Stelle (r,), an welcher q 
einen stationiren Wert g, hat. Nach («) und B.(a 19) ist dort & = + é,. 
Multipliziert man (6) fiir (x,) skalar mit %*, so ist deshalb nach (y) und 


B. (a9): p* = — fe. Alle extremen Werte von q sind also einander gleich, 
° 


d.h. g= — 5, = konst. und deshalb iiberall §* — + £. Diese dritte De- 


finition fiihrt somit auch auf die erste zuriick, w. z. b. w. 


Bad Kirishima, im August 1926. 


(Eingegangen am 20. 10. 1926.) 











Uber unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten*). 
Von 
Irmgard Gawehn in Berlin, 


Einteilung. 

Einleitung. 

§1. Hilfssatze. 

§ 2. Hauptbegriffe und einfache Anwendungen. 

§ 3. Verbindung irgend zweier Punkte eines Gebietes durch einen Jordan 
bogen. : 

§ 4. Zerlegungssitze. 

§5. Der AuBenrandsatz und seine Anwendungen. 

§ 6. Simplexsternartige Figuren. 

§ 7. Begriff und Untersuchung der o-Zerlegung. 

§8. Die Existenz der o-Zerlegung des Raumes % (Zellaufbau von %). 

§ 9. Die Verfeinerung der o-Zerlegung und als Folge die Identitaét von § 
mit einer unberandeten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit. 

§ 10. Wichtige Spezialfille der unberandeten 2-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit. 

§ 11. Unabhangigkeitsbeispiele. 


Einleitung. 
Die Mannigfaltigkeiten’), die zu den wichtigsten topologischen 


*) Als Doktor-Dissertation in von der vorliegenden nicht wesentlich abweichen- 
den Form im Mai 1925 der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultét der Univer- 
sitit Heidelberg vorgelegt. Die Arbeit ist auf Veranlassung und unter Verwertung 
mancher wertvollen Ratschlige von Herrn Prof. Rosenthal entstanden. 

*) Der scharf formulierte Begriff der ,Mannigfaltigkeit* stammt von Brouwer, 
Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten“*, Math. Annalen 71. Weyl versteht in ,,Die 
Idee der Riemannschen Flache“, 8.16 u.8.17/18 unter 2-dimensionaler Mannigfaltigkeit 
zunichst ein allgemeineres Gebilde und verleiht der Brouwerschen Mannigfaltigkeit den 
Namen Fliche. Fiir die Definition der hier nur in Betracht kommenden 2-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit (Fliche) vgl. auch die auf Weyl zuriickgehende Definition von 
v. Kerékjarté, ,,Vorlesungen tiber Topologie“, 8. 131. 

(Forteetzung der FuGnote *) auf nichster Seite.) 


Mathematische Annalen. 98. 22 








$22 I. Gawehn. 


Riumen*) gehéren, wurden bisher definiert als Vereinigungsmengen von 
endlich oder abzahlbar unendlich vielen Elementarstiicken (Zellen), welche 
topologische Bilder der n-dimensionalen Zahlenkugel sind (falls eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit vorliegt) derart, daB gewisse Voraus- 
setzungen iiber den Zellaufbau (Zusammenhang der Zellen lings deren 
Rander ) erfiillt sind. 

Da es vielfach als ein Notbehelf empfunden ist, da8 in die Definition 
der Mannigfaltigkeit eine spezielle Herstelluigsweise derselben eingeht, 
und da8 diese Herstellung iiberdies aus Stiicken erfolgt, die ihrerseits 
durch Abbildung auf Teile des der Topologie fremden Zahlenraumes ge- 
wonnen werden, so wird es wiinschenswert sein, die Mannigfaltigkeiten 
unter den topologischen Raumen in direkter Weise, ausschlieBlich durch 
innere Eigenschaften mengentheoretisch-topologischer Natur zu charakteri- 
sieren. Fiir den einfachsten Fall, die unberandete 2-dimensionale Mannig- 
faltigkeit, sind wir in der Lage, diese Aufgabe zu lésen*). Wir machen 
dieses zum Gegenstand der folgenden Arbeit. 


Wir fiihren die unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeit nach v. Kerékjarté 
folgendermaBen ein: Ein Dreieck ist das umkehrbar eindeutige, beiderseits stetige (um- 
gebungsstetige; Grundlage topologischer Raum, vgl.*)) Bild eines Dreiecks der Zahlen- 
ebene. Die Ausdriicke: Eckpunkt —, Seite —, innerer Punkt des Dreiecks sind von 
dem Zahlendreieck auf sein Bild zu iibertragen. Alsdann sei eine unberandete 2-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit ein topologischer Raum, der sich darstellen la4Bt als Summe 
von endlich oder abzihlbar unendlich vielen Dreiecken, mit folgenden Eigenschaften: 
1. Ein innerer Punkt eines Dreiecks gehért nur zu diesem einen Dreieck. 2. Eine 
Seite eines Dreiecks gehért zu genau zwei Dreiecken, die diese Seite, sonst aber keinen 
Punkt gemein haben. 3. Ein Eckpunkt eines Dreiecks gehért zu einer endlichen, 
zyklisch geordneten Menge von Dreiecken, von denen zwei aufeinanderfolgende eine 
diesen Eckpunkt enthaltende Seite, zwei nicht aufeinanderfolgende nur den betreffen- 
den Eckpunkt gemein haben. 4. Zu je zwei Dreiecken gibt es eine endliche Folge 
von Dreiecken, deren erstes und letztes Element sie sind, und in welcher je zwei auf- 
einander folgende eine gemeinsame Seite haben. 

*) Begriffsbildung des ,,topologischen Raumes“ von Hausdorff, ,, Mengenlehre“. — 
Die Ausdriicke sind, soweit nichts anderes gesagt ist, simtlich nach Hausdorff zu ver- 
stehen. 

%) Nachtrigliche Bemerkung: Wie Herr Prof. Alexandroff Herrn Prof. 
Rosenthal in einem Brief vom 3.10.25 mitteilt, hat schon R. L. Moore in zwei 
Arbeiten ,,On the Foundations of Plane Analysis Situs“, Trans. Amer. Math. Soc. 1916, und 
»A System of Postulates — —“, Trans. Amer. Math. Soc. 1919, die gestellte Aufgabe fiir die 
Ebene gelést. Uns war nur die an erster Stelle genannte Arbeit bekannt, in welcher 
R. L. Moore hinreichende Bedingungen (der oben gekennzeichneten Art) angibt — 
wir kommen auf dieselbe, da wir z. T. auf sie verweisen, noch zu sprechen. 1919 hube 
Moore den Nachweis dafiir erbracht, daB sein 1916 aufgestelltes Axiomensystem fiir 
die topologische Ebene charakteristisch sei. Seine undurchsichtigen Annahmen lassen 
sich nach Herrn Prof. Alexandroff (der dié betreffenden Uberlegungen und Formu- 
lierungen nicht verdfféntlicht hat) mit Hilfe der Metrisierung des Raumes so redu- 
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Vor Erwahnung unseres Resultates miissen wir darauf hinweisen, 
daB fiir die geschlossene, wie fiir die ungeschlossene (zwei Endpunkte 
besitzende) Jordankurve*) mengentheoretisch-topologische Definitionen, 
welche nur innere Eigenschaften der Kurve verwenden, vorliegen®). Es 
ist méglich, die wngeschlossene Jordankurve einzufiihren als zusammen- 
hangenden*), kompakten’) topologischen Raum mit zweitem Abzahlbarkeits- 
axiom, welcher — zwei Punkte, die ,Endpunkte“, ausgenommen — 
durch jeden seiner Punkte in zwei relativ abgeschlossene Riume zerlegt 
wird; und die geschlossene Jordankurve als Raum mit den gleichen all- 
gemeinen Eigenschaften, nur so, daB die Zerlegung durch jedes beliebige 
Punktepaar desselben, niemals jedoch bereits durch einen Punkt statt- 
findet. Diese Definitionen erméglichen die Verwendung des Begrifis der 


zieren, daB im wesentlichen unser Resultat fiir die Ebene bzw. (durch leichte Ab- 
anderung der Bedingungen) fiir die Kugel herauskommt; wodurch unter Zuhilfenahme 
eines neuen Triangulationssatzes von Radé eine Charakterisierung der unberandeten 
2-dimensionalen Mannigfaltigkeit erméglicht wird. Die in einem der letzten Hefte 
der Schriften der Universitat Szeged publizierte Radésche Arbeit war uns unbekannt 
geblieben. Nach Mitteilung des Herrn Alexandroff besagt der genannte Triangulations- 
satz, daB jeder kompakte (bzw. im Kleinen kompakte), dem zweiten Abzihlbarkeits- 
axiom geniigende, zusammenhingende topologische Raum, fiir den die Umgebungen 
simtlicher Punkte der offenen Kreisscheibe homéomorph sind, eine triangulierbare 
geschlossene (bzw. offene) 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. (Ubrigens ist der 
Radésche Satz auch als unmittelbare Folgerung unseres Hauptsatzes zu erhalten.) Be- 
trachten wir die vorliegende Arbeit im Hinblick auf die erwihnten Resultate, so darf 
sie dennoch von Interesse sein, da sie die gestellte Aufgabe direkt, allgemein und unter 
Vermeidung einer Metrisierung des Raumes list. 

Es sei noch das Verhiltnis zu einer inzwischen d. 20. 6. 25 erschienenen 
Arbeit von Alexandroff, ,,Zur Begriindung der n-dimensionalen mengentheoretischen 
Topologie*, Math. Annalen 94 klargestellt. Diese letztere Arbeit ist kombinatorisch- 
mengentheoretischer Natur; es sind fiir die Definition der n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit geradezu der Zeliaufbau und die Méglichkeit der Verfeinerung desselben die 
wesentlichen Voraussetzungen, wahrend die Zelle selbst ein abstraktes Gebilde ist, 
das in der Hauptsache nur durch die erwihnten, auch auf die Verfeinerung sich er- 
streckenden Lagebeziehungen eingeengt ist. Da also hierbei der (auch im Kleinen 
vorausgesetzte) Zellaufbau ein sine qua non der Definition wird, sind keine Beziehungen 
zu unserer Arbeit vorhanden. 

*) Im folgenden wird unter Jordankurve, auch kurz Kurve, stets die geschlossene 
Jordankurve; unter Jordanbogen, auch Bogen, die ungeschlossene Jordankurve ver- 
standen. 

5) 8S. Encyklopddie, Zoretti- Rosenthal, II C 9a, Nr. 12 (insbesondere Sitze von 
Lennes, Janiszewski, Sierpifiski und Straszewicz). Die im Text folgende Definition 
weicht nur im Wortlaut von einer von Straszewicz, ,Uber den Begriff des einfachen 
Kurvenbogens“, Math. Annalen 78, gegebenen Definition ab. 

% ,Z hingend“ ist im Sinne von Hausdorff, , Mengenlehre“ zu verstehen. 

*) ,Kompakt* ist identisch mit ,In sich kompakt“ stets dann, wenn vom ganzen 
Raum die Rede ist. 
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eingebetteten Jordankurve fiir unsere Zwecke — dabei soll gesagt werden: 
eine Jordankurve J ist in einem Raum % eingebettet, wenn das J defi- 
nierende Umgebungssystem durch Durchschnittsbildung eines jeden Ele- 
mentes des § definierenden Systems mit der Menge J erhiltlich ist*). 


Wir kommen zu der Erérterung unseres Resultates. Zu den von 
vorneherein zu erwartenden Eigenschaften des als unberandete 2-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit zu kennzeichnenden topologischen Raumes: zweites 
Abzihlbarkeitsaxiom, Zusammenhang, Kompaktheit im Kleinen®), treten 
einige wesentliche Forderungen speziellerer Natur: die Giiltigkeit des 
Jordanschen Kurvensatzes im Kleinen*®) und die Existenz gewisser Jordan- 
kurven, mit einer Zusatzeigenschaft, durch die der Zusammenhang im 
Kleinen der Mannigfaltigkeit postuliert wird. In exakter Formulierung: 


Hauptsatz. Dafiir, daf ein topologischer Raum § eine geschlossene 
oder offene™) unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkett ist, sind folgende 
Bedingungen notwendig und hinreichend: 

1. Kompaktheit im Kleinen. 

2. Zweites Abzahlbarkeitsaxiom. 


38. DaB zu jedem Punkt P von % eine Umgebung U(P) derart 
gehért, daB jede in % eingebetiete Jordankurve J, die Untermenge von 
u(P) tst, genau zwei Komplemente besitzt™*), die J zur gemeinsamen 
Grenze haben**). 


*) Als Definition der Jordankurve ist die oben angegebene Definition nach 
Straszewicz zu nehmen. Da derselbe jedoch die Aquivalenz seiner Definition mit der 
klassischen nachweist, darf in der Folge unter Jordankurve bzw. -bogen das topo- 
logische Bild eines Zahlenkreises bzw. -bogens verstanden werden. 

*) ,Kompaktheit im Kleinen“ ist eine Begriffsbildung von Alexandroff, ,,Uber die 
Metrisation der im Kleinen kompakten Raiume“, Math. Annalen 92, und bedeutet, daB 
zu jedem Punkt des Raumes eine Umgebung existiert, deren abgeschlossene Hiille 
kompakt ist. 

1°) Das soll bedeuten: Zu jedem Punkt P existiert eine Umgebung Ul (P) so, daB 
jede in den Raum eingebettete Jordankurve J, die Untermenge von U(P) ist, genau 
zwei Komplemente besitzt (s. die im Text folgende Definition), die J zur gemein- 
samen Grenze haben. 

%1) Ein Raum, der sich als Summe endlich vieler Dreiecke darstellen la8t, heiSt 
eine geschlossene Mannigfaltigkeit, andernfalls (abzihlbar unendlich viele Dreiecke) eine 
offene Mannigfaltigkeit. 

4%) 8. die im Text folgende Definition. 

13) Das bedeutet, daB jeder Punkt von J Grenzpunkt fiir jedes seiner Komple- 
mente ist. 

Forderung 3. ist in Anlehnung an die iibliche Formulierung des Jordanschen 
Kurvensatzes in der Ebene so gefaBt, daB der Zusammenhang des Raumes damit 
postuliert wird. Die Unabhingigkeit der Bedingung 3. von den iibrigen Bedingungen 
wird jedoch, in § 11, ohne Benutzung dieser Eigenschaft bewiesen. 

















Unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten. $25 


4. DaB in jeder Umgebung U(P) eines Punktes P von % eine in § 
eingebettete Jordankurve J(P) existiert, die P nicht als Element enthalt, 
und deren P besitzendes Komplement Untermenge von U(P) ist. 

Dabei sagen wir, eine Menge IN besitze n Komplemente (fiir M-—N 
evil. in bezug auf N), wenn die Komplementirmenge von Jt in bezug auf 
den ganzen Raum (evtl. in bezug auf 9) genau m Komponenten besitzt. 

Eine geschlossene Mannigfaltigkeit liegt dann und nur dann vor, 
wenn % kompakt ist**), eine offene dann und nur dann, wenn ¥ nicht 
kompakt ist. 

Werfen wir nochmals einen Blick auf die Bedingungen, so fallt be- 
sonders die zentrale Bedeutung auf, die dem Jordanschen Kurvensatz im 
Kleinen in der vorstehenden Definition zukommt. Im Zusammenhang da- 
mit ist es von Interesse festzustellen, daB fiir die wichtigsten Spezialfalle 
der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die topologische Ebene und die topo- 
logische Kugel (bei besonderer Formulierung der speziellen Bedingungen), 
gerade der Jordansche Kurvensatz im Grofen**) zum charakteristischen 
Satz wird. Fordert man denselben an Stelle von 3. und statt der Kom- 
paktheit im Kleinen die Kompaktheit, so ist die angeschriebene Charak- 
terisierung die der topologischen Kugel. Der Kurvensatz im GroSen und 
die Forderung, da8 fiir jede eingebettete Jordankurve eines und nur eines 
ihrer beiden Komplemente kompakt sei, gestaltet die Charakterisierung zu 
der der topologischen Ebene**). In ausgefiihrter Form finden sich die Be- 
dingungen fiir die genannten, besonderes Interesse fordernden Sonderfille 
in § 10 der Arbeit. 

Beziiglich des Resultates wollen wir noch darauf hinweisen, da8 die 
Unabhingigkeit der einzelnen Annahmen voneinander in § 11 fiir den all- 
gemeinen Fall untersucht wird, durch welche Méglichkeit das Ergebnis 
sicher an Wert gewinnt. SchlieBlich sei im Zusammenhang hiermit noch 
erwahnt, da8 wir nicht glauben, bei der entsprechenden Behandlung der be- 
randeten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit auf Schwierigkeiten zu stoBen *’). 


44) In dieser Forderung der Kompaktheit ist dann die obige Forderung 1. enthalten. 

15) Gemeint ist der gewéhnliche Jordansche Kurvensatz: Jede in den betreffen- 
den Raum eingebettete Jordankurve J besitzt genau zwei Komplemente, die J zur 
gemeinsamen Grenze haben. 

16) Hiermit diirfte eine Ergiinzung zu Hausdorffs Aufbau der Mengenlehre ge- 
geben sein. Wir finden bei Hausdorff eine gesunderte Einfiihrung der Euklidischen 
Ebene und den Beweis des Jordanschen Kurveneatzes in derselben. Jetzt ist umgekehrt 
die Méglichkeit vorhanden, die topologische Ebene durch allgemeine, topologische 
Eigenschaften, unter welchen der Kurvensatz eine zentrale Rolle spielt, aus der Gruppe 
der topologischen Raume auszusondern. 

17) Wir vermuten folgende notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die 
berandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeit — wobei nur die Abweichung von den Be- 
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Die Literatur betreffend ist insbesondere eine Arbeit von R. L. Moore, 
»On the Foundations of Plane Analysis Situs“, Trans. Amer. Math. Soc. 1916, 
zu erwahnen, der wir einige Resultate entnehmen. Moore gibt in dieser Arbeit 
hinreichende Bedingungen (diese sind jedoch wenig durchsichtig, auBerdem 
wird viel vorausgesetzt, z. B. die Existenz spezieller Systeme einander 
nicht schneidender Jordankurven) mengentheoretisch-topologischer Natur 
dafiir an, daB ein Raum eine topologische Ebene sei. Beziiglich Moores 
Resultat sei nochmals auf unsere nachtrigliche FuBnote *) hingewiesen. 
Fiir uns erwies sich ein Hilfssatz der Mooreschen Arbeit von bedeutendem 
Wert: Es handelt sich um den Satz, daB fiir zwei einander schneidende 
Jordankurven stets eine Jordankurve, die Untermenge der Summe der 
beiden anderen ist, existiert, welche als Teilmengen ihres Innengebietes 
(in der Ebene ist eine Unterscheidung der beiden Komplemente der 
Kurve als Innen- und AuSengebiet méglich) die Innengebiete der vor- 
gegebenen Kurven besitzt. Satz 9 der vorliegenden Arbeit, welchen 
wir kurz mit ,Aufenrandsatz“ bezeichnen, ist eine Verallgemeinerung 
dieses Mooreschen Resultates fiir den allgemeinen Fall der Mannig- 
faltigkeit, in dem Sinn, daB auch in den Methoden zum Beweis des- 
selben (es handelt sich dabei mit um die vorangehenden Sitze unserer 
Arbeit) eine enge Anlehnung an Moore méglich war. Der andersartigen 
Voraussetzungen wegen war es trotzdem nicht zweckmaBig, wesentliche 
Teile der Ausfiihrung in den betreffenden Beweisen unter Hinweis auf 
Moore zu unterdriicken. 


Es bleibt noch ein kurzer Bericht iiber den Gang der Arbeit: Wir 
bringen zunichst (§ 1) vier Satze allgemeinerer Natur, die wir mit Hilfs- 
satz 1—4 bezeichnen; erwahnt werde Hilfssatz 4, welcher fiir einen recht 
allgemeinen Raum **) die Konstruktion eines gleichwertigen Umgebungs- 


dingungen fiir die unberandete Mannigfaltigkeit angegeben wird: In Forderung 1. statt 
Kompaktheit im Kleinen: Kompaktheit. Forderung 3. und 4. giiltig fiir alle Punkte P 
von §, die nicht zu der Summe G{K} gewisser endlich vieler, in § eingebetteter 
Jordankurven K gehéren (fiir die Bedeutung des Symbols { }, vgl. Text, S. 328, 
»Symbole“). Fiir die zu 6 {K} gehdrenden Punkte P von § wird verlangt, daB 3. zu 
jedem Punkt P eine Umgebung U(P) derart gehért, daB jeder in § eingebettete, 
beide Endpunkte, weiter keine Punkte mit © {K} gemeinhabende Jordanbogen B, der 
Untermenge von U(P) ist, und jede in § eingebettete, héchstens einen Punkt mit 
©{K} gemeinhabende Jordankurve J, die Untermenge von U(P) ist, genau zwei 
Komplemente besitzen, die B bzw. J zur gemeinsamen Grenze haben; 4. in jeder Um- 
gebung U(P) eines solchen Punktes P ein in § eingebetteter Jordanbogen B(P) 
existiert, der P nicht als Element enthalt, und dessen P besitzendes Komplement 
Untermenge von U(P) ist. ; 

18) Der Raum ist jedoch so beschaffen, daB die Méglichkeit der Metrisierung 
desselben besteht. 
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systems bringt, das wertvolle Eigenschaften bei Vermeidung der Metri- 
sierung eines solchen Raumes besitzt. (Letzteres ist stets da angebracht, 
wo es sich um den Nachweis einer nicht metrischen Tatsache, wie in 
unserem Fall, handelt. Wir legten besonderen Wert darauf, die Metri- 
sierung wahrend der ganzen Arbeit zu vermeiden.) — Nun erst (§ 2) gehen 
wir zu dem schon in der Einleitung (Hauptsatz) definierten Raum iiber, 
dessen Identitaét mit der unberandeten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
wir nachweisen und der die Grundlage fiir alles Folgende bleibt. In 
Satz 1—9 (§ 2—5) sind die Beweise fiir das Analogon des Mooreschen 
AuBenrandsatzes, welches fiir die weiteren Betrachtungen das wesentlichste 
Werkzeug ist, fiir den allgemeinen Fall der 2-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit enthalten. Fiir den Ausdruck dieses Analogons verweisen wir auf die 
Arbeit. In Satz 10 wird ein gewisses nicht metrisches Aquivalent der 
metrischen Eigenschaft der Unbewalltheit der Jordankurve bewiesen, dieser 
Satz 10 wird jedoch nur zum Beweis von Satz 11 gebraucht, welcher das 
Analogon der Erreichbarkeit der Jordankurve in der Ebene fiir den all- 
gemeinen Fall der Mannigfaltigkeit bringt (§5). — Darauf wird in den 
Satzen 12—20 (§ 6—8) bewiesen, daB es méglich ist, einen ,,Zellaufbau“ 
des Raumes zu konstruieren, und zwar so, daB jede Zelle Untermenge 
wenigstens eines Elementes einer abzaihlbaren Menge von Umgebungen ist, 
mit denen die Mannigfaltigkeit vorgegeben bedeckt ist. Dabei bedeutet 
Zellaufbau hier nur, daB die Rander der (noch keineswegs mit Stiicken 
einer Mannigfaltigkeit identifizierten) ,,Zellen“ Jordankurven sind, und die 
fiir die Mannigfaltigkeit bestehende Forderung iiber den Zusammenhang 
der Zellen lings deren Rander erfiillt ist. Dieser Aufbau wird dadurch 
gewonnen, daS der Raum mit einiger Vorsicht (die sich darauf bezieht, 
da8B die Zellen Teilmengen von Umgebungen sein sollen) mit allgemeinen, 
von Jordankurven begrenzten Gebieten bedeckt wird, und die Grenzen 
dieser Gebiete nachtraglich so abgeindert werden, da8 ein Teil der Menge 
derselben den gewiinschten Aufbau ergibt. Satz 21 bringt die Méglichkeit 
der Verfeinerung des Zellaufbaus, und zwar sind die vorgegebenen Um- 
gebungen so beschaffen, daB bei wiederholter Verfeinerung der Durch- 
schnitt jeder ineinander geschachtelten Folge unendlich vieler Zellen ein 
Punkt ist; eine Folge ist, Satz 22, die Méglichkeit der Abbildung der 
Zelle auf ein Dreieck der Zahlenebene und damit die Identifizierung 
des Raumes mit der Mannigfaltigkeit (§ 9). — Nachdem wir (in § 10) 
Spezialfaille behandeln, erbringen wir schlieBlich (§ 11), wie schon er- 
wahnt, noch den Nachweis der Unabhingigkeit der einzelnen Annahmen 
voneinander. 
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§ 1. 
Hilfssitze **). 


Symbole. I. Das Mengenzeichen wird [ ] geschrieben bei expliziter 
Angabe der Elemente; { } bei Angabe nur des allgemeinen Gliedes, so ist 
{ll} eine Menge von Elementen U; ist die Anzahl der Elemente wesent- 
lich, so schreiben wir etwa (bei n Elementen, allgemeines Glied U;) {U,}. 

i=l... 


II. Wir bezeichnen mit I die abgeschlossene Hiille, mit If die Grenze, 
mit I den offenen Kern, d.h. die Menge aller inneren Punkte, mit 6 M 
die Vereinigungsmenge, mit Dt den Querschnitt einer Menge WM. Fiir 
die Menge aller von den zwei Endpunkten verschiedenen Punkte des 
Jordanbogens B verwenden wir das Symbol B (auch wo es sich um einen 
eingebetteten Bogen handelt; die Bezeichnung ist eindeutig, da wir es bei 
eingebetteten Bégen nur mit solchen zu tun haben, deren simtliche Punkte 
Randpunkte sind). 

Hilfssatz 1*°). Zu jeder Umgebung U(P) eines Punktes P einer 
Jordankurve J gibt es eine Umgebung &(P) so, daB jeder in B(P) ge- 
legene Punkt von J mit P auf J in U(P) verbunden ist*). 

Hilfssatz 2. Sei {B} eine unendliche Menge bis auf die Endpunkte 
jremder Teilbégen einer Jordankurve J. Es gibt wenigstens einen Punkt P 
von J so, daB in jeder Umgebung von P ein B enthalten ist. 

Hilfssatz 3. Sei {J} eine endliche Menge von Jordankurven, B ein 
tn einem J enthaltener Bogen, der zu den iibrigen J fremd ist. Es ist 
jede in S{J} enthaltene Jordankurve K entweder zu B fremd oder be- 
sttzt B als Teilmenge. 

Beweis. Seien K-B+0 und B— K-B+0. — Es gibt einen Teil- 
bogen C von B, der einen und nur einen Punkt P mit K gemein hat. 
P gehért zu wenigstens drei, bis auf P fremden Bégen von 6 {J} (C und 
zwei Teilbégen von K). Das aber ist unméglich, da P, als Element von B, 
nur einem J angehért. 


Hilfssatz 4. Ist R ein im Kleinen kompakter topologischer Raum 
mit 2-tem Abzdhibarkeitsaxiom, so existiert ein zu dem den Raum RR 
definiere »'en Umgebungssystem {U} gleichwertiges Umgebungssystem {28} 


%*) Wir verweisen auf die Einleitung, da die dort gegebenen Hinweise und Defi- 
nitionen nicht wiederholt werden. 

*) Es ist selbstverstindlich, daB derartige Sitze auch fiir in einen Raum ein- 
gebettete Jordankurven Giiltigkeit behalten. 

%) Der Beweis dieses Hilfssatzes, wie des Hilfssatzes 2 ergibt sich unmittelbar 
durch topologische Abbildung der Jordankurve auf einen Zahlenkreis. 
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derart, daB der Durchschnitt jeder ineinander geschachtelten unendlichen 
Folge von paarweise verschiedenen %& ein Punkt ist. 


Beweis. Wir gehen zu einem dem definierenden System {1} gleich- 
wertigen System {%} mit folgenden Eigenschaften iiber: 1. {%} besitzt 
abzaihlbar viele Elemente. 2. Jedes & ist kompakt. 3. Enthalt die Um- 
gebung & den Punkt P, so ist B auch eine Umgebung &(P) von P. 

Eine Abzahlung der & sei (1) B,,¥%,,.... Die Umgebungen eines Punk- 
tes P, in der Reihenfolge, die (1) entspricht, seien (2) @;(P), Bj (P),.... 
Aus (2) werde folgendermaBen eine Teilfolge (3) 8, (P), B, (P), ... aus- 
gewahlt: es sei B,(P)=%,(P); ist B;'(P)=B,(P) bestimmt, so sei 
stets %;’.,(P) das erste von &,(P) verschiedene %,(P) (in (2)), fiir wel- 
ches B.(P)<D{®,(P)} gilt. Die Behauptung ist, die Elemente samt- 

y=1..." 


licher Folgen (3) (fiir alle P) bilden ein zu {8} und damit zu {1} gleich- 
wertiges Umgebungssystem {28} mit der gewiinschten Eigenschaft. Dabei 
soll die Zuordnung zu den Punkten von f wieder die sein, daB als Um- 
gebung eines Punktes P jedes ¥ gilt, das P enthilt. 

Es wird nur nétig sein zu zeigen, daB der Querschnitt jeder inein- 
andergeschachtelten unendlichen Folge von paarweise verschiedenen 
ein Punkt ist. Sei (4) B,, R,, ... eine solche Folge. Wir betrachten 
fiir jedes Y_ eine Folge (3), in der Y&, vorkommt, und bezeichnen den 
zu dieser Folge gehérenden Punkt P von ® mit P,. H sei ein Haufungs- 
punkt der P, (ein solcher existiert stets und gehért zum Durchschnitt der 
Elemente von (4)). Die Behauptung wird erwiesen sein, wenn gezeigt ist, daB 
in einer beliebigen Umgebung 8(H) (System {%}) ein YW. enthalten ist. 

Sei P,’, P,',... eine Teilfolge der P,, die H zum einzigen Haufungs- 
punkt hat. Es ist @(H) eine Umgebung fiir fast alle P.’, und es steht 
W, (P,) fiir fast alle P; in (1) nach @(H). Wir betrachten nur noch die 
Teilfolge P,”, P,”,... der P,’, fiir die @(H) eine Umgebung ist, und fiir 
die das zugehérige %&,'(P,’) in (1) nach B(H) steht. — Wir betrachten 
diejenigen (endlichen) Teilfolgen von (1), deren letztes Element &(H) ist. 
Es gibt nur endlich viele verschiedene derartige Folgen. Es gibt daher 
unendlich viele P.” derart, daB die zugehérigen Folgen (2) sich bis 8 (H) 
nicht unterscheiden. Seien P.”, P,” zwei P.”, fiir die (2) bis @(H) 
identisch ist, doch so, daB in (1) B®,” <," und Bc R,”. Ist 
%,” ¢ B(H), so gehen in (3) (P,”) nur in (2) (P,”) vor B(H) stehende 
Elemente 9,” voran. (3) (P,”) besitzt den durch 8,” in (3) (P,”) be- 
stimmten Abschnitt gleichfalls als solchen, und es wird dieser in (3) (P,”) 
bestimmt durch ein in (2) (P,”) nach @(H) und vor %,” (dieses ist eine 
Umgebung von P,”) stehendes oder mit 98,” identisches Element; dieses 
steht in (2) (P;’) vor %,”. Es folgt %," < @(H). 








330 I. Gawehn. 


§ 2. 


Hauptbegriffe und einfache Anwendungen. 


Definition des Raumes %. % sei ein topologischer Raum, der 
den in dem Hauptsatz ( Hinleitung, S. 324) angegebenen Bedingungen 1 bis 4 
geniigt. 

Bemerkung. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den 
Raum %. Die in % eingebettete Jordankurve und der in § eingebettete 
Jordanbogen werden kurz als Jordankurve bzw. -bogen bezeichnet. 

Definition und Symbole. Wir nennen die Vereinigungsmenge S 
einer endlichen Menge elementenfremder Jordankurven ein zweiteilendes 
System, wenn dieselbe genau zwei Komplemente besitzt, die S zur gemein- 
samen Grenze haben. 

Die Komplemente des zweiteilenden Systems § bezeichnen wir mit 
*S und °S. Ist eines der beiden Symbole gewahlt, so verstehen wir unter 


dem davon verschiedenen Symbol das von dem ersteren verschiedene Kom- 
plement. 


Bezeichnen wir (bei nicht vorgegebenem T) ein Gebiet etwa mit *T 
bzw. °T, so wollen wir durch das Symbol zugleich ausdriicken, daB die 
Grenze des Gebietes ein zweiteilendes System ist. 

Satz 1. Sind S und T zwei zweiteilende Systeme, mit Sc *T, 80 
existiert ein *S<—*T, und es ist °T—°S. 

Beweis. Es ist S-°7=0. °7 kann nur Punkte eines Komplementes 
von § besitzen. 

Definition. Wir nennen ein Gebiet & ein Hauptgebiet, wenn 

1. G kompakt ist, 

2. & eine Jordankurve ist, 

8. jede Teilkurve von @ genau zwei Komplemente besitzt, die die 
Kurve zur gemeinsamen Grenze haben. 


Wir bezeichnen die abgeschlossene Hiille eines Hauptgebietes als ab- 
geschlossenes Hauptgebiet. 


Satz 2. Ist die Teilkurve J des zweiteilenden Systems S in einem 
abgeschlossenen Hauptgebiet enthalten, so ist J= 8. 

Beweis. Der Definition des Hauptgebietes gemaB ist J ein zwei- 
teilendes System. Es ist Jc *S und J<°S. Wir betrachten der Reihe 
nach die beiden Relationen. Der ersteren zufolge gibt es ein*J<-*S, und 
es ist °"Sc°J (Satz 1). Der zweiten zufolge existiert ein in °S ent- 
haltenes Komplement von J, nach den schon gewahlten Bezeichnungen 
muB es °J sein, also °Jc°S. Aus °Sc°J und °"J=°S folgt J=S. 
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Bemerkung. Wir fthren ein zu dem den Raum § definierenden 
Umgebungssystem {©} gleichwertiges System {XZ} mit folgenden Higen- 
schaften ein: 

1. {X} besitzt abzdhlbar viele Elemente. 

2. Jedes & ist ein Hauptgebiet und ist jedem Punkt P als Umgebung 
zugeordnet, den es enthdlt. 

8. Der Durchschnitt jeder ineinandergeschachtelten unendlichen Folge 


von paarweise verschiedenen XT ist ein Punkt (Hilfssatz 4). 
Als Umgebungssystem auf % gelte von jetzt ab das System {T}. 


§ 3. 
Verbindung zweier Punkte eines Gebietes durch einen Jordanbogen. 


Definition. Wir verstehen unter einer die Punkte P und Q in dem 
Gebiet G verbindenden Kette die Vereinigungsmenge C einer endlichen, 
linear geordneten Menge von Umgebungen, deren abgeschlossene Hiillen 
zu @ gehéren, wobei die erste Umgebung und nur diese den Punkt P, 
die letzte Umgebung und nur diese den Punkt Q enthilt, je zwei auf- 
einanderfolgende Umgebungen Punkte gemein haben, und je zwei nicht 
aufeinanderfolgende Umgebungen fremd sind. Die beteiligten Umgebungen 
nennen wir Glieder von C. 


Satz 3. Fiir zwei Punkte P und Q des Gebietes © existiert eine 
dieselben in & verbindende Kette. 


Beweis. Sei Mt die Teilmenge von G, deren Punkte sich mit P in 
@® durch eine Kette verbinden lassen, und sei R—=@G—M. Es ist 
M+ O. Sei auch N+ 0. Dann fiihren wir die Voraussetzung, daB 
zusammenhingend ist, zu einem Widerspruch, indem wir zeigen, daB 
und 9 offene Mengen sind. 

Sei R ein Element von M, C eine P mit R in G verbindende Kette. 
Jeder Punkt des R enthaltenden Gliedes von C (das ist eine Um- 
gebung von R) ist mit P in G durch eine Teilkette von C (C; oder die 
Summe aller Glieder von C, ausgenommen das letzte) verbunden. Also 
ist die Menge I offen. — Angenommen ferner, es sei N keine offene 
Menge. Dann wahlen wir einen Randpunkt R von § und eine Um- 
gebung U von R, mit UcG. Zu UW gehért ein Punkt X von M. 
C mége die Kette sein, die P mit X in G@ verbindet. Es besitzt C+ U 
eine P mit R in G verbindende Kette als Teilmenge (C ist bis zu dem 
ersten Gliede beteiligt, das Punkte mit Ul gemein hat, wahrend doch R 
Punkt von % sein soll), Also ist auch ¥ offen. 


Satz 4. Fiir zwei Punkte P und Q des Gebietes G existiert ein die- 
selben verbindender Teilbogen B von @. 
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Beweis. Satz 3 zufolge existiert eine P und Q in @ verbindende 
Kette C,. Haben wir allgemein P und Q durch eine Kette C,, i=1, 2,..., 
verbunden, so konstruieren wir eine sie in @ verbindende Kette C;,,, wie 
folgt: Fiir je zwei aufeinanderfolgende Glieder von C, zeichnen wir einen 
gemeinsamen Punkt aus, ferner die Punkte P und Q. Darauf konstruieren 
wir, fiir jedes Glied von C;, eine die beiden ausgezeichneten Punkte des- 
selben in dem betreffenden Gliede verbindende Kette. Wir betrachten die 
Menge der Glieder von sémtlichen so in allen Gliedern von C, konstruierten 
Ketten. Es ist ersichtlich, daB die Summe einer Teilmenge dieser Menge 
wieder eine P und Q in © verbindende Kette ist; diese bezeichnen wir 
mit C;.:. — Wir behaupten: B= D{C,} ist ein P und Q verbindender 

¢=1,2%,... 


Teilbogen von &. Es wird nur nétig sein zu zeigen, daB B ein Jordan- 
bogen ist. Da B in % eingebettet ist, beweisen wir folgende Punkte 
I bis III: 

I. B ist abgeschlossen. 

Der Konstruktion der C, zufolge ist D{C,} = D{C,}. 

II. B ist zusammenhangend. 

Sei B= B,+B,, wobei B, und B, zwei nicht leere, relativ ab- 
geschlossene Mengen sind. Wir bedecken B, mit einer endlichen Menge M, , 
B, mit einer endlichen Menge It, von Umgebungen so, dab S©M,-SM, = 0 
ist. Da jedes C; Punkte von SM, wie von SM, besitzt, ist jedem C, 
eine nicht leere Menge 9%; zuordenbar, die aus den nicht zu SM, + SM, 
gehérenden Punkten von C, besteht; und es ist, fiir i=1,2,..., die 
abgeschlossene Menge %;,,¢ %,;. Es ist D{M,}-+- 0, was in Widerspruch 
zu unserer Annahme steht, da D{N;} c D{C,} = D{C,} ist. 

III. Jeder von P und Q verschiedene Punkt R von B zerlegt B in 
zwei relativ abgeschlossene Mengen. 

Zum Beweis geben wir eine lineare Ordnung der Punkte von B an. 
Wir schreiben fiir zwei verschiedene Punkte X und Y X<Y, wenn eine 
Kette C; existiert, in der das X enthaltende Glied dem Y enthaltenden 
Gliede vorangeht. Es liegt eine lineare Ordnung im gewdéhnlichen Sinne 
vor, denn der speziellen Konstruktion der C, zufolge ist es niemals még- 
lich, zugleich die Relationen X< Y und Y<X zu bilden, und es folgt 
aus den Beziehungen X<Y, Y<Z fiir drei Punkte X, Y,Z stets 
X~<Z; ferner gilt mit Riicksicht auf die Wahl des Umgebungssystems {T} 
auf % gemaB der Bemerkung am SchluB von § 2 fiir zwei verschiedene 
Punkte X und Y stets eine der Relationen X< Y, Y<X. — Ist nun 
R ein von P und Q verschiedener Punkt von B, I die Menge der R in 
B vorangehenden, ® die der folgenden Punkte, so ist M-N—0O. Sei 
nimlich H ein beliebiges Element von %, C, eine Kette, welche kein 
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H und R enthaltendes Glied besitzt. Diejenigen Glieder von C,;, welche 
Punkte von I enthalten, gehen dem R besitzenden Gliede von C; voran 
oder sind mit diesem identisch. Das H enthaltende Glied von QC, hat 
aber keinen Punkt mit dem R enthaltenden oder einem diesem voran- 
gehenden Gliede gemein. H ist nicht Haufungspunkt von Jt. Ebenso 
besitzt I keinen Haufungspunkt von MN. 


§ 4. 
Zerlegungssitze. 


Satz 5. Seien 9 ein Hauptgebiet, J eine Teilkurve, B ein Teilbogen 
von , und habe B beide Endpunkte, weiter keine Punkte mit J gemein. 
Bezeichnen wir das B enthaltende Komplement von J mit *J;**) ferner 
die beiden Jordankurven, die je die Summe von B und eines Teilbogens 
von J zwischen den Endpunkten von B sind, mit K und L, so iat 

1. K wie L ein zweiteilendes System, 

2. je ein Komplement von K und L — dieses werde mit *K bzw. 
*L bezeichnet — in *J enthalten, 

3. J-L bis auf die Endpunkte in °K, J-K bis auf die Endpunkte 
in °L gelegen, 

4. *K-*L=0. 

Beweis. 1. ist eine Folge der Definition des Hauptgebietes, 2. eine 
Folge von 1. und Satz 1. Zu 3.: J-L hat, als eine bis auf die End- 
punkte zu J-K fremde Teilmenge von J, sicher nicht Punkte mit *K 
gemein. Zu 4.: Wegen 3. besitzt *Z Punkte von °K; jedoch, nochmals 
wegen 3., nicht solche von K; unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs 
von *Z folgt die Behauptung. 

Satz 6. Seien *J ein Hauptgebiet, B ein Teilbogen von *J, der 
beide Endpunkte, weiter keine Punkte mit J gemein hat. Bezeichnen wir 
die beiden Jordankurven, die je die Summe von B und eines Teilbogens 
von J zwischen den Endpunkten von B sind, mit K und L; ferner die 
in *J enthaltenen Komplemente dieser Kurven mit *K und *L, s8o ist 


*J=*K+*L+B. 
Beweis. Die Menge I derjenigen Punkte von *J, die nicht zu 
*K+*L-+B gehéren, mége von Null verschieden sein. 


Die offenen Mengen 9%, *K und *L sind paarweise relativ ab- 
geschlossen. 


*) Wir weisen darauf hin, daB *J nicht das in § enthaltene Komplement von J 
sein muB. 
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Wir verbinden einen Punkt X von I mit einem Punkt von B durch 
einen Teilbogen von *J (Satz 4), den wir von X bis zu einem ersten 
gemeinsamen Punkt mit B — er heibe P — mit ©, bezeichnen. Mit 
B, wnd B, bezeichnen wir die beiden durch P bestimmten Teilbégen 
von B. Zu einem beliebigen Punkt von B, wahlen wir eine Umgebung U, 
so, daB zu deren abgeschlossener Hiille kein Punkt von J+ B, gehért. 
Da *Ke¢Ul, (weil J-li,=0), besitzt *K Punkte von U,. Es gehéren 
zu li, auch Punkte von B, (weil J-ll,—0), und zwar sind dieses die 
einzigen auf Ul, gelegenen Punkte von K (weil auch B,-ll,—0). Es 
existiert demnach ein Jordanbogen (ein Teilbogen von U,), welcher bis 
auf den einen zu B, gehérenden Endpunkt in *K enthalten ist; ebenso 
existiert ein Jordanbogen, dessen einer Endpunkt auf B, liegt, und der 
sonst gleichfalls in *K gelegen ist; wir verbinden die beiden zu *K ge- 
hérenden Endpunkte dieser Bogen in *K. Es existiert ein Jordanbogen C, 
(Teilmenge der Summe der drei genannten Bégen), welcher bis auf seine 
zu B, und B, gehérenden Endpunkte Untermenge von *K ist. Es existiert 
ein Jordanbogen C,, dessen Endpunkte auf B, und B, liegen, und der 
bis auf diese zu *Z gehért. Wir bezeichnen mit C diejenige Jordankurve, 
welche die Summe von C, und C, und den eventuell in B, baw. B, ent- 
haltenen Verbindungen zwischen den Endpunkten von C, und C, ist. — 
Es gibt ein *C < *J, dieses besitzt Punkte von *K und *Z. Wir werden 
als Widerspruch dazu zeigen, daB es keinen Punkt von B besitzt. 

Wir verbinden den Punkt X von I mit einem inneren Punkt von 
J-L durch einen Teilbogen von °K (Satz 5), den wir von X bis zu einem 
ersten gemeinsamen Punkt mit J-L — er heibe Q — mit ©, bezeichnen. 
Mit Riicksicht auf die paarweise relative Abgeschlossenheit von Iv, *K 
und *Z ist ©, abgesehen vom Punkt P und ©, abgesehen vom Punkt Q 
Teilmenge von I. €, + €, enthalt einen P mit Q verbindenden Bogen C, 
der bis auf die Endpunkte zu I gehért, als Teilmenge. Da C-Mt—0 
ist, ist €c*C, oder €<— °C, wobei die erstere Relation dadurch in Fort- 
fall kommt, daB es gewiB zu *C fremde Umgebungen von Q gibt. Dann 
sind aber B, und B, (wegen des Zusammenhangs mit ©) von P an bis 
zu den ersten gemeinsamen Punkten mit C in °C enthalten. Desgleichen 
gehéren (des Zusammenhangs mit J wegen) die an J anschlieBenden Teil- 
bégen von B, und B, bis zu den ersten gemeinsamen Punkten mit C 
zu °C. Da B auBer den genannten Bégen nur noch die in C selbst ent- 
haltenen besitzt, folgt, daB Bzu*C fremd ist. Damit ist der angekiindigte 
Widerspruch aus der Annahme Jt + 0 hergestellt und Satz 6 bewiesen. 

Satz 7. Seiten 9 ein Hauptgebiet, B,, B,,B, drei die Endpunkte 
gemein habende Teilbégen von 9. Wir bezeichnen die Kurven B, +-B, 
mit J, B,+B, mit K, B,+ B, mit L; die in 9 enthaltenen Komple- 
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mente dieser Kurven mit *J,*K,*L. Es ist unméglich, daB *J,*K,*L 
paarweise fremd sind. 

Beweis. Ist der Satz falsch, so ist *Jc°L, *Ke°L, B,o°L. 
Dieses angenommen sei Jt die Menge der nicht zu *J +-*K +B, gehéren- 
den Punkte von °L. Es ist M—VJ-°K-°L +0, da F¥ —He V-°K-L ist. 

Wir verbinden einen Punkt X von I mit einem Punkt B, durch 
einen Teilbogen von °Z, den wir von X bis zu einem ersten gemeinsamen 
Punkt mit B, — er heiBe P — mit ©, bezeichnen. Abgesehen vom 
Punkt P ist ©, wieder eine Teilmenge von Jt. Mit B,, und By, be- 
zeichnen wir die beiden durch P bestimmten Teilbégen von B,. Es exi- 
stiert ein Jordanbogen C,, welcher bis auf seine beiden zu Bs, und Bo, 
gehérenden Endpunkte Untermenge von *J ist, und es existiert ein Jordan- 
bogen ©,, dessen Endpunkte auf Bs, und By, liegen, und der bis auf 
diese zu *K gehdért (vgl. den Beweis von Satz 6). Wir bezeichnen mit C 
diejenige Jordankurve, welche die Summe von C, und C, und den evtl. in 
B, bzw. B:, enthaltenen Verbindungen zwischen den Endpunkten von C, 
und C, ist. — Es gibt ein*C<%, dieses besitzt Punkte von *J und *K. 
Folgende Fille sind zu unterscheiden: 

Ll. Pe CG. 

Die Bégen By, und B,, sind von P an bis zu den ersten gemein- 
samen Punkten mit C in *C enthalten. Zerlegen wir *C durch den so 
beschriebenen Teilbogen von B,, Satz 6 gem&B, so erhalten wir *C als 
Summe dreier Mengen, deren eine in B,, deren zweite in *J (weil die 
Grenze derselben Untermenge von *J ist), deren dritte in *K enthalten 
ist. Einen Widerspruch dazu ergibt die Tatsache, daB der Bogen ©,, der 
bis auf P zu IM gehdrt, von P abgesehen, nicht Punkte mit einer der 
drei genannten Mengen gemein hat. 

II. Einer der beiden B,, B,, B, gemeinsamen Endpunkte gehért zu *C. 

Da L-C=0 ist, folgs L<-*C. Wir konstruieren den Widerspruch 
auf folgende Weise: Es ist, unter der Annahme Satz 7 sei falsch, *Kc °J, 
*Lo%J, B,<°J, und M die Menge der nicht zu *K + *L + B, gehérenden 
Punkte von °J. Es ist daher méglich den Punkt X von I mit einem 
Punkt von B, durch einen Teilbogen von °J zu verbinden, den wir von X 
bis zu einem ersten gemeinsamen Punkt mit B, — er heiBe Q — mit 
€, bezeichnen. €, + €, enthalt einen P mit Q verbindenden Bogen €, 
der bis auf die Endpunkte zu IM gehért, als Teilmenge. Da €-C=—0 
und Qe L ist, folgt €c*C, Pe*O. Damit ist dieser Fall auf I zuriick- 
gefiihrt. 

III. Pe*C, und keiner der beiden B,, B,, B, gemeinsamen End- 
punkte gehért zu *C. 
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B, + B,<°C und B,— B,-C-°C. Es ist aber unméglich, daB *C 
nur Punkte der offenen, paarweise fremden Mengen *J,*K, *L, Mt besitzt, 
da, wie wir gezeigt haben, sicher Punkte von *J und *K zu *C gehéren. 

Satz 8. Seien 9 ein Hauptgebiet, J eine Teilkurve, B ein Teil- 
bogen von §, und habe B beide Endpunkte, weiter keine Punkte mit J 
gemein. Bezeichnen wir das B enthaltende Komplement von J mit °J; 
ferner die beiden Jordankurven, die je die Summe von B und eines Teil- 
bogens von J zwischen den Endpunkten von B sind, mit K und L, 80 
ist °J gleich der Summe von B und der in °J enthaltenen Komplemente 
von K und L. 

Beweis. Der Satz ist, als Satz 6, fiir den Fall bewiesen, daB °JcQ. 

Sei V¢H. Es ist *JcO. Es gibt ein *KcQ und ein *Lch. 
Folgende Fille sind zu unterscheiden: 

I. °*Keo°%J und “Lc °%. 

Nach Satz 5 ist J-Z bis auf die Endpunkte in *K enthalten, und 
damit *L-*K, oder °L-*K. Die errtere Relation ist dabei unméglich, 
da aus derselben °Kc°L, in Widerspruch zu °K-°L = 0 (Satz 5) folgte. 
Die letztere Relation ist unméglich, da Oc °L ist. 

Il. *Kco°%J und *Lc%J. 

Nach Satz 5 ist *K-*ZL=0. Da aber auch *K-*J=0 und *L-*J= 0 
sind, haben wir einen Widerspruch zu Satz 7 erhalten. 

Ill. *K-°% und °L-°%J; oder °K °J und *Lc°%J. 

Nur einer dieser beiden Falle kann statthaben und hat stets statt, 
da alle Méglichkeiten erschépft sind. Im ersten Fall ist 


Jou *K+°L+B4+M, 


wobei It die Menge der nicht zu den erstgenannten drei Gliedern gehéren- 
den Punkte von °J ist. Es ist M@c*L. — Es ist *Jc*L, J—J-Lo*L, 
und, da °"K¢*L, ist *Kc*L. Nach Satz 6 ist 


*L=*J+*K+(J—J-L). 
Daraus folgt Dt = 0. — Ebenso folgt im zweiten Fall 
J=°K+*L+B. 
§ 5. 
Der AuSenrandsatz und seine Anwendungen. 


Satz 9 (AuBenrandsatz). Seien D ein Hauptgebiet, °K, °S zwei 
nicht fremde Gebiete**), mit K<Q (fiir °K<- werde auch Sc) voraus- 





®) Fiir die Symbole °K, °S vgl. die Bemerkung gegen Ende der Definition des 
zweiteilenden Systems, 8. 330. 
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gesetzt). Es kann jeder Punkt von *K-*S durch eine in K+S ent- 
haltene Jordankurve J von °K +-°S getrennt werden™). 
Beweis. I. *Sc°K. 


Fiir jeden Punkt von *K-*S ist J= K die gewiinschte Kurve. 
II, *Ke°S. 


Es ist § eine Jordankurve, fiir "Kc der Zusatzvoraussetzung zu- 
folge, fir *K- wegen *Sc*K. Fiir jeden Punkt von *K-*S ist J=S8 
die gewiinschte Kurve. 

III. “Sq °K, “Ke %S. 

Es gibt wenigstens einen Teilbogen B von S, der bis auf die End- 
punkte zu *K gehért, wahrend diese auf K liegen, naimlich: S ¢ °K, da 
sonst I, oder *Sc°K folgte, und der Satz im letzteren Fall, weil 
*K.*§ = 0 wire, den Sinn verlére; weiter S¢*K, da sonst II oder 
°Sc*K folgte, was in Widerspruch zu der Voraussetzung des Satzes 
stiinde; es hat demnach S Punkte mit beiden Komplementen von K 
gemein, woraus die Behauptung folgt. — Es ist ferner *K-S = ©{B}, 
wobei mit B jeder Bogen der soeben gekennzeichneten Art bezeichnet 
werden soll. 

Wir fixieren einen Punkt P von *K-*S. 


Jedes Element B von {B} besitzt genau zwei Komplemente in bezug 
auf *K (Satz 8), und wir bezeichnen mit 2%(B) das Komplement, das P 
nicht; mit 6(B) dasjenige, das P als Element enthilt; mit a(B) den. 
jenigen Teilbogen von K, der mit B zusammen die Grenze von W&(B) 
bildet; mit 6(B) den zur Grenze von 8(B) gehérenden Bogen von K. — 
M(B) sei fiir jedes B die um B vermehrte Menge derjenigen (variablen) 
B,, fiir die BoU(B,) ist. — Fiir jedes B ist M(B) endlich: Andern- 
falls gabe es einen Punkt H von S derart, da8 jede Umgebung Ul (H) ein 
B,, enthielte (Hilfssatz 2). Da die Endpunkte der B, auch zu K gehéren, 
ware H auch Punkt von K. Zu jeder Umgebung U(H) gabe es eine 
Umgebung @(H)cU(H), daB die in B(H) gelegenen Punkte von K auf 
K in U(H) zusammenhiangen (Hilfssatz 1). Das wiirde bedeuten: Jede 
Umgebung U(H) enthilt eine Kurve a(B,)-+ B, oder 6(B,)+ B,, und 
beschrinken wir uns auf Umgebungen, die nicht beide Endpunkte von 
B enthalten, so scheidet fiir diese die erste Méglichkeit aus. Jede der- 
artige Umgebung besaBe, wie leicht ersichtlich, ein 6(B,). Es wire 
D{B(B,)} = 0, in Widerspruch zu Pe D{B(B_)}. — Fiir jedes B sei 
M(B) im gewdhnlichen Sinne geordnet dadurch, daB wir fiir zwei ver- 





%) Wie leicht ersichtlich, ist J¢ §. Es ist demnach die Trennung eines Punktes 
von *K-*® von °K+°S als Trennung durch das zweiteilende System J zu verstehen. 
Mathematische Annalen. 98. 23 
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schiedene Elemente B, und B, von $&(B) B,<B, schreiben, wenn 
B,<U(B,) ist. Wir ordnen nun jedem Bogen B das letzte Element B, 
von M(B) zu und behaupten: J= ©{B,} + D{b(B,)} ist eine Jordan- 
kurve, die P von °K + °S trennt. 


Da8 J eine Jordankurve ist, ist durch folgende umkehrbar eindeutige 
Abbildung von J auf K einzusehen: Jeder Bogen B, topologisch und so, 
da8 die Endpunkte in sich iibergehen auf das zugehérige a(B,), und 
jeder Punkt von D{6(B,)} auf sich selbst. Wir zeigen, daB diese Ab- 
bildung auch stetig ist. Dabei wird es geniigen, das fiir einen Punkt Q 
von 2{6(B,)} nachzuweisen, fiir den in jeder Umgebung Punkte von 
unendlich vielen a(B_) liegen. Wir geben U1(Q) vor und haben ¥(Q) 
so anzugeben, daB alle in 8(Q) gelegenen Punkte von K ihre Bilder auf J 
in 1(Q) haben: Héchstens ein Bogen a(B,,) besitzt Q als Endpunkt. 
Gibt es einen solchen, so sei B,(Q) eine Umgebung derart, da8 alle in 
%,(Q) gelegenen Punkte von a(B,,) ihre Bilder in U(Q) haben, andern- 
falls sei B,(Q) mit U(Q) identisch. Sei weiter C ein zu U(Q) gehérender, 
Q als inneren Punkt besitzender Bogen von S, GS’ die Teilmenge von 
S{B,}, die B,,, ferner alle und nur die auf C gelegenen B, als Unter- 
mengen enthialt. Sei 28(Q) eine Umgebung, die keinen nicht zu 6’ 
gehérenden Punkt von ©{B,} besitzt, und ¥,(Q) eine solche, daB alle 
in B(Q) gelegenen Punkte von K mit Q auf K in W(Q) zusammen- 
hingen. Wir behaupten, daB das ganze Bild eines jeden von a(B,,) ver- 
schiedenen Bogens a(B,,) von K, der Punkte mit B,(Q) gemein hat, 
Untermenge von U(Q) ist. Sei R ein zu B,(Q) gehérender Punkt eines 
solchen a(B,,). R haingt mit Q auf K in %(Q) zusammen, was nur 
méglich ist, wenn zu %8(Q) ein Endpunkt von a(B,,) gehért. Dieser 
Punkt gehért auch zu B,,, und, der Wahl von %8(Q) zufolge, ergibt sich 
By, U(Q). Ist B(Q) eine Umgebung derart, daB B (Q)< U(Q)-B, (Q)-B, (Q) 
ist, so liegt das Bild eines jeden zu 8(Q) gehérenden Punktes von K 
in 1(Q). 

Es bleibt zu beweisen, daB J P von °K +-°S trennt: Es ist erstens 
K =9{6(B,)}+ S{a(B,)}. Wir zeigen, da kein Punkt von S {a(B,)} 
zu dem P enthaltenden Komplement von J gehért. Fiir den Punkt Q 
von a(B,,) (irgendein festes a(B,)) trefie die Behauptung nicht zu. Wir 
verbinden P mit @ durch einen zu J fremden Jordanbogen C. Es besitzt 
C Punkte von ©{6(B,)}, namlich sicher einen Punkt von 6(B,,), da 
a(B,,)—% — B(B,,) (Satz 5); und sei H ein erster derartiger Punkt 
bzw. Haufungspunkt, von P aus gerechnet; D der P mit H verbindende 
Teilbogen von C. Da H zu K, jedoch nicht zu J gehért, ist H Punkt 
eines a(B,,). Es besitzt jedoch DC sicher einen Punkt von 6(B,,). — 
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Es ist zweitens *K-S = ©{B,}+(6{B}— S{B,}). Wir zeigen, daB 
kein Punkt von ©{B}— G{B,} m dem P enthaltenden Komplement 
von J gehért. Ein Punkt Q, fiir den dieses nicht zutrife, wire mit P 
durch einen zu J fremden Jordanbogen C verbindbar, und es wire 
Cc*K. Nun gehért Q zu einem Bogen B von S, der kein letzter Bogen 
B,, ist; aus der Zerlegung von *K durch den zugehérigen letzten Bogen 
folgt, daB C mit diesem, also mit ©{B,} Punkte gemein hat. — Es 
folgt, da K-+-S zu der abgeschlossenen Hiille des P nicht enthaltenden 
Komplementes von J gehért und daraus die Behauptung. 

Folgerung. Sei 9 ein Hauptgebiet, {°K} eine endliche Menge von 
Gebieten, deren Vereinigungsmenge zusammenhdangt, mit S6{K}<. Es 
kann jeder Punkt von D{*K} von S{°K} durch eine in ©{K} ent- 
haliene Jordankurve J getrennt werden. 

Satz 10. In jeder Umgebung U(P) eines Punktes P der Grenze 8 
eines Gebietes *S existiert eine Teilkurve J von *S, mit einem P als 
inneren Punkt enthaltenden Bogen B von S. Es ist das in U(P) ge- 
legene Komplement von J mit dem zu *S gehérenden identisch. 


Beweis. %(P) sei eine Umgebung derart, daB @(P)cU(P) und 
S¢%(P) ist. Seien A und B die niachsten Punkte, auf S von P aus 
gerechnet, die S mit @(P) gemein hat, und sei BW(P)-B(P) eine Um- 
gebung, die keinen nicht zu C — das sei der P enthaltende Bogen von 
S zwischen A und B — gehérenden Punkt von 8 besitzt. Sei Q ein 
beliebiger Punkt von Y&(P)-*S. Wir behaupten, daB diejenige Jordan- 
kurve Jc B(P)+ 8, die Q von (F — B(P))+°S trennt, die gewiinschten 
Eigenschaften besitzt. Die Existenz einer solchen Kurve folgt nach Satz 9. 

Es wird nur zu zeigen sein, da8 zu J ein P als inneren Punkt besitzen- 
der Bogen B von S gehért. Ware nimlich Pe J, so J-C = 0 (Hilfssatz 3), 
J-@(P)=0. W(P) ware Untermenge eines Komplementes von J, was 
unmdglich ist, da Q und Punkte von °S zu %&8(P) gehéren. 


Folgerung. In jeder Umgebung U(P) eines Punktes P der Grenze 8 
eines Gebietes *S existiert eine Teilkurve J von *S, die die Summe zweier 
Bégen A und B ist so, daB Ac*S; BcS, PeB ist. 

Satz 11. Fiir jeden Punkt P der Grenze 8 eines Gebietes *S existiert 
ein Jordanbogen B so, daB PeB, B—Pc'*S8 ist. 

Beweis. Unter Beriicksichtigung der Folgerung des vorstehenden 
Satzes ist leicht einzusehen, daB eine Folge von Teilkurven J,, J,, ... 
von *S derart angebbar ist, daB jede dieser Kurven ein zweiteilendes 
System ist, die abgeschlossenen Hiillen der in *S enthaltenen Komple- 
mente derselben ineinander geschachtelt sind, und P einziger Punkt des 
Durchschnitts der letzteren ist. 
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Seien *J,, *J,, ... die in *S enthaltenen Komplemente, und sei 
Q,, Q,,--- eine Folge von Punkten so, da8 allgemein Q,e*J,. Wir ver- 
binden allgemein Q, mit Q,,, durch einen in *J, enthaltenen Jordan- 
bogen. Es ist ersichtlich, daS zu der um P vermehrten Summe dieser 
Bégen ein gewiinschter Bogen B als Untermenge gehért. 

Folgerung. Fiir zwei Punkte P und Q der Gronmze S eines Ge- 
bietes *S existiert ein diese verbindender, bis auf ? und Q in *S ent- 
haltener Jordanbogen B. 


§ 6. 
Simplexsternartige Figuren. 


Definition. Wir bezeichuen als 1t-Gebiet eines Punktes P eines 
zweiteilenden Systens S ein Hauptgebiet G, welches Summe eines P ent- 
haltenden Bogens B von S und je eines Teilhauptgebietes von *S bzw. °S 
ist, das von B und einem in *S bzw. °S gelegenen Bogen zwischen den 
Endpunkten von B begrenzt wird. 

Satz 12. In jeder Umgebung U(P) eines Punktes P eines zwei- 
teilenden Systems S existiert ein t-Gebiet © von P. 

Beweis. Fiir den Beweis sind, wie leicht einzusehen, nur die Folge- 
rungen des Satzes 10 und 11 zu verwenden. 

Definitionen. I. Wir nennen die abgeschlossene Hiille eines Haupt- 
gebietes G, dessen Grenze genau drei ausgezeichnete Punkte enthilt, ein 
Pseudodreieck (wir schreiben dafiir 4), die ausgezeichneten Punkte Eck- 
punkte, jeden Bogen zwischen zwei ausgezeichneten Punkten, der den 
dritten nicht enthalt, eine Sette, die Punkte von G innere Punkte des 
Pseudodreiecks. 

II. Wir definieren einen o-Stern (bzw. eine o- Figur) als Summe 
© { 4} einer endlichen, zyklisch (bzw. linear) geordneten Menge von Pseudo- 
dreiecken von folgender Beschaffenheit: 

1. Ein innerer Punkt eines 4 gehért nur zu diesem einen 4. 

2. Zwei aufeinander folgende 4 haben eine Seite, sonst keinen Punkt 
gemein; zwei nicht aufeinander folgende 4 haben nur einen Punkt gemein. 

3. Der Durchschnitt aller 4 ist ein einziger Eckpunkt derselben (bzw. 
dann und nur dann, wenn zu der o-figur wenigstens drei 4 gehéren) **). 

III. Wir nennen jeden Eckpunkt eines 4 des o-Sterns bzw. der 
o-Figur © {4} o-Punkt des Sterns bzw. der Figur, wenn derselbe zum 
Durchschnitt aller 4 gehért **). 


*5) Aus der Definition folgt, daB ein o-Stern stets wenigstens drei 4 besitzt, eine 
o-Figur dagegen zwei 4, auch ein 4 enthalten darf. 

**) Ein beliebiger o-Stern und jede o-Figur mit wenigstens drei 4 besitzen einen 
o-Punkt; eine o-Figur mit zwei 4 zwei, mit einem 4 drei derartige Punkte. 
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Satz 13. Ist G ein Hauptgebiet, {P} eine endliche, wenigstens drei 
Elemente enthaltende Menge verschiedener zu @G gehdérender Punkte, so 
existiert ein (als Menge) mit G identischer o-Stern G{4} derart, dap 
jeder Teilbogen von © zwischen zwei aufeinander folgenden P eine zu 
einem einzigen A gehdérende Seite ist. 

Beweis. Wir verbinden zwei beliebige P durch einen bis auf die 
Endpunkte in @ gelegenen Jordanbogen. Sei Q ein innerer Punkt des 
Bogens. Sei {$*} die Menge der durch den offenen Jordanbogen be- 
stimmten Teilhauptgebiete $* von @. — Hat allgemein die Konstruktion 
die Menge {9*}, i =1,2,..., geliefert, und gibt es wenigstens ein fiir 
die Gesamtkonstruktion noch nicht verwandtes P, so verbinden wir ein 
beliebiges solches P mit Q durch einen bis auf die Endpunkte zu dem- 
jenigen ©* gehérenden Bogen, auf dessen Rand dieses P liegt. Die da- 
durch bestimmten Teilhauptgebiete des genannten ${,, bezeichnen wir 
mit **' und ebenfalls bezeichnen wir mit 9*** die von dem genannten 
©* verschiedenen Elemente von {9*}. Damit wollen wir simtliche Ele- 
mente von {9***} bestimmt haben. Es ist ‘ersichtlich, daB die Kon- 
struktion nach endlich vielen Schritten abbricht. — Sei {9" } die letzte 
so erhaltene Menge. Wir zeichnen auf jedem 5" Q und die zwei auf 5" 
gelegenen Elemente von { P} aus und bezeichnen jedes 9" mit 4. Es ist 
leicht einzusehen, daB G {4} der gewiinschte o-Stern ist. 

Definition. Wir bezeichnen als o-Gebiet eines o-Punktes P eines 
o- Sterns S{4, I (bzw. einer o-Figur S{4, i} die wenigstens zwei Ele- 


mente besitzt #%)) ein Hauptgebiet 6: “welches Summe je eines P ent- 
haltenden Bogens B, eines jeden 4; — und zwar so, daB kein Punkt der 
zu P fremden Seiten der 4, zu einem B; gehért; ferner so, daB fiir zwei 
aufeinander folgende 4; die zur gemeinsamen Seite derselben gehérenden 
Teilbégen ihrer B, identisch sind — und je eines Teilhauptgebietes eines 
jeden 4; ist, das von B; und einem in 4; enthaltenen, die Endpunkte 
von B; verbindenden Bogen begrenzt wird. (Fiir die o-Figur trete zu der 
genannten Summe noch ein in ¥ — G{4;} gelegenes Hauptgebiet hinzu, 
dessen Grenze der gréBte zum Rand von G{4;} gehérende Teilbogen B, 
von B, + B, und ein in § — G{4;} enthaltener, die Endpunkte von B, 
verbindender Bogen ist). 


Satz 14. In jeder Umgebung U(P) eines o-Punktes P eines o- Sterns 
S{4, }, bew. einer o- Figur S{4, Js die wenigstens zwei Elemente besitzt, 
exisiiert ein o-Gebiet G von "P. 

*”) Fiir einen o-Punkt P einer nur ein 4 enthaltenden o-Figur verzichten wir 


auf die Definition des o-Gebietes, da dieses identisch mit einem r-Gebiet in bezug 
auf P und den Rand des betreffenden 4 zu definieren wire. 
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Beweis. Sei @(P) eine in U(P) enthaltene Umgebung, zu der kein 
Punkt der zu P fremden Seiten der 4; gehért. Wir konstruieren zu jedem 
4, eine Kurve J;, die in bezug auf 4,, 4,, P, @(P) die Eigenschaften 
der in Folgerung von Satz 10 postulierten Kurve besitzt. Wir wahlen je 
fiir zwei aufeinander folgende 4; einen gemeinsamen Punkt der zuge- 
hérigen Kurven J,. 


I. Sei 6 {4,} ein o-Stern. 
Wir verbinden je die beiden auf J,, i=1...m, ausgezeichneten 


Punkte durch einen in dem zu 4, gehérenden Komplement von J, gele- 
genen Bogen B,;. Es ist, wie leicht ersichtlich, S{B,} eine Kurve, deren 
t=1..." 


in U(P) gelegenes Komplement ein gewiinschtes o-Gebiet © von P ist. 

II. Sei S{4,} eine o-Figur. 

Wir konstruieren weiter zu 4, eine Kurve K, die in bezug auf 4,; 
& — 4,, P, B(P) die Eigenschaften der in Folgerung von Satz 10 postu- 
lierten Kurve besitzt. Wir betrachten den in § — 4, enthaltenen Bogen 
von K, von der freien (d.h. nur zu 4, gehérenden) Seite des 4, aus, 
bis zu einem ersten auf 4, gelegenen Punkt. Dieser Teilbogen C von K 
gehért bis auf die Endpunkte zu § — G{4;,} (t-Gebiete). Wir bezeichnen 

i=1..." 


diejenige Jordankurve, welche Summe von C und der in 4, + A, ent- 

haltenen, P besitzenden Verbindung der Endpunkte von C ist, mit J,. 

Wir wiahlen je einen gemeinsamen Punkt von J,, J, und J,, J,. Darauf 

verbinden wir je die beiden auf J,, i =0,...m, ausgezeichneten Punkte 

durch einen in dem zu 4,, i=1,...n, baw. zu §% —G{4,;} gehdrenden 
t=1..." 


Komplement von J, gelegenen Bogen B;. Es ist» wie leicht ersichtlich, 


©{B,} eine Kurve, deren in ll(P) gelegenes Komplement ein gewiinschtes 
i=0,...9 


o-Gebiet G von P ist. 


§ 7. 
Begriff und Untersuchung der o- Zerlegung. 


Definitionen. Wir sagen, die Menge M liege in einer o-Zerlegung 
(bzw. erweiterten o-Zerlegung) vor, wenn sie sich darstellen l48t als Summe 
©{4} von endlich vielen (bzw. abzihlbar unendlich vielen) Pseudodrei- 
ecken mit folgenden Eigenschaften: 

1. Jedem 4 ist eine dasselbe enthaltende Umgebung U1(4) zugeordnet. 

2. Ein innerer Punkt eines 4 gehért nur zu diesem einen 4. 

8. Eine Seite eines 4 gehért zu einem oder zu zwei (bzw. zu genau 
zwei) 4, die diese Seite, sonst aber keinen Punkt gemein haben. 
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4. Ein Eckpunkt eines 4 gehért zu einer endlichen, linear oder zy- 
klisch geordneten (bzw. sicher zyklisch geordneten) Menge von 4, von 
denen zwei aufeinander folgende eine diesen Eckpunkt enthaltende Seite, 


zwei nicht aufeinander folgende nur den betreffenden Eckpunkt gemein 
haben. 


5. Zu je zwei 4 gibt es eine endliche Folge von 4, deren erstes und 
letztes Element sie sind, und in welcher je zwei aufeinander folgende eine 
gemeinsame Seite haben. 


Satz 15. Der Rand einer in einer o-Zerlegung S{ 4} vorliegenden 
Menge M ist die Summe endlich vieler, es Jordankurven, 
falls er von Null verschieden ist **). 


Beweis. M is eine Untermenge der ‘Summe der Seiten der 4, und 
zwar folgt mittels r- und o-Gebiete, daB M die Summe der nur zu einem 
einzigen 4 (variables 4) gehérenden Seiten ist. Irgend zwei derartige 
Seiten kénnen héchstens einen Endpunkt gemein haben, und da jeder 
Endpunkt einer derartigen Seite o-Punkt einer o-Figur ist, folgt, daB ein 
solcher stets genau zwei Seiten gemeinsam ist. ‘Daraus folgt leicht die 
Behauptung, wie man durch sukzessives Aneinanderreihen der Seiten, von 
einer beliebigen ausgehend, sieht. 


Satz 16. Jede Teilkurve J des Randes einer in einer o-Zerlegung 
©{4} vorliegenden Menge M gehdrt zur Grenze genau eines Komple- 
mentes von M. 

Beweis. Wir konstruieren zu jedem inneren Punkt P jeder zu J 
gehérenden Seite eines jeden 4, ebenfalls zu jedem Endpunkt einer der- 
artigen Seite, falls er nur zu einem einzigen 4 gehért, ein t-Gebiet G 
von P in bezug auf 4 (Rand des betreffenden 4), das jedoch keinen zu 
diesem 4 fremden Punkt von M besitzt; und zu jedem zu mehr als 
einem 4 gehérenden Endpunkt P jeder derartigen Seite ein o-Gebiet @ 
von P in bezug auf diejenige o-Figur, die aus allen P besitzenden 4 be- 
steht, jedoch so, daB @ keinen zur Summe dieser fremden Punkt von M 
besitzt. 

J werde mit endlich vielen G bedeckt. Sei {G} die Menge der- 
selben. Sei {9} die Menge der in § — M enthaltenen gréBten Teilhaupt- 
gebiete, {B} die Menge der in J enthaltenen gréBten Teilbégen der Ele- 
mente von {@}. — Wir bezeichnen ein beliebiges Element von {} mit S,, 
das zu demselben gehérende Element von {B} mit T,. Und sind all- 
gemein die Mengen ©, und T,, i =1, 2,..., bestimmt, so sei ©,,, die 
Summe derjenigen Elemente von {%}, deren zugehérige B von {B} 


*) Ist M=0, so folgt M= %, da § eine zucammenhingende Menge ist. 
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Punkte mit T; gemein haben; T,,, die Summe der Bégen B der in G,,, 
enthaltenen 9. Es ist ©,cG,,,. Es ist ferner ©,—©,,, nur fiir 
T,=— J, da fiir T;+ J die beiden Endpunkte von T; innere Punkte eines 
Bogens B wenigstens eines Elementes von {$} sind. Wir kommen dem- 
nach nach endlich vielen Schritten zu der Menge ©, = ©@{H}. Da nun 
aber jede Teilmenge von § — M, die einen Punkt von T,, ¢=1, 2,..., 
zum Haufungspunkt hat, Punkte mit ©; gemein haben muB (Riickgang 
auf die {$} definierenden t- und o-Gebiete), so ist ©,,, zusammen- 
hiangend, falls ©; das ist. Daraus folgt der Zusammenhang von ©{} 
und damit die Behauptung. 


Folgerung. Ist M eine von § verschiedene, in einer o-Zerlegung 


vorliegende Menge, so besitzt sie endlich viele Komplemente, und die Grenze 
jedes Komplementes ist ein zweiteilendes System. 


§ 8. 
Die Existenz der o-Zerlegung des Raumes § ( Zellaufbau von §). 


Satz 18. Seiten tS ein beliebiges Komplement eines zweiteilenden 
Systems, U, B, W drei Umgebungen so, dab W-BV, Bc, “Se und 
W-S +0 ist. He gibt eine endliche Menge {} von paarweise fremden 
abgeschlossenen Hauptgebieten 9 derart, dap 

1. S{H}cu-*8, 

2. W-*Se S{H >. 

3. fiir jedes 9 9-8 die Summe endlich vieler fremder Jordanbégen 
oder mit S identisch ist **). 

Beweis. I, Sci. 

Da "S¢Ul folgt *ScU. Es ist [*S]—{} die gewiinschte Menge 
abgeschlossener Hauptgebiete. 

Il. Sel. 

Wir betrachten die Menge {B} derjenigen Komponenten B von 
B-S, die Punkte mit ¥ gemein haben (nach Voraussetzung ist {B} + 0). 
Wir erhalten eine endliche Menge von Jordanbégen (Hilfssatz 2). Wir 
werden fiir jedes B ein in U-*S gelegenes abgeschlossenes Hauptgebiet G 
bestimmen, dessen Rand Summe des betreffenden B und eines Teilbogens 
von U-*S zwischen den Endpunkten von B ist. 

Fiir ein B: Zu den Endpunkten Z, bzw. HZ, von B wihlen wir 
t-Gebiete , bzw. h, in bezug auf S, deren abgeschlossene Hiillen in Ul 
enthalten sind. Wir verbinden einen zu §, gehérenden Punkt D, von B 


**) Im letztgerannten Fall ist S eine Jordankurve, {§} besitzt ein einziges 
Element, vgl. I des Beweises. 
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mit HZ, durch einen Teilbogen von h,-*S, betrachten die Jordankurve, die 
die Summe dieses Bogens und des durch (#,, D,) bestimmten Teilbogens 
von §,-B ist; ferner das in §,-*S enthaltene Komplement dieser Kurve. 
Das letztere nehmen wir als Element g einer noch naher anzugebenden 
Menge {g}. Wir wahlen in §, einen Punkt D, von B und konstruieren, 
von (#,, D,) ausgehend, in analoger Weise wie eben, ein weiteres Ele- 
ment fiir {g}. Wir wahlen zu jedem Punkt C des durch (D,, D,) be- 
stimmten Teilbogens von B, bzw. zu C= D, = D,, ein t-Gebiet in bezug 
auf S, dessen abgeschlossene Hiille in Ul enthalten ist, und das keinen zu 
B fremden Punkt von S besitzt; bedecken den Bogen mit endlich vielen 
dieser r-Gebiete und nehmen die *S-Teile derselben gleichfalls als Ele- 
mente g von {q}. Damit sei die endliche Menge {g} bestimmt. — Es 
existiert eine Teilkurve von © {G}, welche °S von S{g} trennt (Folge- 
rung von Satz 9). Wir bezeichnen das {gq} enthaltende Komplement 
dieser Kurve mit ©. 

Sei {G} die Menge der den B zugeordneten G, {€} die Menge der- 
jenigen Komponenten € von W-*S, die nicht in © {G} enthalten sind. 
Wir beweisen, daB {€} endlich und jedes € ein Hauptgebiet ist. 

Der letztere Teil der Behauptung ist fiir ein ©, mittels Satz 9, 
leicht zu tiberlegen. Zum Beweis des ersteren Teiles zeigen wir, daB es 
méglich ist, jedem € einen Teilbogen seiner Grenze zuzuordnen derart, 
daB die Bégen simtlich zu 9 gehéren, die zwei verschiedenen © zuge- 
ordneten Bégen bis auf die Endpunkte fremd sind, und es keinen Punkt 
H von % gibt, in dessen jeder Umgebung wenigstens ein derartiger Bogen 
enthalten ist. 

Wir ordnen namlich jedem € einen Bogen von © zu, dessen einer 
Endpunkt zu (6 {G}-S)-W, dessen anderer zu ©{G}-*S gehért, und 
welcher im iibrigen zu S fremd ist. Fiir ein €: Es gibt wenigstens ein 
@G so, daB €-G+0 ist (einzusehen mittels von t-Gebieten), und, der 
Voraussetzung iiber {€} zufolge, ist fiir dieses G auch €-(F — G) + 0; 
daher ist €-G+0. Folglich besitzt G@.*S Punkte von ©; aber auch 
von §—€, da zu B Hauiungspunkte von G-*S gehdren; also Punkte 
von ©. Es besitzt ferner G-S Punkte von €, diese gehéren zu (G-8)-BW. 
Nun ist es leicht, den verlangten Bogen fiir © zu wihlen, der selbstver- 
stindlich Untermenge von ¥% ist. — Die zwei verschiedenen ©, etwa ©, 
und ©,, zugeordneten Bégen sind bis auf die zu ©{G}-S gehdrenden 
Endpunkte fremd: Andernfalls hatten ©, und ©, einen Teilbogen von BW 
gemeinsam. Das ist unméglich, weil wir ein t-Gebiet in bezug auf ¢, fiir 
einen inneren Punkt des zu €,-€, gehdrenden Bogens leicht so zu wahlen 
vermégen, daB der in (F} — G) e cnthditens Teil desselben Untermenge von 
©, ist; dieses einen Punkt von YW besitzende Gebiet also Teilmenge von % 
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wire. — Da die Mengen (S {G}-S)-W und S {G}-*8 relativ abgeschloseen 
sind, gibt es keinen Punkt von 5 derart, daB in jeder Umgebung des- 
selben wenigstens ein einem € zugeordneter Bogen enthalten ist. 

Wir bilden die Menge ©{G}+ S{C}+ S{R}, wobei wir {R} 
folgendermaBen bestimmen: Haben zwei verschiedene & einen Punkt, je- 
doch keinen inneren Punkt gemein, so wahlen wir zu einem einzigen be- 
liebigen gemeinsamen Punkt ein diesen besitzendes Hauptgebiet Rt, dessen 
abgeschlossene Hiille zu U-*S gehért, und sei {§} die endliche Menge 
dieser Hauptgebiete. Es ist jede Komponente von S {G} + S©{C€}+ S{R}, 
nach Folgerung von Satz 9, von °S durch eine in © {G@} + S{C}+ S{R} 
enthaltene Jordankurve $ zu trennen. Verstehen wir unter $ das Kom- 
plement von §, dem ©{G}+ S{C}+ S{R} angehdrt, unter {H} die 
endliche Menge der Hiillen der so bestimmten 9, so ist leicht einzusehen, 
daB {©} die gewiinschte Menge abgeschlossener Hauptgebiete ist. 


Satz 19. Seiten M eine in einer o-Zerlegung gegebene, von § ver- 
schiedene Menge, Ul, B, YW drei Umgebungen so, dab BoB, Scu, 
Me¢U und B-M+0 ist. Es gibt eine M enthaltende Menge N und 
eine o-Zerleguny derselben derart, daf 

1. (N—M)cU, 

2. We N iat, 

3. fiir jedes an M beteiligte Pseudodreieck eine endliche Menge an 
N beteiligter Dreiecke existiert, deren Summe mit dem betreffenden Drei- 
eck von M identisch ist; fiir ein Randdreieck von M bestehe die genannte 
Menge nur aus einem Element. 

Beweis. Es ist, unter Beriicksichtigung der Folgerung von Satz 17 
und von Satz 18, méglich, eine endliche Menge {§} von paarweise 
fremden abgeschlossenen Hauptgebieten § derart zu konstruieren, dab 
1. S{H}cU-(F—M), 2. B(F—M)- S{H}, 3. fiir jedes H H-M 
die Summe endlich vieler fremder Jordanbégen oder mit einer Teilkurve J 
von M identisch ist. 

Fiir jedes § zeichnen wir auf § jeden Eckpunkt eines Pseudodreiecks 
von M, jeden Endpunkt eines zu M gehérenden Teilbogens von § (soweit 
das noch nétig ist) aus, auf jedem nicht zu M gehérenden Teilbogen von § 
einen inneren Punkt und, falls die Menge der so ausgezeichneten Punkte 
nicht wenigstens drei Elemente besitzt, noch einen beliebigen weiteren 
Punkt. Darauf verwandeln wir, unter Vorgabe der ausgezeichneten Punkte, 
jedes , Satz 13 gemaB, in einen o-Stern. — Wir verwandeln jedes Rand- 
dreieck von M, unter Vorgabe seiner Eckpunkte und weiter jedes auf dem 
Rand desselben gelegenen ausgezeichneten Punktes einer der bisherigen 
Konstruktionen, Satz 13 gem&8, in einen o-Stern. 
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Sei N= M+ G{H}. Als Pseudodreiecke von N betrachten wir: 
Jedes Innendreieck von M; ferner fiir jedes Randdreieck von M, und 
jedes § jedes Pseudodreieck desjenigen o-Sterns, in den wir die betreffende 
Menge verwandelt haben. 

Es wird nur nétig sein nachzuweisen, daB auf diese Art eine o-Zer- 
legung von N bestimmt wird. Wir betrachten einerseits die Menge der 
Dreiecke, die zu M in der Zerlegung von N und andrerseits die Menge 
der Dreiecke, die zu einem einzigen § gehéren. Unmittelbar folgt aus der 
Konstruktion, da8 M einerseits, § andrerseits dadurch in einer o-Zerlegung 
vorliegt. Da die verschiedenen § paarweise fremd sind, wird nur zu iiber- 
legen sein, da8 diejenigen Dreiecke von N, die einen Eckpunkt P, welcher 
Element von M und eines § ist, gemein haben, dort sich zu einem o-Stern 
oder einer o-Figur aneinander schlieBen. Die zu § gehdrende, P als 
o-Punkt besitzende Figur ist Summe von genau zwei Pseudodreiecken von 
der Beschaffenheit, daB genau eine Seite B, bzw. B, jedes dieser Dreiecke 
zu § gehért. B, oder B, ist sicher mit der P enthaltenden freien Seite 
des ersten bzw. des letzten Elementes der P als o-Punkt besitzenden 
Figur von M (N-Zerlegung) identisch. Ist dieses fiir B, und B, der Fall, 
so ist ersichtlich, da8 ein o-Stern vorliegt. Andernfalls ist B, bzw. B, 
Untermenge eines nicht zu M gehérenden Bogens von 9, und aus der 
Unterteilung jedes derartigen Bogens durch einen inneren Punkt (fiir die 
Verwandlung von $) folgt, da8 nun eine o- Figur entsteht. — Jedes Pseudo- 
dreieck von N ist in einem Element des Umgebungssystems {&} auf F 
enthalten. 

Satz 20. Es existiert eine o-Zerlegung oder eine erweiterte o-Zer- 
legung S {4} von § derart, dap jede Seite eines 4 zu genau zwei 4 gehért. 

Beweis. Wir wablen einen Punkt P, zwei Umgebungen U(P) und 
B(P) so, daB B(P)-U(P) ist, darauf fiir jeden von P verschiedenen 
Punkt Q drei Umgebungen 1(Q), B(Q), (Q) so, daB W(Q)< B(Q), 
B(Q)oU(Q) und B(P)¢U(Q) ist. Sei W,,W,,... eine Abzahlung 
der verschiedenen %8(Q) (variables Q). 

Unter Vorgabe von drei beliebigen Punkten verwandeln wir &(P), 
Satz 13 gemaB, in einen o-Stern und bezeichnen diese erste in o-Zer- 
legung vorliegende Menge mit M,. Hat die Konstruktion allgemein die 
Menge M,;+ %, i= 0,1, 2,..., in o-Zerlegung geliefert, so erhalten wir 
eine in o-Zerlegung vorliegende Menge M,,, wie folgt: Es gibt eine end- 
liche Menge {%8} der ¥8(Q) derart, daB M,- © {BW}, B,,, ¢ S$ {W} und 
© {WW} eine susammenhangende Menge ist (vgl. den Beweis von Satz 3). 
Durch wiederholte Anwendung von Satz 19 (zunichst auf M, und ein be- 
liebiges Element von {28}, das Punkte mit X, gemein hat; darauf auf 
die so, Satz 19 gemaB, gebildete Menge und ein weiteres Element von {2}, 
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das Punkte mit dem Rande der letzteren gemein hat, usf.) nnaen wir eine 
Menge M,,, und eine o-Zerlegung derselben derart, daB 1. W;,,<¢ M,;,, 
ist, 2. fiir jedes an M, beteiligte Pseudodreieck eine endliche ‘Menge an 
M,,,, beteiligter Dreiecke existiert, deren Summe mit dem betreffenden 
Dreieck von M, identisch ist, und diese Menge fiir ein Randdreieck von 
M, nur aus einem einzigen Element besteht. — Folgende Fille sind zu 


unterscheiden: 


I. Wir kommen nach endlich vielen Schritten zu einer Menge M, = 3. 
Wir haben % in einer gewiinschten o-Zerlegung, der der Menge M.,, er- 
halten. 

II. Der ProzeB bricht nicht ab. 


Wir erhalten in bestimmten o-Zerlegungen die Mengen M,, M,, M,,... 
und bezeichnen folgende Pseudodreiecke als Pseudodreiecke von §: Fiir 
i=0,1,2,... jedes Dreieck von M,, das nicht Punkte mit M; gemein 
hat. Dadurch erhalten wir eine gewiinschte erweiterte o-Zerlegung von %. 
Es gehért nimlich jeder Punkt von % zu wenigstens einem der Pseudo- 
dreiecke, da jeder Punkt zu @(P) oder einem %,, i= 1,2,..., gehdrt; 
B(P)o M,, B,<¢ M;; und M,-M;,,=—0, fir +=—0,1,2,..., ist. Die 
iibrigen Bedingungen sind, wie leicht einzusehen, erfiillt. 

Folgerung. I. Es existiert eine o-Zerlegung von § dann und nur 
dann, wenn % kompakt ist. 

II. Es existiert eine erweiterte o-Zerlegung von § dann und nur dann, 
wenn % nicht kompakt ist. 


§ 9. 


Die Verfeinerung der o-Zerlegung und als Folge die Identitit von ¥ 
mit einer unberandeten 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit. 


Satz 21. Ist eine erste o-Zerlegung G{A*} eines abgeschlossenen 
Haupigebietes gegeben, so existiert eine zweite © {A*} desselben derart, dap 
jedes A* in einem A’ enthalten ist, und aus A*< A” stets (4?) < U(4’) 
folgt. Dabei ist fiir jedes A* bew. A* unter U(A*) bzw. U(A*) die dem 
Pseudodreieck zugeordnete Umgebung zu verstehen*). 

Beweis. Wir betten jedes 4‘ in eine Menge mit o-Zerlegung ein. 
Fiir ein 4*: Wir verbinden zwei Eckpunkte 2, und Z, von 4* mit einem 
beliebigen Punkt von U1(4*) durch Jordanbégen B, und B,, die bis auf EZ, 
bzw. HZ, zu 4* fremd sind. Sei P der erste Punkt, auf B, von EZ, aus 
gerechnet, den B, und B, gemein haben. Wir bedecken 4! mit endlich 
vielen Umgebungen, deren abgeschlossene Hiillen keinen Punkt von (4?) 


®) Vgl. Punkt 1 der Definition der o-Zerlegung. 
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und keinen Punkt der durch P bestimmten, zu 4! fremden Teilbégen von 
B, und B, (soweit solche existieren) besitzen. Darauf konstruieren wir 
diejenige in der Summe der Grenzen dieser Umgebungen enthaltene Jordan- 
kurve J, die die Umgebungen (damit auch 4*) von 11(4*) (und damit 
von P) trennt. Sei *J das 4* enthaltende Komplement von J. Seien Q, 
und Q, die ersten gemeinsamen Punkte von B, und B, mit J, von 4” 
aus gerechnet; C, nnd C, die durch die vier Punkte Q,, H,, Z,, Q, (in 
dieser Reihenfolge) bestimmten Jordanbégen, dabei liege ZH, auf C,. Wir 
verwandeln je die Hiille des A’ nicht enthaltenden Komplementes von C, 
(bzw. O,) in bezug auf *J, unter Vorgabe der vier genannten Punkte 
(bzw. weiter von FE, und eines zwischen Q, und Q, gelegenen Punktes 
von J), Satz 13 gem&B, in einen o-Stern. Es ist ersichtlich, daB die Summe 
der an beiden Sternen insgesamt beteiligten Pseudodreiecke eine o-Zer- 
legung von *J — A’ darstellt, 





Nun vermégen wir fiir jedes 4* eine o-Zerlegung derart zu kon- 
struieren, daB die abgeschlossene Umgebung eines Pseudodreiecks derselben 
in (47) enthalten ist. Fiir ein 4*: Jedem Punkt P von A* ordnen wir 


drei Umgebungen U(P), B(P), W(P) so zu, dab Wi P)- B(P), 
B(P)cU(P) und J-(P)=0 ist. Wir bedecken 4’ mit einer endlichen 
Menge {28(P)} der %(P) und konstruieren, von der in o-Zerlegung vor- 
liegenden Menge *J — A* ausgehend, durch wiederholte Anwendung von 
Satz 19, unter Verwendung von {2%8(P)} und der zugehérigen Mengen 
{%(P)} und {U(P)}, eine o-Zerlegung von *J und damit von 4’, welche 
in bezug auf A’ unserer Bedingung geniigt. 

Sei Mt die Menge aller bei der Gesamtkonstruktion (variables 4*) so 
erhaltener Pseudodreiecke. Wir zeichnen fiir jedes Element von Qt jeden 
auf seinem Rand gelegenen Eckpunkt irgendeines Elementes von 3% aus 
und verwandeln es nochmals, Satz 13 gem&B, unter Vorgabe der so aus- 
gezeichneten Punkte in einen o-Stern. Es ist einzusehen, da8 die Summe 
der bei diesem letzten Schritt erhaltenen Pseudodreiecke die gewiinschte 
o-Zerlegung G{A*} des abgeschlossenen Hauptgebietes ergibt. 


Satz 22. Es existiert eine topologische Abbildung eines abgeschlossenen 
Hauptgebietes von %, das Untermenge einer Umgebung ist, auf ein Drei- 
eck der Zahlenebene so, daB die Eckpunkte des Zahlendreiecks beliebig 
vorgegebenen Punkten der Grenze des Hauptgebietes entsprechen. 

Beweis. Die Zahlenebene fallt unter den Begriff unseres Raumes %. 
Es ist daher méglich, sich in ihr der gleichen Terminologie zu bedienen. 
Wir beweisen folgenden 

Hilfssatz. Sind %, und %, zwei Raume der Kigenschaft §, H, < %,, 
H, < $, zwei abgeschlossene Hauptgebiete und liegt H, in einer o-Zer- 
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legung vor, so ist es méglich, eine o-Zerlegung von H, mit umkehrbar 
eindeutiger Beziehung seiner Pseudodreiecke auf die von H, dergestalt 
anzugeben, daB 1. zwei Dreiecke von H, dann und nur dann eine Seite 
bzw. einen Eckpunkt gemein haben, wenn dieses fiir die entsprechenden 
Dreiecke von H, zutrifft, 2. die auf H, gelegenen Eckpunkte in hierfiir 
vorgegebene Punkte fallen, sofern die Vorgabe im Sinne der zyklischen 
Ordnung der entsprechenden Punkte von H, erfolgt ist. 


Besitzt H, ein einziges Pseudodreieck, so ist das richtig. Wir nehmen 
an, H, besitze n+ 1 Pseudodreiecke, und die Behauptung sei bewiesen 
fiir den Fall, dafi H, n — 1 Pseudodreiecke enthalt. Es existiert ein zwei 
Punkte von H, verbindender, in H, gelegener Jordanbogen B,, welcher 
Untermenge der Summe der Seiten der Pseudodreiecke ist (es ist etwa B, 
als Untermenge der Seitensumme eines beliebigen Randdreiecks zu wahlen). 
Die Komplemente von B, in H, seien @, und 9,. Wir verbinden die den 
Endpunkten von B, entsprechenden Punkte von H, durch einen in H, 
gelegenen Jordanbogen B, und bezeichnen die Komplemente von B, in 
H, mit G, und §,, entsprechend etwa auf der Grenze derselben gelegener 
vorgegebener Punkte. Wir geben auf B,, -gemaB auf B, liegenden Eck- 
punkten (Erhaltung der Ordnung), evtl. weitere Punkte vor und kon- 
struieren o-Zerlegungen von @, und §,, die in bezug auf die Zerlegungen 
von @, und §, den Bedingungen des Hilfssatzes geniigen (méglich, da 
héchstens je (n — 1) Pseudodreiecke). Wir erhalten dadurch auch die ge- 
wiinschte Zerlegung von H,. 

Seien nun H* das Dreieck der Zahlenebene, H das abgeschlossene 
Hauptgebiet von %, welches in einer ersten Zerlegung vorliegt dadurch, 


daB die den Eckpunkten von H* entsprechenden Punkte ausgereichnet 
sind. Wir verfeinern sukzessiv die Zerlegungen von H und H® durch 
Dreiecksunterteilung, doch stets derart, daB 1. bei jedem Schritt die 
Pseudodreiecke von H umkehrbar eindeutig auf die von H* (Entsprechen 
von gemeinsamen Seiten bzw. Eckpunkten) bezogen sind, 2. die Ver- 
feinerung von H stets eine solche im Sinne von Satz 21, von H’ aber 
so beschaffen ist, daB die Pseudodreiecke Zahlendreiecke, fiir die die 
untere Grenze der Seitenlingen (gebildet bei jedem Schritt) gegen 0 ab- 
nimmt, sind. Wir konstruieren zu der i-ten Zerlegung die ¢ +-1-te auf 
folgende Weise: 

I. Wir verfeinern die Zerlegung von H Satz 21 gemaB. 

II. Wir geben fiir H* weitere Eckpunkte, der Verfeinerung der Teilung 
von H folgend, vor und konstruieren fiir jedes Pseudodreieck von H’, 
im Hinblick auf die neue Zerlegung des ihm entsprechenden von H, eine 
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Verfein. ang im Sinne des oben angeschriebenen Hilfssatzes, doch so, 
daB die Seiten der Pseudodreiecke Streckenziige mit endlicher Seitenzahl 
sind. (Es ist ersichtlich, daB die letztere Forderung leicht zu erfiillen 
ist.) Nun liegt H* wiederum in einer H entsprechenden Zerlegung vor. 

III. Wir verfeinern diese neue Zerlegung von H*, daB den Forde- 
rungen fiir die Zahlenebene geniigt ist: Wir berechnen fiir jeden Endpunkt 
einer Strecke eines Streckenzuges die untere Entfernung dieses Punktes 
von der Menge der iibrigen derartigen Punkte, und sei e die kleinste so 
erhaltene Zahl; und sei f die untere Grenze der Seitenlangen der Pseudo- 
dreiecke in der ¢-ten Zerlegung von H*. Wir bedecken die Zahlenebene 
mit einer quadratischen Netzteilung von kleinerer Seitenlange als ; und f , 
Jedes Quadrat besitzt héchstens einen Endpunkt einer Strecke eines 
Streckenzuges, wird daher durch letztere derart in Polygone (eventuell nur 
ein einziges, das Quadrat) zerlegt, daB héchsiens ein einziges Polygon eine 
einspringende Ecke und auch héchstens eine einzige einspringende Ecke 
besitzt. Fiir jedes Quadrat, das Punkte mit H* gemein hat und jedes 
Polygon desselben verbinden wir einen inneren Punkt des Polygons, welcher 
von allen Ecken aus durch ganz im Innern desselben verlaufende Strecken 
erreichbar ist (einen solchen Punkt gibt es stets, da héchstens eine ein- 
springende Ecke vorliegt), mit jeder Ecke durch eine Strecke. Die Menge 
aller dabei entstehenden Zahlendreiecke, die Untermengen von H’ sind, 


bestimme die ¢ +-1-te Zerlegung von H’. 

IV. Der ¢ +-1-ten Zerlegung von H* gem verfeinern wir nochmals 
die Teilung von H unter Verwendung des herausgestellten Hilfssatzes so, 
daB die ¢-+-1-te Zerlegung von H der von H” entspricht. 

Wegen der fiir das Umgebungssystem {&} von % geltenden Voraus- 
setzungen ist der Durchschnitt jeder ineinandergeschachtelten unendlichen 
Folge von Elementen der Menge aller bei Zerlegungen von H auftretenden 
Pseudodreiecke ein Punkt; das gleiche folgt, der Konstruktion nach, fir 


jede ineinandergeschachtelte unendliche Folge von Pseudodreiecken von m. 
Wir ordnen je die Durchschnitte von ineinandergeschachtelten unendlichen 
Folgen von Pseudodreiecken auf % und auf der Zahlenebene einander zu, 
deren Elemente wahrend der Konstruktion aufeinander bezogen waren. 
Diese Zuordnung ist eine topologische Abbildung von H auf H’, bei ge- 
wiinschter Zuweisung der Eckpunkte von H’. 


Folgerung. % ist eine offene oder geschlossene, unberandete 2-di- 
mensionale Mannigfaltigkett. 


Hiermit ist unser Hawptsatz (Einleitung, 8. 324) bewiesen. 
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§ 10. 


Wichtige Spezialfille der unberandeten 2 -dimensionalen 
Mannigfaltigkeit **). 
I. Dafiir, da8 ein topologischer Raum % eine topologische Kugel ist, 
sind folgende Bedingungen notwendig und hinreichend: 
1. Kompaktheit. 
2. 2-tes Abzihlbarkeitsaxiom. 


8. DaB jede in % eingebettete Jordankurve J genau zwei Komple- 
mente besitzt, die J zur gemeinsamen Grenze haben. 


4. DaB in jeder Umgebung U(P) eines Punktes P von § eine in § 
eingebettete Jordankurve J(P) existiert, die P nicht als Element enthilt, 
und deren P besitzendes Komplement Untermenge von Ul (P) ist. 

II. Dafiir, daB ein topologischcr Raum % eine topologische Ebene ist, 
sind folgende Bedingungen notwendig und hinreichend: 

1. Kompaktheit im Kleinen. 

2. 2-tes Abzihlbarkeitsaxiom. 

8. DaB jede in § eingebettete Jordankurve J genau zwei Komple- 
mente besitzt, die J zur gemeinsamen Grenze haben, und deren eines und 
nur eines kompakt ist. 


4. DaB in jeder Umgebung U(P) eines Punktes P von § eine in § 
eingebettete Jordankurve J(P) existiert, die P nicht als Element enthilt, 
und deren P besitzendes Komplement Untermenge von U(P) ist**). 





%t) Die hier anzugebenden Sonderresultate folgen unmittelbar aus unserem Haupt- 
satz, zusammen mit den Resultaten von v. Kerékjarté, .Vorlesungen iiber Topologie“, 
5. Abschnitt, § 1. 

%*) Unmittelbar sieht fiir die topologische Ebene das Resultat, das aus unserem 
und v. Kerékjartés Ergebnis folgt, so aus wie das hier angefiihrte, nur da8 in 3. die 
Forderung der Kompaktheit eines Komplementes der Kurve J fehlt, der Raum nur 
als nicht kompakt vorausgesetzt ist, und folgende Forderung 5. hinzukommt: Fiir zwei 
beliebige ,Fundamentalfolgen“ von in § eingebetteten Jordankurven J,,, J,,,... und 
Ju,, Jeg, --- S0ll zu jedem J,, ein J,, existieren so, daB J,, und J,, zu verschiedenen 
Komplementen von J,, gehéren; und ebenfalls zu jedem J,, ein J,, so, daB J,, und 
J,, zu verschiedenen Komplementen von Jz, gehéren. Dabei heiBt eine Folge K,, K,,... 
von in § eingebetteten Jordankurven eine Fundamentalfolge, wenn jede Menge, die 
dadurch entsteht, daB man jedem Element von K,, K,,... einen Punkt entnimmt, 
keinen zu § gehérenden Hiufungspunkt besitzt, und wenn fiir jedes K,, i= 1,2,..., 
die vor K, und die nach K, stehenden Glieder der Folge zu verschiedenen Komple- 


menten von K, gehéren. — Die Identitat dieses Resultates mit dem obigen ist leicht 
einzusehen. 4 
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§ 11. 
Unabhingigkeitsbeispiele. 


Wir haben mit dem Schlu8 des §9 unseren Haupteatz (Einleitung, 
S. 8324) bewiesen und wollen nun noch durch Beispiele zeigen, daB die in 
ihm auftretenden vier Bedingungen voneinander unabhdngig sind. 


Unabhangigkeitsbeispiel fiir 1. J sei die Menge der Punkte 
der Zahlenebene, das System {U1} das System der spharischen Umgebungen 
mit rationalem Radius auf M. Sei Q ein bestimmter Punkt von M, 
Q,,Q,,--- eine Fundamentalfolge, die Q zum Haufungspunkt hat (Sy- 
stem {ll}). Sei das System {%} ein Umgebungssystem auf J von fol- 
gender Beschaffenheit: Ist P ein von Q verschiedener Punkt von M, so 
ist jede Q nicht enthaltende Umgebang U(P) eine Umgebung &(P). Fiir 
den Punkt Q ist die Menge, die wir durch Unterdriickung simtlicher in 
einer Umgebung U(Q) enthaltenen Elemente der Folge Q,,Q,,... aus 
U(Q) erhalten, eine Umgebung % (Q) (fiir alle 11(Q)). 


Der Raum i, der mit der Menge Yt mit erklirtem Umgebungs- 
system {%} identisch ist, geniigt simtlichen Annahmen, mit Ausnahme 


von 1. (Q besitzt keine Umgebung, deren abgeschlossene Hiille kom- 
pakt ist.) 


Unabhangigkeitsbeispiel fiir 2. WM sei die Menge der Zahlen 
der ersten zwei Zahlenklassen, welche nach wachsenden Zahlen geordnet 
sei. Wir konstruieren folgendermaBen eine Menge M: Wir ersetzen jedes 
Element z von 9%, ausgenommen das erste, durch die Menge 9(z) der 
Punkte der Zahlenebene, fiir die O0< <1, —co<y<+ oo ist; das 
erste Element z von 9% durch die Menge MR(z) der Punkte der Zahlen- 
ebene, fiir die O0< 2<1, —co<y<-+oo ist. Dabei sind die ersetzen- 
den Mengen %t(z) als voneinander verschieden zu betrachten, wenn sie 
fiir verschiedene Elemente z von I% eintreten. Entsprechend mége jeder 
Punkt eines 9(z) auBer den Koordinaten x,y die neue Koordinate z 


(variabel auf 9%) erhalten. M sei die Vereinigungsmenge iiber die Menge 
der %(z). 


Fiir jeden Punkt P(x, y,z) von M betrachten wir das Koordinaten- 
paar (2,z) und ordnen die verschiedenen Paare dadurch, daB wir fiir zwei 
verschiedene Punkte P,(2z,,4,,2,), Py(2%q, Yq, 2%) von M 


(x, 2,) < (2, 2) 
schreiben 


1. wenn 2, <2, (in M), 


2. fiir z, = z,, wenn z,< 2, (in R(z,) = R(z,)). 
Mathematische Annalen. 98. 24 











$54 I. Gawehn. Unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten 


Ist nun P(é, 7,¢) ein Punkt von M, sind c,,c, feste Paarmengen 
(z,z) so, daB 
€, <(&, 6) <e, <(0,(¢+1)) 


gilt, und sind ¢,,c, feste y so, dab 
6<n<c, 
gilt, so nennen wir die Menge der Punkte Q(z, y, z) (2, y, 2 hier variabel), 
fiir die die Relationen 
C,< (2,2) <6, 
G&<y<% 
bestehen, eine Umgebung Ul(P) von P(é, 7, ¢). 

Es ist die Menge M zusammen mit dem Umgebungssystem {WU} 
(System der U1(P)) ein Raum i, fiir den alle Annahmen, ausgenommen 2., 
erfiillt sind. 

Unabhiangigkeitsbeispiel fiir 3. M sei eine Teilmenge eines 
3-dimensionalen Zahlenraumes von folgender Beschaffenheit: M ist die ab- 
geschlossene Hiille einer Menge I, wobei Pt eine Kugelfliche ist, mit 
einer unendlichen Folge sukzessiv — zunachst auf die Kugel; darauf stets 
auf den vorhergehenden, die Kugel nicht beriihrend — aufgesetzter Henkel, 
deren Durchmesser gegen Null abnimmt, und so, daB M+ M ist. 

Das Umgebungssystem {ll} auf M werde erhalten durch Durchschnitt- 
bildung der spharischen Umgebungen mit rationalem Radius des Zahlen- 
raumes mit M. 

8. ist verletzt fiir den Punkt P= M— MN. 

Unabhangigkeitsbeispiel fiir 4. Q sei die Menge der Punkte 
der Rotationsflache, die dadurch erhalten wird, daB folgende Kurve des 
3-dimensionalen Zahlenraumes: 


y =sin + fir +0, |x| <1; y = Intervall [—1, +1] fir z=0, 
z=0 
um die y-Achse des Zahlenraumes rotiert. 


Das Umgebungssystem {ll} auf 32 werde erhalten durch Durchschnitt- 
bildung der sphirischen Umgebungen mit rationalem Radius des Zahlen- 
raumes mit MW. 


4. ist verletzt fiir diejenigen Punkte P von M, fiir die =O ist. 


(Eingegangen am 16. 3. 1926.) 
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Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit’) beschaftigt sich mit der Frage nach dem 
Auftreten von Fixpunkten bei einer eindeutigen stetigen Abbildung S gewisser 
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten auf sich, und zwar der n-dimensionalen 
Sphire ©", des n-dimensionalen Elements €", des n-dimensionalen projek- 
tiven Raumes "*) und eines von endlich vielen G"~* berandeten Bereichs. 


*) Die vorliegende Arbeit ist, in geinderter und erweiterter Form, der erste Teil 
eines Berichtes iiber ,Fixpunktsiitze“, den der Verfasser auf der Danziger Tagung der 
Deutschen Mathematikervereinigung im September 1925 erstattet hat. Der zweite Teil 
des Berichtes, der die Arbeiten von J. Nielsen, Brouwer, J. W. Alexander und Birkhoff 
iiber Fixpunktsiitze bei Flichen héheren Geschlechts behandelt, ist im Protokoll der 
Danziger Tagung (Jahresbericht der D. M.-V. 84, Teil II, 8. 124—130) erschienen. 

*) Die Bezeichnungen 6", €*, ®" werden beibehalten; der obere Index gibt die 
Dimensionenzahl an. 
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Die Abbildung S wird nur als eindeutig und stetig vorausgesetzt und soll 
kurz als Abbildung bezeichnet werden; die weitere Voraussetzung, daB S 
eine eindeutige Umkehrung besitzt, wird nur in Spezialfallen hinzugefiigt 
werden. Fiir die hier zu behandelnden Fixpunktsitze bedeutet die Vor- 
aussetzung topologischer Abbildungen weder bei der Formulierung noch 
beim Beweis eine Vereinfachung, wenn man sich auf die von Brouwer 
entwickelte Theorie des Abbildungsgrades*) stiitzt, in welcher die topo- 
logischen vor den beliebigen eindeutigen stetigen Abbildungen keine aus- 
gezeichnete Rolle spielen. 

Fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die von endlich vielen G*~* 
berandet werden, waren gewisse Fixpunktsitze bisher woh] nur unter der 
doppelten Einschrinkung bekannt, da8 die Dimensionenzahl zwei und die 
Abbildung topologisch ist‘); es werden hier einige Fixpunktsitze bewiesen 
werden, die jene Siatze noch in einer weiteren Hinsicht als Spezialfille 
umfaBen. Die Fixpunktsitze fiir die 6", das €" und den $" gehen be- 
kanntlich auf Brouwer®) zuriick. Wenn ich dennoch diese Siatze simtlich 
mit Beweisen veréffentliche, so geschieht das nur mit Riicksicht auf die 
Einheitlichkeit, die mir der ausschlieBlich mit dem Abbildungsgrad operie- 
renden Beweisfiihrung innezuwohnen scheint. 

Da die wichtigsten Saitze aus der Theorie des Abbildungsgrades im 
folgenden stindig gebraucht werden, so werden sie, jedoch ohne Beweis, 
vorausgeschickt. Darauf wird die Theorie des Index eines Fixpunktes, 
die die Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen bildet, ausfiihrlich ent- 
wickelt. Als Anwendungen ergeben sich zunichst der erste Fixpunktsatz 
fiir die ©", welcher eine notwendige Bedingung dafiir angibt, da8 eine 
Abbildung der ©" auf sich fixpunktfrei ist, der Fixpunktsatz fiir das €* 
sowie schlieBlich zwei Fixpunktsitze fiir den $8", deren einer fiir gerades, 





*) L. E. J. Brouwer, , Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten“, Math. Annalen 71 
(1912), 8. 97-115; , Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“*, ebenda 8. 320—327. Diese 
Arbeiten werden im folgenden als BI und B II zitiert. 

*) Brouwer, ,Uber die topologischen Schwierigkeiten des Kontinuitatsbeweises 
der Existenztheoreme eindeutig umkehrbarer polymorpher Funktionen auf Riemann- 
schen Flichen“, Géttinger Nachrichten 1912, 8. 603-606; ,Ober die periodischen 
Transformationen der Kugel“, Math. Annalen 80 (1919), 8S. 39-41. B. von Kerékjarté, 
»Uber Transformationen ebener Bereiche“, Kon. Akad. v. Wetenschappen te Amster- 
dam, Verslag 28 (1919); ,Vorlesungen iiber Topologie I“, Berlin, Julius Springer, 
1923, 8. 191-201. 

*) BI, BIL Ferner: ,,Uber eineindeutige stetige Transformationen von Flichen 
in sich I, VII, Amsterdamer Proceedings 11 (1909), S. 788; 22 (1920), S. 811; ,Uber ein- 
eindeutige stetige Transformationen von Flichen in sich“, Math Annalen 69 (1910), 
8. 176—180; ,On continuous vector distribution on surfaces I, III“, Amsterdamer Procee- 
dings 11 (1909), S. 850; 18 (1910), S. 171. 
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deren anderer fiir ungerades n gilt. Es folgt die Herleitung des zweiten 
Fixpunktsatzes fiir die G", einer Formel fiir die Summe der Indizes der 
bei einer Abbildung der G” auf sich auftretenden Fixpunkte. Mit Hilfe 
dieses Hauptsatzes werden Fixpunktsitze fiir Bereiche bewiesen, die von 
endlich vielen G*~* berandet werden, und zwar unter der einschrankenden 
Voraussetzung, da8 die zugrunde gelegte eindeutige stetige Abbildung einen 
inneren Punkt stets wieder in einen inneren Punkt, einen Randpunkt stets 
wieder in einen Randpunkt iiberfiihrt. AuBerdem lassen der erste und 
der zweite Fixpunktsatz fiir die ©" je eine Folgerung auf die auf einer 
©” gelegenen stetigen tangentiellen Vektorfelder zu. In denjenigen Fallen, 
in denen ein Fixpunktsatz, wie der erwahnte erste Satz fiir die ©", in 
der Form einer notwendigen Bedingung fiir das Nichtauftreten eines Fix- 
punktes erscheint, wird am Beispiel gezeigt, daB es wirklich den Be- 
dingungen des Satzes geniigende fixpunktireie Abbildungen gibt. 


§ 1. 
Bezeichnungen. Hilfssitze iiber den Abbildungsgrad. 


Unter einem n-dimenstonalen Element ©" versteht man das topo- 
logische Bild eines n-dimensionalen Simplex ¥* des n-dimensionalen eukli- 
dischen Raumes §"; unter den Eckpunkten und den »-dimensionalen 
Seiten (0 < »< n—1, die Ecken sollen auch als (-dimensionale Seiten 
aufgefaBt werden) eines ©” sollen die Bilder der Eckpunkte bzw. der 
y-dimensionalen Seiten des £" verstanden werden. Ein spezielles &* ist 
die Menge der Punkte des Rt", die in rechtwinkligen cartesischen Koordi- 
naten der Bedingung 

Sat <1 

v=1 
geniigen. Eine n-dimensionale Mannigfaltigke:t MN" ist im Sinne Brouwers *) 
ein eine zusammenhingende Punktmenge bildendes System von &", die zu 
je zweien entweder keinen Punkt oder nur eine ganze »-dimensionale 
Seite (0<»<n—1) und damit auch alle in dieser Seite enthaltenen 
Seiten niedrigerer Dimension gemein haben; auBerdem miissen in jedem 
Eckpunkte die dort anstoBenden ©" sich in derselben Weise zusammen- 
fiigen, wie die %" eines Simplexsterns des R". Die IM” heiBt geschlossen 
bzw. offen, wenn die Anzahl der &* endlich bzw. unendlich ist. 

Die Pradikate orientierbar und nichtorientierbar werden in bekannter 
Weise mit Hilfe der Indikatrix definiert. Dabei versteht man unter der 
Indikatrix eines Elementes eine gewisse Reihenfolge der Ecken mit der 


*) BI, S. 97. 
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MaBgabe, daB jede durch eine gerade Permutation daraus hervorgehende 
Anordnung der Ecken dieselbe Indikatrix darstellt. Auf Grund dieser 
Vorschrift sind nur zwei Indikatrizen eines €" méglich, die als die posi- 
tive und die negative unterschieden werden und deren eine willkiirlich 
wahlbar ist. Die Indikatrix einer orientierbaren §2" wird durch die Indi- 
katrix eines einzigen ©" festgelegt. Andererseits bestimmt die positive 
Indikatrix des €* auch eine positive Indikatrix auf dem Rande: Ist €** 
eine n — i-dimensionale Seite des &" und bildet man eine solche gerade 
Permutation der Ecken des ©", daB die im €*~* fehlende Ecke an letzter 
Stelle steht, so ergeben die ersten Stellen der Permutation die positive 
Indikatrix des €*~*. 

Nach diesen Vorbemerkungen sollen die wichtigsten Sitze aus der 
Theorie des Abbildungsgrades’) formuliert werden. Der Fundamentalsatz 
lautet: 

(1) Jeder eindeutigen stetigen Abbildung S einer geschlossenen orien- 
tierbaren n-dimensionalen Mannig/faltigkeit M" *) auf eine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit MP lat sich eine ganze Zahl y zuordnen; diese gibt an, 
daB die Bildmenge IN" jedes Teilgebiet der Mj im ganzen y-mal positiv 
tiberdeckt. Die Zahl y heiBt der Grad der Abbildung S. 

Der Satz wird zunichst fiir eine simpliziale Abbildung L bewiesen. 
Jeder der Bildmenge L(2"), aber nicht dem Bild einer Seite eines 
Originalelementes angehérende Punkt P wird dabei von endlich vielen 
Bildelementen iiberdeckt. Sind unter den letzteren p mit positiver und q 
mit negativer Indikatrix, so ist die Zahl y= p— q in allen Punkten P 
dieselbe. Eine beliebige eindeutige stetige Abbildung S la8t sich durch 
eine gleichmaBig konvergierende Folge von Abbildungen L approximieren; 
da fast allen Abbildungen dieser Folge und ebenso zwei verschiedenen 
derartigen Folgen dieselbe Zahl y zukommt, so stellt y eine Eigenschaft 
der Abbildung S dar. 

Weitere Siatze iiber den Abbildungsgrad sind: 


(2) Der Abbildungsgrad der Identitdt ist gleich +-1. 


(3) Hine Abbildung, die M”" so auf M! abbildet**), dap die Bildmenge 
auf IM? mindestens einen Punkt auslapt, hat den Grad Null. 


» BI, § 1; BIT, § 6. 

*) Die Mannigfaltigkeiten IW" und Mj; miissen auBerdem ,gemessen“, d. h. mit 
Normalkoordinaten versehen sein. Brouwer zeigt, daB jede M2" zu einer gemessenen 
gemacht werden kann (BI 8. 98—100). 

**) Unter einer Abbildung einer M" auf eine My" ist hier und im folgenden eine 
Abbildung der 9%" auf einen unechten oder echten, von der Nullmenge verschiedenen 
Teil der M* zu verstehen. Die entsprechende Bedeutung hat im folgenden die Aus- 
drucksweise: Abbildung einer 9" auf sich. 
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(4) Jede ganze Zahl kann als Grad einer Abbildung auftreten. 

(5) Zwei Abbildungen von IM" auf My}, die derselben Klasse an- 
gehéren, d.h. die sich durch stetige Deformation ineinander iberfiihren 
lassen, haben denselben Grad. 

(6) Fiir ein Produkt von Abbildungen ist der Grad des Produktes 
gleich dem Produkt der Grade: 

Ist S eine Abbildung, die eine geschlossene orientierbare 9" in 
eine geschlossene orientierbare Nf, S, eine Abbildung, die Mf in eine 
Mz *) iiberfiihrt, so wird durch Vermittlung von Mi" auch M* auf My 
abgebildet; bezeichnet man die letztere Transformation durch S, 8, so ist 


7 (S,8)=y(S8,)-7(8). 


Mit Hilfe von (6) beweist Brouwer, da8 der Abbildungsgrad eine 
topologische Invariante, d.h. unabhangig von den zugrunde gelegten sim- 
plizialen Zerlegungen und Messungsskalen, ist. Ferner ergibt sich aus (6): 

(7) Jede topologische Abbildung T einer geschlossenen orientierbaren 
M" hat den Grad +-1 oder —1. 

Ist namlich 7 topologisch, so existiert die zu 7 inverse Abbildung 
T~*, die das Bild M*— 7(M") in M” zuriickfiihrt und der ebenfalls 
ein Grad zugeschrieben werden darf, weil I? als topologisches Bild der 
geschlossenen orientierbaren 3" wieder geschlossen und orientierbar ist: 


9(T)-7(T") = 7 (TT) = 41; 
denn 7’ T ist die Identitét. Also ist: 
y(T) =7(T*)= +1; 


dem positiven Vorzeichen entspricht Erhaltung, dem negativen Umkehrung 
der Indikatrix. 


Unter einer n-dimensionalen Sphdre ©" versteht man die Menge 
der Punkte des R"*', die in rechtwinkligen cartesischen Koordinaten der 
Bedingung 

nt+i 


> (2 — ay)" = 9? 


v= 


geniigen; die Mittelpunktskoordinaten a, werden im allgemeinen samtlich 
gleich Null und der Radius r gleich Eins gesetzt werden. In diesem 
Falle soll die ©" auch als Richtungssphire Gp bezeichnet werden. Die 
antipodische Transformation A” einer S* auf sich ist diejenige Abbildung, 
die jeden Pankt der G” durch den diametralen oder antipodischen Punkt 





®) Die Mz ist nicht notwendig geschlossen und orientierbar. 
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ersetzt; da A” durch n + 1 sukzessive Spiegelungen an den Raéumen z, =a, 

erzeugt wird und da jede Spiegelung den Grad —1 hat, so ist nach (6): 
(8) 7(A™)=(—1)"*". 

Bedeutet S eine eindeutige stetige Abbildung einer 6", so wird in 

bezug auf das Bild S(S") die Ordnung w(Q, S(S")) in jedem nicht auf 

rs gf. gelegenen Punkt Q definiert als der Grad derjenigen Abbildung der 

, auf eine um Q geschlagene & Sphire Sf, die den Punkt P der S* den 


Mba. des Vektors QS(P P) mit der Sf zuordnet **). DaB w vom 
Radius der Sf unabhingig ist, ergibt sich durch Anwendung von (6) und (7). 

Unter einer n-dimensionalen Jordanschen Mannigfaltigkeit 3" soll 
im folgenden das topologische Bild einer n-dimensionalen Sphire ver- 
standen werden; die §” zerlegt nach Brouwer den §t"** in genau zwei 
Gebiete, das Innere und das AuBere™). In bezug auf die §* ist die 
Ordnung » im Punkte Q bis auf das Vorzeichen der Grad derjenigen 
Abbildung der 3" auf eine um Q geschlagene 6", die durch Projektion 
der §" aus Q vermittelt wird, wm hat im Innern den Wert +1, im 
AuBern den Wert Null**). Das Vorzeichen von  hiangt von der auf der 
§" und der S" gewahlten Orientierung ab, iiber die eine im folgenden 
beizubehaltende Festsetzung getroffen wird: Das n + 1-dimensionale Sim- 
plex ¥**’, dessen Ecken der Nullpunkt und die Einheitspunkte der Achsen 
Ty,-++)%,4, des im R"*? gegebenen rechtwinkligen cartesischen Koor- 
dinatensystems sind, bestimme durch diese Reihenfolge der Ecken die 
positive Indikatrix; dadurch ist zugleich fiir die n-dimensionalen Seiten 
des %"** die positive Randindikatrix und mithin auch die positive Orien- 
tierung der S" festgelegt. Die Orientierung der §" werde dann so gewahlt, 
daB das Innere die Ordnung +1 hat; fiir die ©” fallt diese Orientierung 
mit derjenigen durch die positive Randindikatrix zusammen"*). 


§ 2. 
Der Index eines Fixpunktes ‘*). 


Im ®"** sei ein stetiges Vektorfeld & gegeben; bei diesem Feld 
soll es nicht auf die Lange der Vektoren, sondern nur darauf ankommen, 





1”) Im Falle n=1 bezeichnet man die Ordnung auch als den Umlauf der 9? 
um den Punkt P. 

*) Die 3" wird von Brouwer (,,Beweis des Jordanschen Satzes fiir den n-dimen- 
sionalen Raum“, Math. Annalen 71 (1912), S. 314—319) allgemeiner definiert. Fiir die 
vorliegende Darstellung ist die speziellere Fassung der Definition jedoch véllig ausreichend. 

*) BIT, § 4. 

8) Die im § 1 eingefiihrten Bezeichnungen R", M*, ¥", E", S*, 3"; S, T, A™; 
y, @ werden beibehalten; der obere Index gibt die Dimensionenzahl an. 

%*) Der Inhalt dieses Paragraphen weist zahlreiche Ubereinsti 
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Untersuchungen von Brouwer (BI, § 2) und H. Hopf (,,Uber die Curvatura integra 
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da8 in jedem Punkte P eine sich mit P stetig andernde Richtung aus- 
gezeichnet ist, so daB man die Vektoren saémtlich als Einheitevektoren 
annehmen kann. Der im Punkte P angreifende Vektor sei mit v(P) 
bezeichnet, Die Singularitaéten des Feldes sind diejenigen Punkte, in denen 
die Stetigkeit unterbrochen oder iiberhaupt kein Vektor definiert ist. 

Fiir eine Jordansche Mannigfaltigkeit §", auf der keine Singularitat 
des Feldes & gelegen ist — diese Annahme wird im folgenden stets 
gemacht und daher nicht mehr besonders ausgesprochen werden —, wird 
ein Index 1(", B) in bezug auf B definiert: 


(9) Der Index «(3",®B)**) ist der Grad der durch Paralleliiber- 
tragung der Vektoren v(P) vermittelten Abbildung der positiv orientierten 
" auf die Richtungssphare Sp. 

Die durch Paralleliibertragung der Vektoren »(P) vermittelte Ab- 
bildung der §" auf die GR erhilt man, wenn man dem Punkte P der 3" 
denjenigen Punkt P’ der Gg zuordnet, in dem der vom Mittelpunkt O 
der Gf ausgehende, zum Vektor »(P) parallele Halbstrahl die GR trifft. 
Werden alle Orientierungen statt auf die positive auf die negative Indi- 
katrix des #*** bezogen, so bleibt 1(") ungeandert, weil sowohl auf der 
" als auch auf der Gp die Orientierung umgekehrt wird. Dagegen geht 
t($*) in —+(") iiber, wenn die Orientierung nur auf der §” geandert wird. 

J sei ein Punkt des Innern der §"; um J wird eine GS” geschlagen, 
auf der keine Singularitaét des Feldes % liegt, so daB in bezug auf B auch 
der Index +(©") berechnet werden kann. Jeder von J ausgehende Halb- 
strahl trifft die ©" in genau einem, die §”" in mindestens einem Punkt; 
ist P, ein Punkt der §” und P, derjenige Punkt, in dem der Halbstrahl 
JP, die S" trifft, so soll die Menge der Punkte, die in bezug auf min- 
destens eine derartige Strecke P,P, innerer Punkt sind, ohne der §" an- 
zugehéren, mit D bezeichnet werden. Es wird behauptet: 

(10) Es ist x($")=1(S"), wenn die Menge D frei von Singulari- 
tdten des Feldes & ist. 





geschlossener Hyperflichen“, Math. Annalen 95 (1925), 8. 340—367; § 1: Der Index 
eines Ubereinstimmungspunktes zweier Abbildungen). Im Spezialfall der Abbildung 
einer Ebene wird der Index eines Fixpunktes auch behandelt von J. W. Alexander: 
»invariant points of a surface transformation of given class“, Transactions of the Amer. 
Math. Soc. 25 (1923), p. 173—184. Den Begriff des Index eines Fixpunktes verdankt 
man im wesentlichen Poincaré (,Sur les courbes définies par une équation différen- 
tielle III“, Journ. d. math. (4) 1 (1885), p. 167—244) und Bendixson (,Sur les courbes 
définies par des équations différentielles*, Acta Math. 24 (1901), p. 1—88). 

15) Das & soll fortgelassen werden, wenn eine Verwechselung mit einem anderen 
Vektorfelde nicht zu befiirchten ist. 
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Beweis. Fiir jede Strecke P,P, werde der innere Punkt P, mit dem 
Teilverhaltnis ae = r » OStsl, konstruiert; l48t man ¢ stetig das 
Intervall <0, 1) durchlaufen , so wandert P, stetig von P, nach P,. Da 
P, entweder der §" oder der Menge D angehért, so ist der Vektor » (P,) 
in allen Punkten P, definiert. Bei festem ¢ erzeugt die Menge der Vek- 
toren »(P,) durch Paralleliibertragung eine Abbildung S, der %” auf die 
Richtungssphire GR; zum Punkte P, der §” erhilt man den Bildpunkt 
S,(P,) auf der GR als Schnitt der GR mit demjenigen von O ausgehenden 
Halbstrahl, der dem zugehérigen Vektor v(P,) parallel ist. Bei festem ¢ 
gehért nimlich zu jedem Punkt P, genau ein Punkt P, und ein Vektor v (P,). 
S, ist die durch die auf der %" selbst angreifenden Vektoren »(P,) ver- 
mittelte Abbildung. d. h. es ist nach (9): 


7(So) = (3"). 
Die Abbildung S, kann man in zwei Abbildungen zerlegen: in die Pro- 
jektion der §" aus J auf die G* und in die durch Paralleliibertragung 
der auf der G" angreifenden Vektoren » (P,) vermittelte Abbildung der 6* 
auf die Gz Der Grad der letzteren Abbildung ist +(©"), der der ersteren 
die Ordnung w(J) von J in bezug auf die §*, also wegen der Wahl der 
Orientierung gleich +1. Mithin ist nach (6): 


y(S,) = w(J)-t(S") = 1(S"). 
Da andererseits die Abbildungen S, und S, derselben Klasse angehéren, 


so ist nach (5): 
7 (S.)=7(8,) 


t(3") =1(S"). 
Auf Grund von (10) wird die Berechnung des Index fiir eine beliebige 
3” auf die fiir eine ©" zuriickgefiihrt. 

(11) Liegt im Innern der §" keine Singularitdt des Vektorfeldes und 
ist die 3" konvex, so ist 1(3")=0. 

Beweis. Man konstruiere eine ganz im Innern der §" liegende SG” mit 
dem Mittelpunkt J; durch die Voraussetzungen von (11) ist auch die Voraus- 
setzung von (10) erfiillt, so daB x(") = r(G") ist; es geniigt daher zu zeigen, 
daB r(S") = 0 ist. Das Vektorfeld ist nach Voraussetzung im ganzen Innern 
der ©" stetig und singularitatenfrei; man kann daher den Radius der 6” 
so klein wahlen, daB die auf der G" angreifenden Vektoren sich von dem 
in J eangreifenden Vektor »(J) um beliebig wenig unterscheiden. Die 
durch diese Vektoren vermittelte Abbildung der ©" auf die GR kann die 
Gp jedenfalls nicht vollstindig itiberdecken und hat daher nach (3) den 
Grad Null, so daB (11) bewiesen ist. 


und folglich: 
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Eine ©” werde durch emen ft" in zwei Kalotten &", RI zerlegt; 
R? und das im Innern der G" liegende Stiick r" des §" zusammen 
bilden eine $7" (»=1,2). Liegt weder auf der G" noch auf dem r" 
eine Singularitét des Vektorfeldes 8, so kann man in bezug auf B den 
Index fiir die 6", Sy", Gs" bestimmen; wird die Orientierung fiir alle drei 


Mannigfaltigkeiten so gewahlt, daB das Innere die Ordnung +1 hat, 
so gilt: 


(12) 1(S") =2(37) + 1(32)- 


Beweis. Zunichst erkennt man auf Grund der Wahl der Orien- 
tierung, daB das Raumstiick r" von der §* und von der $,° genau die 
entgegengesetzte Indikatrix empfangt. Die auf der 3 angreifenden Vek- 
toren von &% bewirken durch Paralleliibertragung eine Abbildung S, der 
3 auf die Sz (vy =1, 2). Das x” erfihrt dabei beide Abbildungen S,, S,, 
die auf dem r” durch dieselben Vektoren vermittelt werden. Da aber das 
rt" bei S, entgegengesetzt orientiert ist wie bei S,, so entspricht jeder 
Uberdeckung der Gf mit Bildpunkten des r" bei der Abbildung S, genau 
die entgegengesetzte Uberdeckung bei S, und umgekehrt. Durch Addition 
der Abbildungsgrade von S, und S,, d.h. der Indizes 1($j') und 1(,), 
fallt also das gemeinsame Raumstiick r" heraus, uad es bleibt der Grad 
der durch die auf den Kalotten &/' und &!* angreifenden Vektoren ver- 
mittelten Abbildung der ©" auf die Gz. Dieser Grad ist aber gleich 
1(6"). 

Die Formel (12) kann ohne weiteres auf den Fall ausgedehnt werden, 
daB die ©” durch endlich viele zueinander parallele i" zerlegt wird, so- 
fern die im Innern der ©" gelegenen Stiicke der R" simtlich frei von 
Singularitaten des Feldes & sind. 

Ist F eine isolierte Singularitét des Vektorfeldes @, so laBt sich eine 
Umgebung von F so bestimmen, daB sie keine weitere Singularitét von 
& enthalt. Fiir eine ganz dieser Umgebung angehérende, F im Innern 
enthaltende §”" berechne man den Index 1("); dieser ist nach (10) 
gleich dem Index einer ©" mit dem Mittelpunkt F, deren Radius kleiner 
ist als die untere Grenze der Abstiinde des Punktes F von den iibrigen 
Singularitaten: +($")=1(G"). Da also je zwei n-dimensionale Jordan- 
sche Mannigfaltigkeiten, auf denen keine, in deren Innengebieten F als 
einzige Singularitét von B gelegen ist, in bezug auf B denselben Index 
haben, so stellt dieser eine Eigenschaft der Singularitét dar und heibt 
der Index der Singularitat F: 


(13) t(F) =1(§"). 
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Durch Anwendung von (12) ergibt sich der Satz: 
(14) Wenn das Innere einer S" die Singularitaten F,, F,, ..., F 


des Vektorfeldes & enthalt und wenn auf der ©" und in ihrem Innern 
keine weitere Singularitat von & gelegen ist, so ist 


t(S") = » t(F,)- 
ual 

Beweis. Durch m—1 lineare n-dimensionale Raiume, die unter- 
einander parallel angenommen werden kénnen, kann man m Jordansche 
Mannigfaltigkeiten %",..., Sm, deren jede entweder von einer Kalotte 
der S" und einem linearen Raumstiick oder von einer Zone der G" und 
zwei linearen Raumstiicken gebildet wird, so bestimmen, da8 im Innern 
jeder $ nur die Singularitét F,, auf der $2 aber keine Singularitét von 
B gelegen ist. Aus (12) folgt: 


1(S")= (3) ’ 
da nach (138) 

«(3 ) = t(F,) 
ist, so ergibt sich die behauptete Formel. 


Zu einer eindeutigen, stetigen, im R"*’ oder einem Gebiet des R"*’ 
definierten Abbildung P’ = S(P) erhalt man ein stetiges Vektorfeld &(S), 
wenn man in jedem Originalpunkt P die Richtung des nach dem Bild- 


punkt P’ zeigenden Vektors PP’ auszeichnet. %(S) wird in denjenigen 
und nur in denjenigen Punkten singulair, die der Beziehung P= S(P) 
geniigen, die also Fixpunkte der Abbildung S sind. Jeder §", die durch 
keinen Fixpunkt von S geht und ganz dem Definitionsbereich von S an- 
gehért, kann man in bezug auf das durch S definierte Vektorfeld B(S) 
einen Index 1(", B(S)) zuordnen, fiir den selbstverstindlich die Satze 
(10), (11), (12) gelten und der auch als der Index der §" in bezug auf 
die Abbildung S bezeichnet werden soll. 

In jedem bei der Abbildung S§ nicht festbleibenden Punkte P sei ein 
stetig differenzierbarer einfacher Bogen §(P) definiert, der P mit dem 
Bildpunkt P’ verbindet; der von P ausgehende Tangentialvektor des 
Bogens 8(P) sei w(P). Bildet die Menge der Bogen 8(P) eine stetige 
Schar und dndern sich die Vektoren w(P) stetig mit P, so definieren die 
Vektoren w(P) ein stetiges Vektorfeld Y8(S), das ebenso wie das Feld 


B(S) der Vektoren »(P) = PP’ der Abbildung S zugeordnet ist und nur 
in den Fixpunkten von § singular wird. Es wird behauptet: 


(15) 1(3", B(S)) = r(", WiS)). 
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Beweis**). Die dem Vektorfeld @(S) bei der Paralleliibertragung 
entsprechende Abbildung der §" auf die Gp sei mit X,, die dem Feld 
%&(S) entsprechende mit X, bezeichnet. Da nach (9) 


(3", B(S))=7(X,), — «(J", WS) = v (KX) 

ist, so ist nur zu zeigen, daB die Abbildungen X,, X, derselben Klasse 
angehéren. Dazu betrachte man denjenigen Punkt P, des Bogens (P), 
fiir den die Bogenlingen PP, und P,P’ sich wie t: 1 —¢ verhalten; laSt 
man ¢ das Intervall <1,0) durchlaufen, so geht der Vektor PP’ =»(P) 
stetig iiber die Lage PP, in den Tangentialvektor w(P) und mithin die 
Abbildung X, stetig in die Abbildung X, iiber. 

Ist die zugrunde gelegte Abbildung speziell eine auf der §” definierte 
topologische Abbildung: P’=T(P), so erzeugt 7 das Feld 8 —&(T) 
der Vektoren PP’, die inverse Abbildung 7’~* das zu & diametrale Feld 


B=—B(T~*) der Vektoren P’P. Kine durch keine Singularitét von B 
gehende §" hat zum Bild eine durch keine Singularitét von % gehende 
Jordansche Mannigfaltigkeit 3’" = T(3"); es besteht die Beziehung*’): 
(16) r(¥’", B) =(—1)**"- p(T) -2(9", B). 

Dabei ist nach (7) y(7’)= +1, je nachdem 7 die Indikatrix erhilt oder 
umkehrt. 

Beweis. Das Vektorfeld & vermittelt durch Paralleliibertragung eine 
Abbildung X der §” auf die Sf, B ebenso eine Abbildung X’ der %”* 
auf die Gg; durch 7 geht die %" in die §’" tiber. X und X’T sind 
zwei Abbildungen der 3” auf die SR; da die Vektorfelder 8, B zueinander 
diametral sind, so sind die durch X einerseits, durch X‘7’ andererseits 
auf der Gp entworfenen Bilder der §" ebenfalls zueinander diametral. 
Fiihrt man also nach der Abbildung X noch die antipodische Trans- 
formation A” der Gf auf sich aus, so werden diese beiden Bilder identisch: 

A™X = X'T. 
Geht man zu den Abbildungsgraden iiber, so erhailt man nach (6), 
(9), (8), (7): 
y(A™)y(X) = 7(X’)7(T), " 
y(X)=2(3",B),  (X’)=1(J", B), 
(*)) _ (7, ®t? mn meyer 
r(A™)=(—1)™,  v(T)=+1= FH) 
1%) H. Hopf, loc. cit. 
1) J. W. Alexander (loc. cit.) gibt diese Formel im Falle n = 1 insofern unkorrekt 


an, als er stets 1(3’*, ®)=+(3*, B) setzt, ohne Riicksicht darauf, ob 7 die Indi- 
katrix erhilt oder umkehrt. 
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und folglich: 
(3, B) =(—1)"**-7(7)-2(3", B). 

Damit ist (16) bewiesen. 

SchlieBlich soll der Index eines Fixpunktes definiert werden: 

(17) Definition. Unter dem Index t(F) eines isolierten Fixpunktes F 
einer Abbildung S versteht man den Index der singuldren Stelle F in 
bezug auf das durch S erzeugte Vektorfeld B(S8). 

Fiir den Index r(F') — zur Vermeidung von Verwechslungen kann 
auch t(F,%(S)) geschrieben werden — gelten die Satze dieses Paragraphen. 


§ 3. 
Der erste Fixpunktsatz fiir die S”. 
Der Fixpunktsatz fiir das €”. 


Die Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen lassen einige einfache An- 
wendungen zu; als die SG" kann dabei stets die Gg genommen werden. 

(18) Hine n-dimensionale Sphare S" hat in bezug auf das Feld der 
inneren Normalen den Index (—1)"**. 

Denn die durch die inneren Normalen vermittelte Abbildung der 6" 
auf sich ist die antipodische, und deren Grad ist nach (8) gleich (—1)**’. 

(19) Hine GS” hat in bezug auf ein Vektorfeld, das auf der S" an- 
greift, singularitdtenfrei ist und iiberall in das Innere der S" zeigt, den 
Index (—1)***. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB das gegebene Vektorfeld & stetig 
in das Feld 9 der inneren Normalen deformiert werden kann. Der im 
Punkte P der ©” angreifende Vektor »(P) von B zeigt in das Innere 
der SG" und trifit die SG" zum zweiten Male in einem stets von P ver- 
schiedenen Punkte Q; die innere Normale n(P) trifft die 6” zum zweiten 
Male in dem zu P diametralen Punkte P. Ist Q von P verschieden, so 
ist der auf der G" liegende, durch Q und P gehende GroBkreis QP ein- 
deutig bestimmt. Die 8 in § iiberfiihrende Deformation ergibt sich nun 
so: Ist Q mit P identisch, so lasse man Q in Ruhe; ist Q von P ver- 
schieden, so lasse man Q auf demjenigen Bogen des GroBkreises QP, der 
kleiner als x ist, in der Zeit Eins sphirisch gleichférmig nach P wandern "*). 


1*) Der Satz (19) ist ein Spezialfall des Theorems von Poincaré-Bohl, welches 
besagt: Zwei Abbildungen S, und S, einer geschlossenen orientierbaren I" auf die 
6S" gehéren zur selben Klasse, wenn es keinen Punkt der M* gibt, der durch S, und 
S, in ein Paar diametraler Punkte von S*-iibergefiihrt wird; also ist nach (5): 
7 (S.) =7(8,). 


(Fortsetzung der FuBnote '*) auf n&cheter Seite.) 
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Eine unmittelbare Folgerung aus (19) ist **): 

(20) Der erste Fixpunktsatz fiir die n-dimensionale Sphdre: Hine 
eindeutige stetige fixpunkifreie Abbildung S der ©" auf sich hat den 
Grad (— * ay 

Denn ist P’ = S(P) eine fixpunktfreie Abbildung der S" auf sich, 
so ist das durch S auf der ©" definierte Feld @(S) der Vektoren PP’ 
stetig, singularitatenfrei und wegen der Konvexitaét der ©” stets in das 
Innere gerichtet. Es hat also nach (19) der Index 1(6", B(S)) den 


Wert (—1)"**, und dieser Index ist nach (9) mit dem Abbildungsgrad 
von § identisch: 
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y(8)=(—1)"*7. 

Das Feld &(S) la8t sich, wie im Beweis von (19) gezeigt wurde, 
stetig in das zur antipodischen Transformation A™ gehérende Feld der 
inneren Normalen iiberfiihren; man kann also (20) auch folgende Fassung 
geben *): 

(21) Hine eindeutige stetige fixpunktfreie Abbildung der S” auf sich 
gehért zur Klasse der antipodischen Transformation A™. 

A™ selbst ist das Beispiel einer fixpunktfreien Abbildung. 





Obwohl das Theorem in dieser allgemeinen Porm nicht angewendet werden wird, 
sei es doch hier kurz bewiesen: Es ist eine stetige Deformation herzustellen, die S, 
in S, iiberfiihrt. Ist P ein beliebiger Punkt der wy", so sind seine auf der 6” 
gelegenen Bilder S,(P) und S,(P) nach Voraussetzung nicht zueinander diametral. 
Der durch 8,(P) und S,(P) gehende, auf der S” gelegene GroBkreis g ist also ein- 
deutig bestimmt, sofern S,(P)+S,(P) ist. Man lasse den Punkt S,(P) im Falle 
S,(P) =8,(P) in Ruhe; im Falle S,(P) + S,(P) lasse man ihn auf demjenigen Bogen 
von g, welcher < z ist, stetig mit der Geschwindigkeit Eins in den Punkt S,(P) wandern. 

Unter Benutzung von (9) kann man das Theorem von Poincaré-Bohl auch so 
wenden: Eine geschlossene orientierbare 92” hat in bezug auf zwei Vektorfelder &,, B, , 
die auf ihr stetig, singularitétenfrei und in keinem Punkte zueinander diametral sind, 
denselben Index: 1+(M*, B,)=1(M*,B,). Das Theorem von Poincaré-Bohl findet 
sich z.B. bei: J. Tannery, Introduction a la théorie des fonctions d’une variable réelle, 
2. éd., t. IL; Note de J. Hadamard, Sur quelques applications de l’indice de Kronecker, 
p. 4387 —477. 

) Fiir beliebiges n: BI, S. 114; J. W. Alexander, ,On transformations with in- 
variant pointe“, Transactions of the Amer. Math. Soc. 28 (1922), p. 89—95. Fiir n= 2: 
Hadamard, loc. cit. Kerékjarté (Topologie I, 8.193 und Math. Annalen 80 (1919), 
8. 29—32) beweist den Satz nur fiir topologische Transformationen einer 6* auf sich. 

%°) Die Fassung (21) ist nur scheinbar schirfer als (20). Denn Brouwer (,,Ober 
eineindeutige stetige Transformationen von Flachen in sich V“, Amsterdamer Proceedings 
15 (1912), 8.852) hat gezeigt, daB zwei Abbildungen der 6* auf sich zur selben 
Klasse gehéren, wenn sie denselben Grad haben. H. Hopf (,,Abbildungsklassen n-dimen- 
sionaler Mannigfaltigkeiten*, Math. Annalen 96 (1926), 8. 209—224) hat diese Tatsache 
neuerdings fiir Abbildungen jeder geschlossenen orientierbaren 2” auf die 6* be- 
wiesen. 
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(20) besagt, daB eine Abbildung der GS" auf sich mit einem von 
(—1)*** verschiedenen Grad mindestens einen, eine Abbildung der S* auf 
sich vom Grade (—1)*** dagegen nicht notwendig einen Fixpunkt hat. 

Bezeichnet man einen Punkt, der bei eines Abbildung der G* auf sich 
in seinen Antipoden iibergeht, als einen antipodischen Punkt, so laBt sich 
als unmittelbare Folgerung von (20) weiter aussagen: 

(22) Hine Abbildung S der S" auf sich, die keinen antipodischen 
Punkt aufweist, hat den Grad +1. 

Wendet man namlich nach S ruch die antipodische Abbildung A” 
der S" auf sich an, so mu8 die Abbildung A” § fixpunktfrei und also 
nach (20) vom Grade (— 1)*** sein: 

y (A™ 8) aad (— 2. 
wahrend andererseits nach (6) und (8) 
7(A™S) = 7(A™) (8) = (— 1)*** (8) 
ist. Mithin ergibt sich 
y(S)=+1. 

(20) und (22) zusammen lassen folgenden Schlu8 zu: 

(23) Wenn eine eindeutige stetige Abbildung S einer S" auf sich 
weder einen Fixpunkt noch einen antipodischen Punkt aufweist, dann ist 
die Dimensionenzahl n ungerade. 

Denn y(S) muB nach (20) den Wert (—1)"**, nach (22) den Wert 
+1 haben, so daB n-+-1 gerade, also n ungerade ist. 

(23) besagt, daB jede Abbildung einer S*™ auf sich mindestens einen 
Punkt in sich selbst oder in den diametralen iiberfiihrt. Dagegen kann 
man eine Abbildung einer 6*”*’ auf sich angeben, die weder einen Fix- 
punkt noch einen antipodischen Punkt aufweist: Sind z,,...,2,,,,, die 
rechtwinkligen Koordinaten des Originalpunktes P, xj, ..., Zjm+2 die des 
Bildpunktes P’, so wird eine solche Abbildung durch die orthogonale Trans- 
formation 


Ben1= 
(24) ni ‘ert o=0,1,...,m 
T20+2= — Teo+1 
gegeben, deren Matrix nur die Eigenwerte +7, —¢ und zwar jeden in 


der Vielfachheit m +-1 besitzt. 

Der Satz (23) la8t eine Anwendung auf die auf einer G" gelegenen 
stetigen tangentiellen Vektorfelder zu; bei einem solchen ist auf der 6” 
in jedem Punkt, mit Ausnahme der Singularitaten, stetig eine tangentielle 
Richtung ausgezeichnet. Es gilt der folgende Satz **): 





™) BI, 8. 112; On continuous vector distributions on surfaces I, IIL. 
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(25) Hin stetiges tangentielles Vektorfeld auf einer Sphdre gerader 
Dimension hat mindestens einen singuldren Punkt. 

Beweis. Die Annahme eines stetigen tangentiellen singularitaten- 
freien Vektorfeldes auf einer ©” fiihrt sofort zum Widerspruch gegen (23). 
Wire nimlich in jedem Punkt der G*” eine tangentielle Richtung aus- 
gezeichnet, so kénnte man jeden Punkt P der ©” lings desjenigen auf 
der S*™ gelegenen GroBkreisbogens, der den in P vorgeschriebenen Tan- 


gentialyektor zur Anfangsrichtung hat, um 3 fortriicken und somit eine 


Abbildung der G*™ auf sich herstellen, die weder einen Fixpunkt noch 
einen antipodischen Punkt aufweist. 

Da8 auf einer G*”** stetige tangentielle singularitatenfreie Vektor- 
felder méglich sind, lat das Beispiel (24) erkennen: Zu einer Abbildung 
P’ = 8(P) einer GS” auf sich kann man dadurch auf der G” ein stetiges 
tangentielles Vektorfeld herstellen, daB man den durch P und P’ gehen- 
den, auf der S” gelegenen GroBkreis zieht und in P die Anfangsrichtung 
desjenigen Bogens PP’ dieses GroBkreises auszeichnet, der kleiner als 2 
ist. Das Vektorfeld wird in den Fixpunkten und in den antipodischen 
Punkten von S, aber sonst nicht, singular. Da (24) eine Abbildung einer 
S*"** auf sich darstellt, die weder einen Fixpunkt noch einen anti- 
podischen Punkt aufweist, so ist das nach diesem Verfahren konstruierte 
zugehérige tangentielle Vektorfeld singularitatenfrei. 

SchlieBlich soll bewiesen werden **): 


(26) Der Fixpunktsatz fiir das n-dimensionale Element &": Jede 
eindeutige stetige Abbildung des ©" auf sich besitzt mindestens einen 
Fixpunkt. 


Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir ein spezielles ©" zu fiihren: 
denn die Eigenschaft einer Abbildung, Fixpunkte zu besitzen oder fixpunkt- 
frei zu sein, ist gegeniiber topologischen Abbildungen invariant®*), Als &" 


*) BI, 8.115; Hadamard, les. cit., 8.472; J. W. Alexander (in der in *) zitierten 
Arbeit). Kerékjarté [vgl. FuBnote **)] beweist den Satz nur fiir topologische Abbildungen 
eines €* auf sich. Wahrend der Drucklegung der vorliegenden Arbeit ist erschienen: 
R. Wavre et A. Bruttin, ,Sur une transformation continue et l’existence d’un point 
invariant“; C. R. 183 (1926 Il), p. 848—845. In dieser Note wird — iibrigens ohne 
jeden Hinweis auf die Literatur — der Fixpunktsatz fiir das €* bewiesen. 

*3) Ist P’=S(P) eine Abbildung einer Punktmenge & auf sich und wird % 
durch die topologische Abbildung J7=T(P), P=T~*(J7) in eine Punktmenge A 
iibergefiihrt, so entspricht der Abbildung S von & in sich die Abbildung SY =7S7~? 
von A in sich: 

I’ = 7(P’)=T8(P)=TST~1(N). 
Der Punkt @ ist dann und nur dann Fixpunkt von 2, wenn er vermége 7 einem 
Fixpunkt F von S entspricht. 
Mathematische Annalen. 98. 25 








G. Feigl. 


. ~n-1 
werde eine © 


und ihr Inneres, d. h. die Menge der Punkte des i" ge- 
nommen, die in rechtwinkligen cartesischen Koordinaten der Gleichung 


geniigen. Es werde gezeigt, daB eine eindeutige stetige fixpunktfreie Ab- 
bildung P’ = S(P) dieses ©” auf sich nicht existieren kann. Bildet man 


namlich das zu S gehérige Feld B der Vektoren PP’, so ist dieses auf 
der ©"~* und im ganzen Innern singularititenfrei, wenn S fixpunktfrei ist. 
Fiir den Index 1(6"~*, B) ergeben sich zwei einander widersprechende 
Werte: einerseits ist nach (11) 


1(6""", 8) =0, 


. . ~n-i ° ¥° oi an . 
weil im Innern und auf der S”~* keine Singularitat von B liegt; anderer- 
seits ist nach (19) 


1(6*"', B) =(—1)*, 


weil einem Punkte P auf der G*~' entweder ein davon verschiedener 
Punkt P’ auf der S"~' oder ein Punkt P’ im Inner entspricht, so daB 


~n- 
“~ 


jeder auf der S"~* angreifende Vektor PP’ in das Innere der G"~? zeigt. 


§ 4. 
Fixpunktsatze fiir den $”. 


Der n-dimensionale projektive Raum $8", d.h. die Menge der Ver- 
haltnisse z,:2,:...:%,,,, im denen die z, reelle, nicht samtlich verschwin- 
dende Zahlen sind, ist fiir ungerades n eine orientierbare, fiir gerades n 
eine nichtorientierbare Mannigfaltigkeit™*). Man erhailt den 8” auch, wenn 
man auf einer ©” je zwei diametrale Punkte miteinander identifiziert. 
Umgekehrt stellt die ©" einen zweiblattrigen Uberlagerungsraum des %" 
dar; jedem Punkt des 98" entspricht ein und nur ein Paar diametraler 
Punkte der ©" und umgekehrt. Daraus ergibt sich ein Hilfssatz: 

(27) Die durch die Uberlagerung definierte Abbildung der S" auf 
den %", bei der je zwei diametralen Punkten der S" ein und nur ein 
Punkt des 8" und je zwei verschiedenen Paaren diametraler Punkte der 
5" zwei verschiedene Punkte des 98" entsprechen, hat bei geradem n den 
Grad Null, bei ungeradem n den Grad + 2. 


*) Vgl. z. B.: J. Lense, Uber die Indikatrix der projektiven Riume, Jahres- 


bericht der D. M.-V. 84 (1925), S. 243. 
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Beweis. Ist die S” in rechtwinkligen cartesischen Koordinaten durch 
die Gleichung 


n+l 


S23 =1 
v=1 


gegeben, so wird sie durch die Koordinatenraume 2, = 0 in 2"** spharische 
Simplexe zerlegt, die paarweise zueinander diametral sind. Jeder nicht 
auf dem Rande eines Simplex liegende Punkt des 8" wird von genau 
zwei diametralen Simplexen iiberdeckt. Da je zwei diametrale Simplexe 
auf der S" durch die antipodische Transformation A™ ineinander iiber- 
gefiihrt werden, die vom Grade (—1)"** ist und daher bei geradem n 
Umkehrung, bei ungeradem n Erhaltung der Indikatrix bewirkt, so wird 
jeder Punkt des 8* bei geradem n von einem positiven und einem nega- 
tiven Bildsimplex, bei ungeradem n je nach der Orientierung des 8” von 
zwei positiven oder zwei negativen Bildsimplexen iiberdeckt. Im ersteren 
Fall ist also der Abbildungsgrad gleich Null**), im letzteren gleich + 2. 

(27) wird beim Beweis des folgenden Satzes angewendet: 

(28) Jede Abbildung U der S" auf sich, bei der je zwei diametralen 
Punkten derselbe Punkt entspricht, hat zum Grad eine gerade Zahl. 

Der Beweis ist getrennt zu fiihren, je nachdem n gerade (= 2m) 
oder ungerade (= 2m + 1) ist. 


l. n=2m. 


Wird der zu einem Punkt der S” diametrale Punkt durch Uber- 
streichen bezeichnet, so hat die gegebene Abbildung U die Ejigenschaft 


U(Q) = U(Q). 
Q= A” (Q), 


U(Q) = UA™ (Q) 


identisch in Q gilt. Beim Ubergang zu den Abbildungsgraden erhalt man 
nach (6) und (8) die Beziehung 


y(U) =(—1)"*"-y(0), 


die im Falle n = 2m nur den Schlu8 


Andererseits ist 


so daB die Beziehung 


y(U)=0, also gerade, 
fiir ungerades n dagegen keinen Schlu8 zulaBt. 
2. n=2m-+1. 


25) Die erstere Tatsache ergibt sich, da der %*™ nicht orientierbar ist, auch aus 
dem allgemeinen Satz (BI, S. 106), welcher besagt, daB die Abbildung einer ge- 
schlossenen orientierbaren I" auf eine nicht orientierbare stets den Grad Null hat. 
25* 
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Die Abbildung U, die die diametralen Punkte Q und Q der SG" in 
denselben Punkt Q’ der GS” iiberfiihrt, kann in zwei Abbildungen zerlegt 
werden: In die durch die Uberlagerung definierte Abbildung V der 6" 
auf den $8", bei welcher Q und Q demselben Punkt P des 8" entsprechen, 
und in eine Abbildung W des 98" auf die G", die P in Q’ transformiert: 


U=WYV. 


Bei ungeradem n ist 8” orientierbar, so daB man der Abbildung W einen 
Grad beilegen und (6) sowie (27) anwenden kann: 
y(U)=y7(W)y(V) = +2-y(W), dh. gerade. 

Aus (28) folgt unmittelbar: 

(29) Jede Abbildung der S" auf sich, bei der je zwei diametralen 
Punkten derselbe Punkt entspricht, besitzt mindestens einen Fixpunkt. 

Denn eine Abbildung der G" auf sich besitzt nach (20) héchstens 
dann keinen Fixpunkt, wenn sie vom Grade (—1)"** ist; im vorliegen- 
den Fall ist aber der Grad eine gerade Zahl und also von (—1)"** ver- 
schieden. 


Nach der Erledigung dieser Hilfssitze werde nun eine eindeutige 
stetige Abbildung P’= S(P) des 8" auf sich betrachtet. In der den 8" 
iiberlagernden GS" entspricht dem Punkt P ein Paar diametraler Punkte 
Q,@, dem Punkte P’ ein Paar diametraler Punkte Q’, Q’. Die Abbil- 
dung S des §" auf sich bewirkt mithin in der 6" eine Zuordnung von 
Punktepaaren, die das Paar diametraler Punkte Q, Q eindeutig in das 
Paar diametraler Punkte Q’, Q’ iiberfiihrt. Diese Zuordnung von Punkte- 
paaren 1a8t sich in eine eindeutige stetige Zuordnung von Punkten auf- 
lésen: Ordnet man an einer Stelle dem Punkte Q einen Bildpunkt (Q’ 
oder Q’) zu und fordert man, daB die Abbildung eindeutig und stetig sei, 
so ist durch diese Festsetzungen auf Grund des Monodromiesatzes**) und 
auf Grund der Tatsache, daB sich auf der S” im Fall n > 2**) jede ge- 
schlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammenziehen 1aBt, die Ab- 
bildung auf der ganzen S" festgelegt. Die so auf der G” definierte Ab- 
bildung sei mit U bezeichnet. Fiir U sind folgende zwei Fille denkbar: 
Entweder fiihrt U jedes Paar diametraler Punkte Q,@Q wieder in ein 
Paar diametraler Punkte Q’, Q’ iiber; oder es fiihrt U jedes Paar dia- 
metraler Punkte in einen einzigen Punkt iiber***). 

*8*) Der Monodromiesatz findet sich z. B. bei Kerékjarté, Topologie I, 8. 175. 

**) Der Fall n=1 braucht nicht besonders behandelt zu werden: Der §° ist 
topologisch eine 6*; der Satz (20) mit n= 1_gilt daher auch fiir den Z°. 24 
_  ***) Der erstere Fall tritt ein, wenn Q in Q’ und Q in Q’ oder wenn Q in Q’ und 
Q in Q’ iibergeht; der letztere, wenn Q und Q beide in Q’ oder beide in Q’ iibergehen. 
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Ist F ein Fixpunkt der Abbildung S des %" auf sich und sind G,G 
die Reprasentanten von F im Uberlagerungsraum 6", so wird durch U 
das Paar G, G in sich abgebildet. Einem Fixpunkt F von S§ entspricht bei 
der Abbildung U also im ersten Fall ein Paar zueinander diametraler Fix- 
punkte oder ein Paar zueinander diametraler antipodischer Punkte G, G, im 
zweiten Fall aber ein Fixpunkt und ein antipodischer Punkt. Hat um- 
gekehrt U im ersten Fall einen Fixpunkt bzw. einen antipodischen Punkt G, 
so hat der zu G diametrale Punkt G in bezug auf U denselben Charakter. Hat 
U im zweiten Fall G zum fixen bzw. antipodischen Punkt, so ist G ein anti- 
podischer bzw. fixer Punkt in bezug auf U. Mithin ist der dem Paar G,G 
der ©" entsprechende Punkt F des " in allen Fallen ein Fixpunkt von S: 

(30) S besitzt dann und nur dann einen Fixpunkt, wenn U einen 
Fixpunkt oder einen antipodischen Punkt aufweist. 

Nunmehr sollen folgende zwei Fixpunktsitze fiir den 8" *’) bewiesen 
werden : 

(31) Jede eindeutige stetige Abbildung eines projektiven Raumes 
gerader Dimension auf sich besitzt mindestens einen Fixpunkt. 

(32) Jede eindeutige stetige firpunktfreie Abbildung eines projektiven 
Raumes ungerader Dimension auf sich gehért zur Klasse der Identitdt. 

Da der —" orientierbar ist, so kann man der Abbildung des 
°"** auf sich einen Grad beilegen; man kann daher aus (32) die Folge- 
rung ziehen: 

(32) Jede eindeutige stetige fixpunktfreie Abbildung des 8°"*' auf 
sich hat den Grad +-1. 

DaB es wirklich fixpunktfreie Abbildungen des %°"*' auf sich gibt, 
zeigt das Beispiel (24). 

Beweis von (31). Auf Grund von (30) geniigt es zu zeigen, dab 
die Abbildung U, die aus der Abbildung S des $8" auf sich im Uber- 
lagerungsraum ©” erzeugt wird, mindestens einen Fixpunkt oder einen 
antipodischen Punkt aufweist. Da die Dimensionenzahl n gerade ( gleich 2m) 
und U mithin eine Abbildung der S*” auf sich ist, so ergibt sich die 
Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar aus (23). 

Beweis von (32). Damit S fixpunktfrei ist, ist nach (30) not- 
wendig und hinreichend, daB U weder einen Fixpunkt noch einen anti- 
podischen Punkt besitzt. U fiihrt ein Paar diametraler Punkte entweder 
stets in ein Paar diametraler Punkte oder in einen einzigen Punkt iiber. 
Da aber U nach (29) im letzteren Fall nicht fixpunktfrei ist, kommt nur 
der erstere in Frage. Es ist also U(Q) = U(Q). 





*7) Brouwer, Amsterdamer Proceedings 22, 8. 814; 29, S. 864, 865, 1133. Fir 
gerades n: J. W. Alexander (in der in ™) zitierten Arbeit). 
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U gehért als fixpunktfreie Abbildung einer ©” auf sich nach (21) 
zur Klasse der antipodischen Abbildung A” und hat, da die Dimensionen- 
zahl ungerade (n = 2m-+-1) ist, den Grad +1. Die Deformation, die U 
in A°™*” jiberfiihrt, kann so vorgenommen werden, daB je zwei Punkte 
Q’, Q’, die als Bilder zweier diametraler Punkte Q,@Q beim Beginn der 
Deformation (tf = 0) diametrale Punkte sind, wahrend des ganzen Defor- 
mationsvorganges, d. h. fiir jeden Wert des Deformationsparameters 1 
(0 <t<1), diametrale Punkte bleiben: Da Q’ = U(Q) weder einen fixen 
noch einen antipodischen Punkt aufweisen soll, so ist der durch Q und Q’ 
gehende, auf der S°”*" liegende GroSkreis fiir alle Originalpunkte Q ein- 
deutig bestimmt; dieser GroBkreis geht auch durch Q und durch Q’ = U(Q). 
Der Bogen (’ Q des von Q iiber Q’ nach Q fiihrenden HalbgroBkreises 
ist kongruent und diametral zum Bogen Q’Q des von Q iiber Q’ nach Q 
fiihrenden HalbgroBkreises. Dreht man den Durchmesser Q’Q’ in der 
Zeit Eins gleichférmig um den Mittelpunkt in die Lage QQ, so geht der 
Punkt Q’ stetig in Q, Q’ stetig in Y iiber, und es sind die Punkte Q’, Q’ 
bei der Bewegung zur selben Zeit ¢ stets zueinander diametral. Geht 
man von der iiberlagernden G°”** auf den $°"*' zuriick, so entspricht 
der Abbildung U die als fixpunktfrei vorausgesetzte Abbildung S des 
°"** auf sich, der antipodischen Transformation A®™*” aber im §°"** 
die Identitit. Die auf der S*"*’ konstruierte Deformation, die U in 
A®"*” iberfiihrt, stellt sich, weil je zwei Punkte, die beim Beginn dia- 
metrale Punkte sind, in allen Phasen des Prozesses zueinander diametral 
bleiben, im 8°"** ebenfalls als eine Deformation dar, und zwar als eine 
Deformation, die S in die Identitaét iiberfiihrt. Die Abbildung S des 
y°"** auf sich gehért also zur Klasse der Identitat, wenn sie fixpunkt- 
frei ist. 


§ 5. 
Bemerkungen iiber stetige tangentielle Vektorfelder auf der S”. 


Es sei auf der S” ein stetiges tangentielles Vektorfeld B gegeben, 
welches nicht notwendig singularitatenfrei ist. Die auf einer auf der ©” 
gelegenen, durch keine Singularitaét von 8 gehenden Jordanschen Mannig- 
faltigkeit j"~* angreifenden Vektoren &(j"~') vermitteln zwar im allge- 
meinen nicht durch Paralleliibertragung eine Abbildung der j"~* auf eine 
S*~*, da die Vektoren B(j"~*) nicht simtlich demselben R" anzugehdren 
brauchen. Einer j*~* kommt also im allgemeinen in bezug auf & kein 
Index zu. Man konstruiere auf der S" eine S*~* mit einem sphirischen 


Radius < ; und bezeichne das kleinere der durch sie bestimmten sphiarischen 


Gebiete als ihr spharisches Inneres. Zu jeder ganz dem sphiarischen Innern 
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. ~n-l 
einer solchen G" 


angehérenden j"', die auSerdem durch keine Singularitit 
von & geht, kann der Index 1(j"~*, B) folgendermaBen bestimmt werden: 
Ist J ein Punkt des sphirischen Innern der j"~* und R"(J) der die S” 
in J berithrende %", so steht auf Grind der Wahl der j"*~* kein Vektor 
B(j"~") auf R" (J) senkrecht, so daB bei der senkrechten Projektion auf 
den R"(J) kein Vektor B(j"~*) singular wird. Die projizierten Vektoren 
vermitteln durch Paralleliibertragung eine Abbildung X der j"*~* auf eine 
n —1-dimensionale Sphire G?~*(J), deren Mittelpunkt der Nullpunkt 
und deren Radius Eins ist und die in einem zu R"(J) parallelen i" 
gelegen ist. Es ist 

(33) y(X) = r(j""', B). 


Um zu zeigen, daB dieser Index von der Wahl des Punktes J unab- 
hangig ist, lasse man J einen ganz dem sparischen Innern der j"~' ange- 
hérenden GroSkreisbogen {= J,J, durchlaufen; f bilde man topologisch 
so auf das Intervall 0<¢t<1 ab, daB t=O und J,, t=1 und J, ein- 
ander entsprechen. Fiir einen beliebigen Punkt J von f fiihre man die 
obige Konstruktion durch und bezeichne alles auf J beziigliche durch An- 
hiingung des zugehdrigen Wertes t: R"(t), S~*(t), X(t). Die SP-*(t) 
liegen fiir alle ¢ aus <0,1) in linearen n-dimensionalen Raumen, die 
simtlich einen linearen n — 1-dimensionalen Raum gemein haben; ein 
Stiick r™-! des letzteren ist dem Innern aller G!~*(t) gemein. Bei der 
Bewegung des Punktes J von J, nach J, dreht sich der zugehdérige Tan- 
gentialraum §i"(t) aus der Lage R"(0) stetig in die Lage R"(1); ent- 
sprechend drehe man jede G?~*(t) um r®-! in die Lage S?"*(1). Be- 
zeichnet man diese Drehung durch D(t), so stellt D(t)-X(t) eine Ab- 
bildung der j"~* auf die S**(1) dar. D(1) ist die Identitét. Da in 
der Projektion der Vektoren B(j*"*) auf R*(t) fiir kein ¢ eine Singu- 
laritét vorkommt und da R"(t) sich stetig mit ¢ andert, so gehdren die 
Abbildungen D(0)-X(0) und X(1) der j*~* auf die G2~*(1) zur selben 
Klasse : 

y(D(0)-X(0)) = y(X(1)). 
Da die Drehung D(0) den Grad Eins hat, so ist gezeigt, daB X(0) und 
X(1) im Grade iibereinstimmen, d. h.: 

(33) Der Index z(j”~*, &) ist unabhingig von der Wah! des Punktes J. 

Die j*~* stimmt mit einer ebenfalls ganz dem sphirischen Innern 
der ©"~* angehérenden Sphire 8"~* nach (10) im Index iiberein, 
wenn eine zur Voraussetzung von (10) analoge Voraussetzung erfiillt ist. 
Den Index 1t(F,%) einer isolierten Singularitat F von B bestimmt man 
analog zu (13) als den Index einer auf der G" gelegenen, um F mit einem 


spharischen Radius <7 geschlagenen 8"~*, die F als einzige Singularitat 
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des Feldes 8 in ihrem sphiarischen Innern enthalt und die durch keine 
Singularitét von @ geht. Der Index der 3*~' ist dabei nach der Defi- 
nition (33) zu bilden. 

Zu einer Abbildung P’= S(P) der SG" auf sich kann man statt 


des Feldes der Vektoren PP’ auch ein zur SG” tangentielles Vektorfeld 
konstruieren, und zwar am einfachsten auf eine der folgenden Weisen: 

(34) Man lege durch P, P’ = S(P) und einen festen, von seinem 
Bild S(N) verschiedenen Punkt N der G" den Kreis und zeichne in P 
denjenigen Vektor aus, der den N nicht enthaltenden Bogen PP’ dieses 
Kreises beriihrt. Das so definierte Vektorfeld, in bezug auf das der 
Punkt N als Pol bezeichnet werde, wird singulir, wenn von den drei 
Punkten N, P, P’ zwei zusammenfallen, also in den Fixpunkten der Ab- 
bildung S (P= P’), in den Originalpunkten des Poles (N = P’) und im 
Pol selbst (N= P); alle drei Punkte kénnen nicht zusammenfallen, da N 
nicht Fixpunkt von S sein soll. 


(35) Man lege durch P und P’ den der SG” angehérenden GroB- 
kreis und wahle als den in P angreifenden Vektor den Tangentialvektor 
desjenigen GroBkreisbogens PP’, der kleiner als a ist. Das Feld weist 
Singularitéten nur in den Fixpunkten und in den antipodischen Punkten 
von S auf (vgl. Beispiel im Anschlu8 an (25)). 

Da8 der Index eines isolierten Fixpunktes F fiir die beiden Erzeu- 
gungsarten des tangentiellen Vektorfeldes derselbe und auBerdem im ersteren 
Fall von der Wahl des Pols unabhangig ist, ergibt sich so: 

Man betrachte zunichst nur das Vektorfeld (34) und lasse den Pol N 
auf einem den betrachteten Fixpunkt F der Abbildung S vermeidenden 
GroBkreisbogen f aus einer Lage N, stetig in eine Lage N, wandern. Um F 


als spharischen Mittelpunkt konstruiere man mit einem spharischen Radius, 


der kleiner als 7 und kleiner als die spharische Minimalentfernung des 


Punktes F von der aus dem Bogen f und den iibrigen Fixpunkten von S 
gebildeten Punktmenge ist, eine auf der S” liegende S*~*. Auf Grund 
der gleichmaBigen Stetigkeit von S laBt sich auf der S” eine Sphire 3"~* 
mit dem sphirischen Mittelpunkt F so angeben, daB sie zusammen mit 
ihrem Bild §(8"~*) ganz dem spharischen Innern der 6"~* angehort. 
Das durch einen den Bogen f durchlaufenden Pol N erzeugte Vektorfeld 
%(N) hat auf der 3"~* fiir keine Lage des Poles eine Singularitat. Last 
man also N von N, auf f stetig nach N, wandern, so wird der auf der 
3"~" angreifende Teil des Vektorfeldes &(N,) stetig in denjenigen des 
Feldes &(N,) iibergefiihrt; folglich 


(34°) «(F, B(N,)) =«(F, B(N,)). 
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Um zu zeigen, daB F in bezug auf ein Vektorfeld @(N) denselben 
Index hat wie in bezug auf das nach (35) durch die GroBkreisbégen er- 
zeugte Vektorfeld $*, konstruiere man um F als sphirischen Mittelpunkt 


eine auf der G* liegende S*~*, deren sphirischer Radius kleiner als 7 


und kleiner als der sphirische Abstand des Punktes F von N und von 
den iibrigen Fixpunkten ist. Ferner soll der sphirische Radius der 6"~* 
so klein gewahlt werden, daB nicht zwei Punkte, die dem sphirischen Innern 
der S"~* angehéren, mit einem Punkt der Strecke NO (O ist der Mittel- 
punkt der G") in gerader Linie liegen. Gibt man auf der 6" eine 
Sphire 3"~" mit dem sphirischen Mittelpunkt F so an, da8 sie zusammen 
mit ihrem Bilde $(8*~*) ganz dem sphirischen Innern der S"~* ange- 
hért, so hat weder das Vektorfeld @(N) noch das Vektorfeld B* auf der 
3"~* eine Singularitét; die die Vektoren des einen und des anderen Feldes 
definierenden Kreisbégen PP’ gehéren ganz dem sphirischen Innern der 


S*~* an, wenn P die 3*~* durchlauft. 


Man lasse nun einen Punkt H stetig auf der Strecke NO von N 
nach O wandern. Ist P ein Punkt der 3"~*, so kénnen die drei Punkte 
H, P, P’ auf Grund der iiber die S*~* gemachten Annahmen fiir keine 
Lage von H und fiir keine Lage von P derselben Geraden angehéren, so 
daB die durch H, P, P’ gehende Ebene eindeutig bestimmt ist. Mithin 
kann man zu jedem H ein auf der 3"~* angreifendes, zur 6" tangentielles, 
singularitatenfreies Vektorfeld 2%8(H) konstruieren, wenn man in P den 
Tangentialvektor desjenigen Bogens PP’ des durch die Ebene HPP’ aus 
der 6” ausgeschnittenen Kreises auszeichnet, der ganz dem sphirischen 
Innern der G"~* angehért. Fiir H=WN ist das Feld %8(H) identisch 
mit dem auf der 8"~* angreifenden Teil des Feldes &(N), fir H=O 
mit demjenigen des Feldes %*; es wird also bei der Bewegung des 
Punktes H von N nach O der auf der 3"~* angreifende Teil von %(N) 
stetig in denjenigen von %* deformiert, d. h. : 


(35%) «(F, B(N)) =+(F, B*). 


(36) Der Index eines bei einer Abbildung der S" auf sich auf- 
tretenden isolierten Fixpunktes ist unabhdngig davon, ob das zugehdrige 
tangentielle Vektorfeld mit Hilfe von GroBkreisbégen oder mit Hilfe eines 
Poles erzeugt wird, und er ist auch unabhdngig von der Lage des Pols. 

Eine weitere Hilfsbetrachtung betrifft die stereographische Projektion Z, 
durch die die 6" aus dem Nordpol auf denjenigen linearen n-dimensionalen 
Raum §"(0) projiziert wird, der die S" im Siidpol beriihrt. Z ist eine 
topologische Abbildune, wenn man im §"(0) (wie in der Ebene der 
komplexen Zahlen) das Unendliche punktformig annimmt; der "(0) wird 
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dadurch zu einer geschlossenen orientierbaren Mannigfaltigkeit. Durch die 
positive Indikatrix des R"** wird im $"(0) eine Orientierung festgelegt; 
da die stereographische Projektion Z in der Umgebung des Siidpols von 
einer Projektion der ©" aus dem Mittelpunkt auf den 9i"(0) nur wenig 
verschieden ist, so ist diese Orientierung des R" (0) identisch mit derjenigen, 
die durch die stereographische Projektion einer hinreichend kleinen Um- 
gebung des Siidpols von der S" auf den R"(0) iibertragen wird (vgl. § 1. 
letzter Absatz; Bemerkung iiber die Randinkatrix). 

Bezeichnet man mit P einen Punkt der G", mit P- Z(P) **) sein 
Bild im R"(0) bei Z, so entspricht der Abbildung P’ = S(P) der 6” auf 
sich eine Abbildung P’ = Si P)des R"(0) auf sich, und es ist (vgl. Fub- 
note **)): 


37 S=ZS8Z 
Z und Z™ haben nach (7) beide denselben Grad +1; also ist nach (37) 
und (6): 


1 


(37") y(S)=y(8). 


Durch die stereographische Projektion einer auf der S” gelegenen, 
den Nordpol nicht enthaltenden, geschlossenen, orientierbaren, n — 1- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit M@"~* auf den Tangentialraum R"(0); er- 
halt man eine gleichfalls geschlossene und orientierbare m*-". Werden 
die M"~* und die I*~* jede fiir sich orientiert und bezeichnet z die 


n-1 


stereographische Abbildung der M"~* auf die M"~*, so ist nach (7 ): 
(38) y(2)=y(2-')= +1. 


Einer Abbildung s der m"~* auf sich entspricht eine Abbildung § = zsz~' 
der Y""* auf sich, und es ist nach (6) und (38): 


(387) y (8) = (8). 
Ist die 9%"~* speziell eine » — 1-dimensionale Sphire 3"~*, deren 


¢ . a 
spharischer Radius < 7 


so ist das Bild 9"~* — z(IM"~*) — 2z(8""*) eine im R" (0) gelegene n—1- 
dimensionale Sphire 3"~*, deren Mittelpunkt ebenfalls der Siidpol ist. In 
diesem Fall soll das Vorzeichen von y(z) bestimmt werden: Die 8"~* ist 
durch die Orientierung der G*, die 3"~* durch die Orientierung des R"(0) 
orientiert. Auf Grund der obigen Bemerkung iiber die Orientierung des 
R"(0) sind die beiden Orientierungen, die auf der 8"~* einerseits durch 


und deren sphiarischer Mittelpunkt der Siidpol ist, 


**) In diesem und den folgenden Paragraphen sollen alle Bezeichnungen, die 
sich auf die ©” beziehen, bei Ubertragung auf den R” vermége stereographischer 
Projektion mit dem Zeichen « versehen werden. 
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die stereographische Abbildung z der orientierten 3"~* und andererseits 
durch die Orientierung des }i"(0) bestimmt werden, einander gleich, d. h. 


(38*) y(z)= +1. 


Diese Forme! gilt auch fiir die stereographische Projektion z einer auf der 


S" gelegenen 8"~’ auf die im §"(0) gelegene s""*, wenn der Nordpol 
im spharischen AuBern der 8"°* gelegen und wenn der sphirische Radius 


der 3"~* kleiner als 7 ist. Denn die Sphire 3""* kann alsdann auf der 


S" so bewegt werden, daB ihr sphirischer Mittelpunkt der Siidpol wird, 
ohne daB wihrend dieser Bewegung das stereographische Bild der 3"~* 
oder das zur Bestimmung der Indikatrix der 3"~* dienende n + 1-dimen- 
sionale Simplex ausartet, von dem die ersten n-+ 1 Ecken auf der 38""" 


und die letzte Ecke im Mittelpunkt der G” liegt. 


Auf der G" werde nach (34) ein zur Abbildung S gehérendes tangen- 
tielles Vektorfeld B konstruiert, dessen Pol N in den Nordpol gelegt 
werde, der kein Fixpunkt von S sein soll, Durch Z wird &% iibertragen 
in das zur Abbildung S des R"(0) auf sich gehdrende Feld % der Vek- 


toren PP’; denn es entspricht jedem Kreis auf der ©", der durch N 
geht, im §"(0) eine Gerade, und also demjenigen Bogen PP’ eines solchen 
Kreises, der N nicht enthalt, die Strecke PP’. Hat S nur endlich viele 
Fixpunkte F,, (4 = 1, 2,...,m), so hat 8 ebenso viele Fixpunkte F, = Z(F,). 
Es soll gezeigt werden, daB der Index jedes F, in bezug auf das tangentielle 
Vektorfeld @ dem Index des entsprechenden F,, in bezug auf R gleich ist: 


(39) «(F,,B)=7(F,,8); o=1,2,...,m. 


Der Beweis von (39) wird fiir den Fixpunkt F (der Index yu werde 
unterdriickt) und zwar in zwei Schritten gefiihrt. Zunichst werde gezeigt, 
daB der Index «(F, ¥ ) unabhingig von der Wahl des Nordpols, d. h. von 
der Wahl des Zentrums der stereographischen Projektion ist: Man lasse 
den Nordpol auf einem den betrachteten Fixpunkt F vermeidenden GroB- 
kreisbogen f aus einer Lage N, stetig in eine andere Lage N, wandern; 
f bilde man topologisch so auf das Intervall O<t<1 ab, dab t=0 
und N,, ¢=1 und N, einander entsprechen. Um den Fixpunkt F als 
spharischen Mittelpunkt konstruiere man nach der beim Beweis von (34') 
gegebenen Vorschrift eine G"* und eine 8" *. Das durch einen auf f 
liegenden Pol N(t) nach (34) konstruierte tangentielle Vektorfeld 
B(N(t))=B(t) ist dann auf der 3""* fiir alle ¢ aus (0,1) singulari- 
tatenfrei. 

Mit N(t) als Zentrum fiibre man die stereographische Projektion der 
©" auf denjenigen linearen Raum R"(t) aus, der die S” in dem zu N(t) 
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diametralen Punkt beriihrt. Dabei geht die 3"~* in eine im §R"(t) liegende 
8"-*(t), die Abbildung S der S" auf sich mit dem Fixpunkt F in eine 
Abbildung §(t) des R" auf sich mit dem Fixpunkt F(t), das Vektor- 
feld B(t) in das Vektorfeld R(t) iiber, das auf der 3*~* (¢) singularitaten- 
frei ist; den auf der 3"~’ angreifenden Vektoren %(8"~’) entsprechen die 
Vektoren & (8""*(t)). Die Vektoren %(3"-*(t)) vermitteln durch Parallel- 
iibertragung eine Abbildung W(t) der 3"~*(t) auf eine m — 1-dimensionale 
Sphire S?~*(t), deren Mittelpunkt der Nullpunkt und deren Radius Eins 
ist und die in einem zu R’(t) parallelen R liegt. Bezeichnet man wie 
beim Beweis von (331) mit D(t) diejenige stetige Drehung der S?*(t) 
in diee Lage Gf"*(1), die der Bewegung des Punktes N(t) auf f 
nach N, entspricht, so erhalt man fiir jedes ¢ aus (0,1) eine Abbil- 
dung der 3"~* auf die S?~*(1). Diese Abbildung setzt sich zusammen 
aus der stereographischen Projektion z(t), die die 3"~* in die 3"~* (8), 
der Abbildung W(t), die die *~*(t) in die S?~*(t), und der Drehung D (t), 
die die G?~*(t) in die G?~*(1) tiberfiihrt. Da fiir kein ¢ eine Singularitat 
der Vektoren %(3"~'(t)) auftritt und da der R"(t) sich stetig mit ¢ 
andert, so gehéren die Abbildungen D(0)-W(0)-z(0) und D(1)-W/(1)-z(1) 
der 8""* auf die G?~*(1) zur selben Klasse: 


y (D (0)-W(0)-2(0)) = y(D(1)-W(1)-z(1)). 


Nach Definition ist D(1) die Identitét; D(0), z(0), z(1) haben jede, die 
beiden letzteren nach (38°), den Grad +1. Also besteht nach (6) die 
Beziehung : 

y(W(0)) = y(W(1)). 


Diese besagt, daB der Fixpunkt (0) der Abbildung §(0) des R" (0) auf 
sich denselben Index hat wie der Fixpunkt F(1) der Abbildung § (1) des 
R"(1) auf sich. Damit ist zunichst die behauptete Unabhingigkeit des 
Index 1r(#, 8) von der Wahl des Zentrums der stereographischen Projektion 
gesichert. 

Die behauptete Beziehung (39) werde nunmehr fiir den Fall bewiesen, 
da8 der Nordpol N der zu F diametrale Punkt ist, daB also F mit F 
zusammenfallt: Man konstruiere um F als spharischen Mittelpunkt und 


mit einem sphiarischen Radius < z eine auf der ©” liegende, durch keine 


Singularitét des Feldes 8 gehende Sphire 3"~* nebst den darauf angreifen- 
den tangentiellen Vektoren %(3""*). Es lassen sich zwei Abbildungen 
der 3"~* auf diejenige Sphire GR~* angeben, die den Punkt F—F zum 
Mittelpunkt und den Radius Eins hat und die im Tangentialraum Rt" (0) 
von F gelegen ist: Eine Abbildung X,, die durch Paralleliibertragung der 
aus den Vektoren $(3""*) durch orthogonale Projektion auf den *(0) 
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hervorgehenden Vektoren vermittelt wird, und eine Abbildung X,, die sich 
aus der stereographischen Projektion z der 8"~* auf die im R*(0) ge- 
legene 8"~* und aus der durch die Paralleliibertragung der auf der 3°~* 
angreifenden Vektoren $(3"~’) vermittelten Abbildung der 8"~* auf die 
Sz ‘ zusammensetzt. Man erkennt, daB X, und X, zur selben Klasse ge- 
héren. Nach (33) ist: 


y (X,) = 1(8""*,B) = 1(F, 8%), 
nach (6), (38%) und (17): 
y(X,) = 7 (2)-4(3""*, 8) =+1-2(F, B), 
also: 


1(F,B) =1(F, &). 


§ 6. 


Der zweite Fixpunktsatz fiir die S". 


Nach den Vorbereitungen des vorigen Paragraphen kann der folgende 
Hauptsatz**) bewiesen werden: 

(40) Es sei S eine eindeutige stetige Abbildung vom Grade y der 
n-dimensionalen Sphdre auf sich; wenn S nur endlich viele Fixpunkte 
F,, F,,..., F,, mit den Indizes t,,t,,...,T, (m=) aufweist, so ist die 
Summe der Indizes gegeben durch die Formel: 


= n 
St=r+(—1)'. 
ual 


Diese Formel enthalt den ersten Fixpunktsatz (20) fiir die G” als 
Spezialfall: Damit die Abbildung S fixpunktfrei sei, mu8 Ss t, verschwinden, 


also y = (—1)**" sein. _— 

Beweis. Es werde zunichst ein Spezialfall betrachtet: Die GS" sei 
in endlich viele sphirische Simplexe %” zerlegt, deren jedes ganz dem 
spharischen Innern einer auf der ©" liegenden n — 1-dimensionalen Sphire 
angehért und daher in bezug auf die ©" ebenfalls eindeutig ein sphirisches 
Inneres und AuGeres besitzt. S sei eine eindeutige, stetige, auf den %” 
lineare Abbildung vom Grade y der G" auf sich, die die endlich vielen, 
nicht auf dem Rande der X” gelegenen Fixpunkte F,, mit den Indizes 1, 
(u=1,2,...,m) aufweist. 


**) Diese Formel ist zwar von Brouwer (BI, § 2) nicht explizit ausgesprochen, 
aber sehr weit vorbereitet worden. J.W. Alexander leitet sie in der in “) zitierten 
Arbeit fiir den Spezialfall her, daB n = 2 und daB die Abbildung mit Ausnahme endlich 
vieler Windungspunkte eine s-eindeutige ist. Eine Verallgemeinerung der Formel ist 
die von H. Hopf (§ 2 der in ™) zitierten Arbeit) fiir die ,Ubereinstim gszahl“ zweier 
Abbildungen einer geschlossenen orientierbaren M” auf die 6” aufgestellte Formel. 
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Wird als Nordpol N ein Punkt der S” gewahlt, der nicht Fixpunkt 
von S ist, der weder auf dem Rande eines Original- noch eines Bild- 
simplexes und daher im spharischen Innern eines bestimmten Simplex %,;" 
liegt, so hat N nur endlich viele Originalpunkte O, (x =1,2,...,k), die 
sphirisch innere Punkte von k verschiedenen Originalsimplexen X! sind. 
Die Abbildung S ist in einer hinreichend kleinen spharischen Umgebung 
jedes Punktes O, topologisch (sogar linear), und es wird N von den Bildern 
dieser X* und von keinem weiteren Simplexbild iiberdeckt. Andererseits 
hat N genau einen Bildpunkt S(N)= N’. Mit N als Pol wird auf der G" 
nach (34) das tangentielle Vektorfeld 8 konstruiert, welches nur die fol- 
genden Singularitaten besitzt: 

1. die Fixpunkte F, (u=1,2,...,m), 
2. die Originalpunkte O, von N (x=1,2,...,&), 
3. N. 

Nunmehr wird die 6" durch die in (37) betrachtete stereographische 
Projektion P= Z(P) auf den im Siidpol N beriihrenden ebenen Raum i” 
abgebildet, in dem das Unendliche punktférmig vorzustellen ist. Es ent- 
spricht: der Zerlegung der S" in die endlich vielen Simplexe X” eine Zer- 
legung des §t” in ebenso viele Elemente #", die von Stiicken n — 1-di- 
mensionaler Sphiren begrenzt werden; der Abbildung P’ = S(P) der SG" 
auf sich die Abbildung P’ = §(P), 8 = ZSZ~* des R" auf sich, die 
auf den %* rational und umkehrbar rational ist®*); dem Vektorfeld & 


das Feld & der Vektoren PP’, dem Nordpol N der unendlich ferne 
Punkt N des R". & hat nur die folgenden Singularitaten : 


1. die Fixpunkte F, = Z(F,,) von 8, 
(407) 2. die Originalpunkte 0, —Z(O,) von N, 
3. N. 


Das Bild von N ist ein im Endlichen liegender Punkt N’ = S(N) 


*®) In einem rechtwinkligen Koordinatensystem, in dem der Nordpol die Koordi- 


naten 0, 0,..., 0, 2 und der Tangentialraum des Siidpols die Gleichung xz, ,, = 0 hat, 
wird Z durch die Formeln gegeben: 


&=s—— (4=1,2,..., 8); Fa4i =O, 


n+l w 
wobei die Beziehung > x?—22,,,=0 besteht. Fir Z ‘ lauten die Formeln: 


v=1 


. =? 
45, 22s, 


2,2 ———  (4-1,2,...58)3 4. = 
r=1 
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Man konstruiere im 9” eine n — 1-dimensionale Sphiire S""', welche 
ganz in dem den unendlich fernen Punkt N itiberdeckenden Original- 
element X} = Z(X}) liegt; man kann ihren Radius so gro8 wahlen, da8 
das Bild §(G*~*) in einer vorgeschriebenen Umgebung von N’ liegt. 
Die S"~* laBt sich also so groB wahlen, daB sie die endlich vielen 
Punkte N’, F,, O, und ihr eigenes Bild 8(6*"") ganz in ihrem Innern 


enthalt. Da die 6"~’ durch keine Singularitaét des Feldes & geht, ergibt 
sich nach (40*) und (14): 


~n—1 


P m * ‘ e P 
1(G° 8B) = St (F,, B) + S1(O,, B), 


a | x=1 
1(F,,8)=1(F,,B8)—=1,, (39) 
folglich: 
m 


a a a A “ 
(40? »' = 1(6"* *,B) — Yr(0,, B). 
x=1 


a=1 


Der Beweis von (40) reduziert sich somit auf die Berechnung der 


Indizes 1(6"~*, B) und (0,, B). Die GS" ist so gewahit, daB sie ihr 
Bild ganz im Innern enthalt; jeder auf der 6" angreifende Vektor 
von & zeigt mithin in das Innere der S"~', so daB nach (19) 

(40°) r(6*"*, 8) =(—1)" 


ist. Um 1(O,,%) zu berechnen, beriicksichtige man, da8 0, innerer 
Punkt eines Originalelements £2 ist, und bezeichne das auf %* definierte 
Stiick der Abbildung § durch L,; L, ist eine topologische (sogar bira- 
tionale) Abbildung. Man kann eine den Punkt 0, im Innern enthaltende, 
die iibrigen Singularitéten auBerhalb lassende, ihrerseits im Innern 
des ¥2 und der S*~* liegende n — 1-dimensionale Jordansche Mannigfaltig- 
keit _ so angeben, daB sie in eine Sphire tS S(j2-") = L, ja") 
iibergeht. Die j,"~' laBt sich so klein wahlen, daB sie ganz dem Innern 
der 3°" angehért: Geht man namlich durch die stereographische Pro- 
jektion Z~* auf die G" zuriick und beriicksichtigt man, daB der Punkt 
0,=Z *(O.) ein Original des Nordpols N ist, so kann man bewirken, 
daB in bezug auf die Sphare Z~'(32~*) der Nordpol und die Jordansche 
Mannigfaltigkeit Z~* (j2~*) auf der G" verschiedenen Gebieten angehéren. 
Projiziert man zuriick, so erkennt man, daB die j"~* im Innern der 377" 
liegt, und ferner, daB bei der Abbildung Z, das Innere der j*~' dem 


AuBern der 37" entspricht. 
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L, ist eine auf der og * und im Innern der a definierte topo- 


logische Abbildung; die durch L, definierte Abbildung der j*~* auf die 3°~* 
bewirkte Abbildung allein sei mit /, bezeichnet: 3%~'=i,(j*"'). Da 
die j"~* ganz im Innern der 87‘ gelegen ist, so zeigt bei dem durch 
die inverse Abbildung i>* auf der 327’ erzeugten Vektorfeld jeder Vektor 


in das Innere der 3"~'; daher ist nach (19): 
1(82~*, iz") =(—1) 


Andererseits ist nach (16) der Index der j2~' in bezug auf das durch die 
Abbildung i, selbst erzeugte Vektorfeld **): 


(jr, b.) = 7 (.)-(— 1)" (824, 8) = v (b)-(— 1)" (— 1)" = r (4). 


Dieser Index ist, da auf der j"~* die Abbildung i, mit L, und L, mit 8 
identisch ist, nach (9) der Index der Singularitaét O, des Feldes %: 
(40*) t(0,, 8) = y(i,). 

Fiir y( t.) besteht nun die Beziehung: 

(41) y(i «)=-+1 oder —1, je nachdem das Bild des zugehdrigen 
Elements &" den unendlich fernen Punkt des R"(0) negativ oder positiv 
tiberdeckt, 

deren Beweis nach Beendigung des Beweises von (40) nachgetragen 
werden soll. 

Sind unter den k Elementen ¥*, deren Bilder den unendlich fernen 
Punkt iiberdecken, p positiv und g negativ iiberdeckende, so ist nach (1) 
und (377) 

p—q=y(8)=7(8)=r7 
und nach (41) 
Sr(b, j= —P+9g= —7; 


mithin ergibt (40‘) die Relation 
4 P o 
2 t(0.,B8)= —y7, 
x=1 
aus der zusammen mit (40*) und (40*) die behauptete Formel 
— n 
PAT =F + (— 1) 
| ed 


zunachst fiir die zugrunde gelegte spezielle Abbildung S hervorgeht. 


*) Die Formel (16) ist nur aut die Abbildung 7, und nicht ohne weiteres auf } 
anwendbar; der in (16) vorkommende Abbildungsgrad bezieht sich nimlich auf die 
Abbildung der §" allein, waihrend im vorliegenden Fall L,, auch im Innern definiert ist. 





e i 
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Beweis von (41). L, ist eine auf dem Element £* definierte _po- 
logische Abbildung, die die j"~* in die 3"~*, das Innere der j~* in das 
AuBere der 3"~*, das Element ¥* in die Umgebung des unendlich fernen 
Punktes des " iiberfiihrt. /, ist die topologische Abbildung der j7~* 


-n—1 


auf die 3, 


n-1 
* 


allein. Die Spiegelung J des " an der 3%~* ist eine die 
Indikatrix des R” umkehrende topologische Abbildung; auf der 3"~* ist J 
die Identitat. JZ, bildet also das Innere der j"~' auf das Innere der 
8"~* topologisch ab; Ji, ist identisch mit 7,. Ist die j2~* positiv, d. h. 
so orientiert, daB die Ordnung des Innern gleich +1 ist, so ist nach 


: . on—1 . 
einem Brouwerschen Satze**) die Ordnung des Innern der 32° gleich 


y(l,), dh. die 3"—" ist positiv oder negativ orientiert, je nachdem y (be) 
gleich +1 oder —1 ist. Andererseits betrachte man ein n-dimensionales 
Element ~", von dem eine n —1-dimensionale Seite f*-' auf der _ 
und die n + 1-te Ecke im Innern der j%~* gelegen ist. JL, bildet das =" 
in ein Element §" = JL,(#") ab, von dem die aus den ersten n Ecken 
gebildete Seite )*-! = JL, (¢*-") 1. (E" ~1) auf der &"~* und die n +-1-te 
Ecke im Innern der 8"~' liegt. Beriicksichtigt man die Vorschrift fir 
die Festlegung der Randindikatrix, so gibt das ~*~! die Indikatrix der 
ji” ', §"-1 die der 82~*. Erhalt JZ, die Indikatrix des =", so ist das §*-1 
‘ und damit auch die ge"? positiv orientiert; dann ist aber y (i) =-+1. 
Kehrt JL, die Indikatrix um, so ist y(1,) = —1. Das entgegengesetzte 
Verhalten wie die Abbildung hy zeigt | Es ist also y (i) = +1 
oder —1, je nachdem das Bild des Elements " den unendlich fernen 
Punkt negativ oder positiv iiberdeckt. 

Es fehlt noch die Ausdehnung des Beweises von (40) auf den allge- 
meinen Fall einer beliebigen eindeutigen stetigen Abbildung S der S" auf 
sich, die nur die Fixpunkte F,, mit den Indizes r, (u = 1, 2,..., m) auf- 
weist und vom Grade y’ist. Dieser allgemeine Fall soll durch simpliziale 
Approximation auf den oben behandelten Spezialfall zuriickgefiihrt werden **): 

Die G” sei in endlich viele sphirische Simplexe zerlegt. Auf Grund 
der gleichmaBigen Stetigkeit der Abbildung P’=S(P) kann diese mit 
8(G") bezeichnete simpliziale Zerlegung der GS” so fein angenommen 
werden, daB fiir jedes Originalsimplex %", dessen Ecken P,,..., P,., 
seien, sowohl jeder GroBkreisbogen P, P, (x + 4; x,4=1,...,n-+1) als 





) B I, S. 325. 
8%) Eine analoge Approximation wird in einem allgemeineren Fall von H. Hopf 
(§ 2 der in ™) zitierten Arbeit) durchgefiihrt. 


Mathematische Annalen. 98. 26 
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auch jeder GroBkreisbogen P, Pj eine Lange kleiner als 7 besitzt, damit: 


das durch die Bildpunkte P{,..., Pri; gebildete Simplex %”", sofern es 
nicht entartet, eindeutig bestimmt ist®*). Man konstruiere nun eine 
auf der ©" stetige, auf den Simplexen der Zerlegung §(S") lineare 
Funktion P”= L(P), die in den Ecken der 8(S") mit der Funktion 
P’=S(P) iibereinstimmt, indem man zunichst das Simplex X"* ins 
Auge faBt: Sind z,, (y= 1,...,m-+ 1) die cartesischen Koordinaten der 
Ecke P,, so lassen sich zu jedem Punkt P im sphiarischen Innern oder 
auf dem Rande des ¥"n + 1 nicht negative, nicht simtlich verschwindende 


Zahlen m, (y= 1,...,2-+1) so bestimmen, daB die cartesischen Koordi- 
a+ 
naten von P sich verhalten wie die n+- 1 Zahlen ’m,z,, (x =1,...,n-+1). 


v=1 


Sind ferner x’, die Koordinaten der Ecke P. des Simplex X”" und ordnet 


~ 


man P denjenigen Punkt P” der SG" zu, dessen cartesische Koordinaten 


n+l 
sich verhalten wie die n-+-1 Zahlen ’m,z;,, so erhalt man eine lineare 


v=1 

Abbildung des %" auf das ¥”", die das spharische Innere in das sphiri- 
rische Innere, den Rand in den Rand iiberfiihrt. Fiihrt man diese Kon- 
struktion fiir alle Simplexe der 8(G") durch, so entsteht die simpliziale 
Abbildung P”= L(P). Durch hinreichende Verfeinerung der Zerlegung 
kann man nach bekannten Siatzen Brouwers bewirken, daB die zugehérige 
simpliziale Abbildung die gegebene Abbildung P’— S(P) mit beliebiger 
Genauigkeit approximiert und da8 sie mit S im Grade iibereinstimmt. 


~_n 


Man richte nun im vorliegenden Fall die Zerlegung 8(G") zunichst 
so ein, daB die Fixpunkte F,, der Abbildung S nicht auf dem Rande eines 
Simplex liegen und daB sie zu je zweien nicht demselben Simplex ange- 
héren. Jedem Fixpunkt F,, ist somit ein Simplex 9)?(u—1,..., m) 
zugeordnet, in bezug auf das er sphirisch innerer Punkt ist. Ferner 
kann man, wiederum auf Grund der gleichmaBigen Stetigkeit, die 8 (6") 
von vornherein so fein machen, da8 sich um jeden F, als spharischen 
Mittelpunkt eine auf der G” gelegene nm — 1-dimensionale Sphire 3"~* 
angeben laBt, die 


1. einen spharischen Radius <7 


2. das Simplex ¥)? und sein Bild §(¥") in ihrem spharischen Innern 
enthalt, 


hat, 





*) Unter dieser Annahme kann man ferner aussagen, daB die Diametralpunkte P, 
der Ecken des sphirischen Simplex %* simtlich demselben durch das %* auf der 6" 
bestimmten Gebiet angehéren. Dieses Gebiet soll das sphirische AuBere des %" heiBen: 
dasjenige Gebiet, dem die P. nicht angehéren, soll das sphirische Innere des %" 
heiBen. 
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3. alle iibrigen Fixpunkte F, und die zugehérigen Sphiren 37~' 
(»=1,....,m; » +) in ihrem spharischen AuBern enthilt. 

Unter dem sphirischen Innern (bzw. AuBern) der 37~* ist dabei das- 
jenige durch die 3"~* auf der S" bestimmte Gebiet zu verstehen, welches 
den Punkt F,, enthilt (bzw. welches F,, nicht enthilt). 

Die beiden ersten Eigenschaften erméglichen, jeden im sphirischen 
Innern oder auf dem Rande eines 9)" gelegenen Punkt P mit seinem Bild- 
punkt eindeutig durch einen GroBkreisbogen zu verbinden und dem Rande 
in bezug auf jedes auf dex 6” stetige tangentielle Vektorfeld, das auf 
ihm keine Singularitét aufweist, auf Grund von (33) einen Index bei- 
zulegen; aus der dritten folgt, da®B die sphirischen Innengebiete der 
3"-*(u=1,...,m) zusammen die ©" nicht ganz bedecken. Nimmt 
man aus der ©” das sphirische Innere der 9)" fort, so bleibt eine abge- 
schlossene Menge YN zuriick, auf der S fixpunktfrei ist und auf der mit- 
hin die Linge des GroBkreisbogens PP’ ein positives Minimum « hat: 


PP’ >e>0, wenn Po M. 
Man approximiere nun P’= S§(P) durch eine simpliziale Abbildung 
P” = L(P) so, daB die Linge des GroBkreisbogens P’P"<< ist fiir alle 


Originalpunkte P auf der 6” und daB das Bild L(y?~*) des Randes y?~’ 
des 9)" ganz im Innern der 3%~* gelegen ist. Diese Genauigkeit der Ap- 
proximation wird man im allgemeinen nicht auf der ersten Zerlegung 
3(G"), sondern erst auf einer Unterzerlegung 3’ von 3 erreichen kénnen. 
Man erkennt zunichst, daB die Abbildung P”= L(P) auf der Menge M, 
d. h. auBerhalb oder auf dem Rande der 9}, fixpunktfrei ist. Denn auf 
Grund der fiir alle Punkte P von I geltenden Ungleichungen 
PP’'2e, PP” << 

kann der sphiarische Abstand PP” auf It nicht verschwinden. Im sphi- 
rischen Innern der 9)? kénnen dagegen unendlich viele Fixpunkte von L 
gelegen sein, die aber die Betrachtung nicht stéren. Konstruiert man 
nimlich nach (35) zur Abbildung S das Feld %(S) der Vektoren, die An- 
fangsrichtungen der von P nach P’=S(P) fihrenden GroBSkreisbégen 
sind, und zur Abbildung L das Feld @(Z) der Vektoren, die Anfangs- 
richtungen der von P nach P”= L(P) fiihrenden GroBkreisbégen sind, so 
lat sich beweisen, daB der Rand y"~* jedes 9) in bezug auf die beiden 
Vektorfelder denselben Index hat: 


(42?) «(yr , B(S)) = «(yr*, B(L)). 


Um diese beiden Indizes zu bilden, mu8 man zunichst feststellen, 
daB auf der y?~* keines der Felder singular wird, dh. da auf thy 
26* 
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weder in bezug auf S noch in bezug auf L ein Fixpunkt oder ein anti- 
podischer Punkt gelegen ist. Diese Tatsachen sind aber durch die iiber 
die Zerlegungen 3, 3’ und iiber die Abbildung ZL gemachten Annahmen 
gesichert; die beiden Indizes haben also einen Sinn. Man betrachte nun 
in jedem Punkt P von 5; * die GroBkreisbigen PP’, PP”; diese sind 
ganz im spharischen Innern der 3) ~* gelegen, so da® auch der dritte 
GroBkreisbogen P’ P” eindeutig bestimmt ist. Man lasse den Endpunkt P” 
der auf y"~' angebrachten GroBkreishégen PP” in der Zeit Eins spha- 
risch gleichférmig auf dem Bogen P” P’ nach P’ wandern. Wegen der 
auf WM und also auch auf y/~' bestehenden Beziehung P’ P” < 1 PP’ 
kann sich dabei, auch wenn P, P’, P” demselben GroSkreis angehéren, 
keine Zwischenlage des Bogens PP” auf einen Punkt reduzieren. Mithin 
la8t sich der auf y;' angreifende Teil des Vektorfeldes B(L) durch 
stetige Deformation in denjenigen des Feldes 8(8) iiberfiihren, ohne daB 
bei einer Zwischenlage eine Singularitat auftritt. Daraus folgt die be- 
hauptete Ubereinstimmung der Indizes. Das Feld @(S) hat im Innern 
des 9)" nur die Singularitét F,,; es ist also auf Grund von (36): 

— B(S8)) t(F,,) Tx 
und folglich auf Grund von ( 42"): 
(42°) t(yr', B(L)) =1,. 

Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

(42) Eine eindeutige stetige Abbildung S der S" auf sich, die end- 
lich viele Fixpunkte F,, mit den Indizes t, (w= 1,2,...,m) aufweist, 
lat sich durch eine simpliziale Abbildung L desselben Grades so approzi- 
mieren, daB jeder Fixpunkt F,, im sphdrischen Innern eines nur diesen 
Fixpunkt von S enthaltenden Simplex 9)" liegt, dab L auferhalb und 
auf dem Rande der 9)" fixpunktfrei ist und dap der Index des Randes 
des 9) in bezug auf das zu L gehdrende Vektorfeld mit dem entsprechen- 
den Index t,, tibereinstimmt. 

Fiir eine solche Abbildung L kann der Fixpunktsatz (40) nach der 
friiher angegebenen Methode bewiesen werden, obwohl LZ im Innern der 9)? 
unendlich viele Fixpunkte besitzen kénnte: Man wihle als Nordpol einen 
Punkt der ©", der im sphirischen AuBern aller Sphiren 3%~' und im 
spharischen Innern eines Originalsimplexes liegt, und schalte die Fixpunkte 
durch die Rander y*~* der 9)" aus. Dann ergibt der oben geschilderte 
Beweis von (40) die Formel: 

m 
S +(ye', B(L)) = 7 +(— 1)" 
p= 


und damit nach (42°) den behaupteten Fixpunktsatz (40) in voller All- 
gemeinheit. 
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Eine einfache Anwendung von (40) ist der folgende Satz **): 


(43) Die Summe der Indizes +, der Singularitdten eines stetigen, zu 
einer ©" tangentiellen Vektorfeldes betragt 


bes 8 
>t =1+(-—1)", 
ual 


sofern die Anzahl der Singularitdten endlich (gleich m) ist. 

Dieser Satz enthalt den Satz (25) als Spezialfall: (25) sagt aus, daB 
ein stetiges tangentielles Vektorfeld auf einer Sphire gerader Dimension 
mindestens eine Singularitaét besitzt. In der Tat ist ’r, = 2 fiir gerades 
n, dagegen Null fiir ungerades n. 

Beweis. Sind F, (u=1,...,m) die Singularitéten des Vektor- 
feldes B und bedeutet F,,P den spharischen Abstand eines auf der 6” 
gelegenen Punktes P von F,, so ist 


o(P) =, F,P-F,P... FP 

eine auf der ©” stetige, nur in den F, verschwindende, der Ungleichung 
0<¢(P)<1 geniigende Funktion. Durch % ist in jedem nicht singu- 
laren Punkt P eine GroBkreisrichtung ausgezeichnet; léBt man jeden 
Punkt P lings des zugehérigen GroBkreisbogens sphirisch gemessen um 
die Strecke g(P) fortriicken, so erhilt man eine Abbildung S der 6” 
auf sich, deren einzige Fixpunkte die F,, sind und die wegen p(P)<1 
keinen antipodischen Punkt besitzt. Da nach (36) die Indizes der Fix- 
punkte mit Hilfe der GroSkreisrichtungen berechnet werden kénnen, so 
ist fiir die Abbildung S jeder Index 1(F,,) gleich dem Index 1, der Sin- 
gularitét F,, von &. Andererseits kann man die Abbildung S stetig in 
die Identitét deformieren, wenn man jeden von den F, verschiedenen 
Punkt P’=—S(P) auf dem eindeutig bestimmten GroBkreishbogen P’ P 
gleichférmig in der Zeit Eins von P’ nach P laufen lé8t. Da mithin 


t(F.)=t, y(8)=+1 


ist, so liefert (40) die behauptete Formel (43). 


Der Fixpunktsatz (40), der zunichst nur gilt, wenn die Anzahl der 
Fixpunkte der Abbildung S endlich ist, laBt folgende Verallgemeinerung 
zu: Die Menge der Fixpunkte von § lasse sich so in endlich viele Teil- 
mengen oder Komponenten %,, 9, ---, %,, zerlegen, daB jede Komponente 
%, ganz dem sphirischen Innern einer auf der 6" liegenden Sphire 37° 


mit einem sphiarischen Radius < 7 angehért, daB die m Sphiren 


%5) BI, S. 112; On continuous vector distributions on surfaces III. 
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""*, ..., 847" mit ihren Innengebieten paarweise fremd sind und mit 


diesen die G" nicht véllig bedecken. Mithin ist S in dem Restgebiet fix- 
punktfrei. Dabei kann jede Komponente %, sehr wohl aus unendlich vielen 
Fixpunkten von § bestehen. Konstruiert man auf der ©” ein zu S ge- 
hériges tangentielles Vektorfeld %, indem man zum Pol einen Punkt des 
Restgebiets wablt, und versteht man unter dem Index der Komponente §,, 
in bezug auf % den Index der 3,"**, so ergibt sich fiir die Summe der 
Indizes der Komponenten die zu (40) analoge Formel: 


(44) >t(S.) =r7+ (-1)". 


s= 


§ 7. 
Fixpunktsatze fiir berandete m-dimensionale Mannigfaltigkeiten. 


Damit einer eindeutigen stetigen Abbildung S einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit St" auf eine andere WM." eine die Anzahl der positiven 
Uberdeckungen des Bildgebiets angebende ganze Zahl y(S) als Grad zu- 
geordnet werden kann, mu8 nach (1) die It” orientierbar und geschlossen 
sein. Es soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen der Satz 
vom Abbildungsgrad auf den Fall der Abbildung S einer gewissen berandeten 
orientierbaren I” auf sich ausgedehnt werden kann. Die Berandung der St” 
soll von 1+ 1 n-dimensionalen Spharen 35°, 8f~',..., 8°" (L>0) ge- 
bildet werden, und zwar soll von den Sphiaren 8**, .... 3;""* jede ganz 
im AuBern der anderen und jede ganz im Innern der 8; * gelegen sein. 
Der so bestimmte n-dimensionale Bereich werde abkiirzend als 8," bezeichnet; 
$B; ist ein n-dimensionales Element. 


Bei einer Abbildung S des $/* auf sich kann, wie sich aus dem 
Beweis des Satzes von der Invarianz der Dimensionenzahl**) ergibt, nur 
in solchen inneren Punkten von einem Grad gesprochen werden, die sich 
miteinander durch Wege verbinden lassen, welche das Bild des Randes 
nicht treffen. Eine topologische Abbildung besitzt die Eigenschaft der 
»Umgebungstreue“ **): sie fiihrt einen inneren Punkt stets wieder in einen 
inneren Punkt, einen Randpunkt stets wieder in einen Randpunkt iiber; 
eine beliebige eindeutige stetige Abbildung hat diese Eigenschaft im all- 
gemeinen nicht. Wird nun von der eindeutigen stetigen Abbildung S des 
%/" auf sich vorausgesetzt, daB sie umgebungstreu ist, d.h. daB sie das 


%*) Brouwer, Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl, Math. Annalen 70 (1911), 
8. 161—165. : 

37) Brouwer, Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets, Math. Annalen 71 
(1912), 8. 305-313; 72 (1912), 8. 55—56. 
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Innere des %;" in das Innere, den Rand in den Rand iiberfiihrt, so kann 
dieser Abbildung im ganzen Innern des $/' im Sinne des Satzes (1) ein 
Grad beigelegt werden. Ferner gilt der folgende Satz: 

(45) Ist S eine umgebungstreue Abbildung des Bj" auf sich, bei der 
die Randsphdare 3,°"* als Ganzes festbleibt, wahrend jede weitere Rand- 
sphare 87~* (A=0,1,...,1; 44h) in eine von 3;f°~* verschiedene tiber- 
geht, so hat die durch S vermittelte Abbildung s, der 3;'°~* auf sich den- 
selben Grad wie die Abbildung S: 


y (S) = 7(8,)- 
Beweis. Es sei zunichst h=0, d.h. bei der Abbildung S bleibe 
die aéuBere Randsphire 3,;°* als Ganzes fest; die inneren Randspharen 
gr", ...,8/""* gehen jede in eine innere Randsphire iiber. Das Bild 


S(3o'"") = 89(8¢*) der 8)°"* ist eine auf der 8,°"* gelegene Punkt- 


menge, die nach (1) jedes Teilgebiet der 3)°* genau y(s,)-mal positiv 
iiberdeckt. Den Abbildungsgrad y(s,) kann man auch als die Ordnung 
des Mittelpunktes M, der 8°* in bezug auf die Bildmenge S(8 *) 
deuten; denn einerseits wird diese Ordnung w(M,, S(39*)) als der Grad 
derjenigen Abbildung der 3;'~* bestimmt, die durch Projektion von S (39° *) aui 
eine um M, geschlagene Sphire, z.B. auf die 37°, aus M, bewirkt wird 
(vgl. § 1), und andererseits ist $(3,°') selbst auf der 35° gelegen. Der 
Satz (45) ist also identisch mit der Aussage, daB der Abbildungsgrad y(S) 
im Innern des 8 mit der Ordnung des Randbildes S(8;*) in bezug 
auf das Innere der 3,'* iibereinstimmt. Der Beweis dieser Aussage er- 
gibt sich unmittelbar aus der Tatsache**), daB die Ordnung eines Punktes 
in bezug auf eine Mannigfaltigkeit bei geeigneter simplizialer Approxi- 
mation als die Differenz der Anzahlen der positiven und der negativen 
Durchsetzungen eines von dem Punkte ins Unendliche fiihrenden einfachen 
Streckenzuges bestimmt werden kann. Macht man eine simpliziale Ap- 
proximation der Abbildung S, so erhalt man auf Grund der Voraus- 
setzungen bei hinreichender Feinheit der simplizialen Zerlegung durch die 
auf der Randsphiire 3,°"* gelegenen n — 1-dimensionalen Seiten der Sim- 
plexe auch eine Approximation der Abbildung s,. Geht man im Innern 
des %," auf einem Streckenzuge bis zu einem Punkte P so nahe an die 
83° * heran, daB man sich in lauter Simplexbildern S(%,’) (x =1, 2, ..., k) 
befindet, von denen je eine n — 1 -dimensionale Seite auf der 3,°~* gelegen ist, 
und wird P von den S(X,.") im ganzen p-mal positiv und g-mal negativ 
tiberdeckt (k= p-+q), so ist der Abbildungsgrad y(S) gleich p —q. 
Geht man nun von P aus so in das AuBere der 3,;°-*, daB man bis zur 


%*) BIL, 8S. 323. 
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8" im Innern der S$(X") bleibt, so werden bei dem Durchgang durch 
die 3,°"* (sofern der Weg so gewahlt wird, daB er keine n — 2-dimen- 
sionale Seite der S(%2) trifft) nur solche » — 1-dimensionalen Bildsim- 
plexe durchsetzt, welche Seiten der S(X¥2) sind. Der von P ins Unendliche 
fiihrende Weg macht also mit dem Bild der 3)""* genau p — q positive 
Durchsetzungen. Damit ist die zu beweisende Aussage im Fall h = 0 
zunachst fiir die simpliziale Approximation und also auch fiir S selbst 
hergeleitet : 

y(S) = y(s 


7 \Sq/)° 


Bleibt nicht die duBere, aber mindestens eine innere Randsphire 
3, *, h>1, den Voraussetzungen von (45) entsprechend als Ganzes fest, 
so gehe man vom Mittelpunkt M, der 3;'~* auf einem geeignet gewahlten 
Wege aus; beim Durchgang durch die 8;""* und damit durch die Bild- 
menge S(3;*)= s,(3;'"") gelangt man in das Innere des %/. Die 
SchluBweise des Falles h=(© kann bei diesem Durchgang unverandert 
angewendet werden, und man erhilt: 


y(S)=y(8,), AS1. 


Die Betrachtungen lassen sich auf einen Bereich %/* iibertragen, der 
auf einer ©" gelegen und von den n—1-dimensionalen Spharen 3)~* 
(A=0,1,...,2) begrenzt wird. Jede 3~* bestimmt auf der G”" zwei 
Gebiete; die 3,*~* sollen so beschaffen sein, da8 fiir jedes 4 das eine 
dieser Gebiete — es werde mit &, bezeichnet — keine der iibrigen Rand- 
sphiren und also auch keinen inneren Punkt des 8;* enthalt. Entsprechend 
der in $5 (FuBnote **)) eingefiihrten Bezeichnung soll von nun an der 
auf der G" gelegene Bereich mit 8", der im R" gelegene mit 8} be- 
zeichnet und alles auf den fi" 
werden. 


Beziigliche mit dem Zeichen ~ versehen 


n 


Legt man den Nordpol der S" in einen inneren Punkt des Gebiets G, 
und projiziert man die G” stereographisch aus dem Nordpol auf den die 


=n 


S" im Siidpol beriihrenden RR", so geht der Bereich $/* in einen von der 
aiuBeren Sphire 3*~* und den inneren Sphiren 37’, ..., $/'~? berandeten 
Bereich $;" iiber. Einer umgebungstreuen Abbildung S des $8 auf sich 
entspricht nach (37) eine umgebungstreue Abbildung S=ZSZ™ des BF 
auf sich, wenn Z die stereographische Abbildung des $/* auf den %” be- 
deutet. Auf Grund der am Anfang dieses Paragraphen gemachten Be- 
merkung kann den Abbildungen S und Z im ganzen Innern des $7, den 


Abbildungen § und Z~* im ganzen Innern des $/* wegen der Eigenschaft 
der Umgebungstreue ein Abbildungsgrad beigelegt werden. Z und Z~* 
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haben als topologische Abbildungen nach (7) denselben Grad und zwar + 1; 
mithin folgt aus (6) und (37): 

(46) y(S) = (8). 

Der Satz (45) gilt also auch fiir den spharischen Bereich $j’; denn die 
durch § vermittelte Abbildung s, der festbleibenden Randsphire 3;/'~* auf 
sich und die durch § vermittelte Abbildung 8, der entsprechenden, bei 8 


ln 
festbleibenden Randsphare 3/'"* erfiillen nach (381) die Beziehung: 
(46+) y (8,) = 7 (8). 


Nach diesen Vorbereitungen sollen Fixpunktsitze fiir umgebungstreue 
Abbildungen der Bereiche %;" und $/ auf sich hergeleitet. werden: 


(47) Es. sei S eine umgebungstreue Abbildung eines auf einer G” 
gelegenen Bereichs Bj auf sich, bei welcher die a Randsphdren 


an, we, SR” (1 Sa <1l+1) jede als Ganzes festbleiben, wihrend von 


den iibrigen Randsphdren 27", ..., 3j,* (a+-b=1+1) jede in eine 
von thr verschiedene unter den 3j' (B =1,..., 6) tibergeht. Wenn S 


nur endlich viele Fixpunkte F,, ( fe=1,..., m) aufweist, von denen 
keiner auf dem Rande des Bj" gelegen ist, so ist die Summe der In- 
dizes t, der F,, gegeben durch die Formet: 

m 

» | =(—1)"-(2—a@). 

ul 

Beweis. Von den/-- 1 Randsphiren 57"* (4 =0,1,...,) bleiben a, 

nimlich die Sphiiren $j * (« =1,...,@), jede als Ganzes fest. Da die Ab- 
bildung S auf dem Rande des %;', also auf den $7", keinen Fixpunkt 
aufweist, so vermittelt S eine fixpunktfreie Abbildung s,, jeder 3 auf 
sich. Nach (20) ist daher 


y(8,,)=(—1)" 
und folglich nach (45) 
y(8)=(—1)". 


Die nur auf dem Bereich $/* definierte Abbildung S soll zu einer 
Abbildung S, der ganzen ©" auf sich erweitert werden; dazu ist S in 
die Gebiete , hinein fortzusetzen: Man wahle auf der 6” als Pol N 
im Sinne von (34) einen inneren Punkt des $,", der nicht Fixpunkt von 
S ist. Die 3?~* wird durch S in eine 8"~* abgebildet; dabei ist 4 =, 
wenn 4 eine der Zahlen h,, und 4+, wenn / eine der Zahlen ¢, ist. Dem 
in @, gelegenen sphirischen Mittelpunkt M, der 3?~* ordne man den in 


@, gelegenen M, der 38"~* zu. Ist P ein Punkt auf der 8f~*, P’ = S(P) 
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sein Bild auf der 8"~*, so bilde man den in @, gelegenen Bogen PM, 
des durch N, P, M, gehenden Kreises auf den in G, gelegenen Bogen P’ M, 
des durch N, P’, M, gehenden Kreises ahnlich so ab, daB P in P’, M 
in M, iibergeht. Ist 4+, so ist P’ ohne weiteres von P verschieden; 
ist 4 «+, so ist ebenfalls P’+ P, weil keine als Ganzes festbleibende Rand- 
sphire nach Voraussetzung einen Fixpunkt aufweist. Die erweiterte Ab- 
bildung S, besitzt mithin Fixpunkte auBer in den Fixpunkten F, von S 
nur in den in den Gebieten @, gelegenen sphirischen Mittelpunkten M, 
der festbleibenden Randsphiren 87 *, d. h. in den Punkten M,, («= 1,...,@). 
Da S, auf $f mit S identisch ist, so stimmen S, uud S im Grad iiberein: 


7(S8,)=7(8). 
Die Anwendung von (40) auf S, ergibt also: 


St 5 e(ih.) = ("+ (8) =2-(— 0)". 

Zar Berechnung des Index 1(M,,) konstruiere man auf der ©” zur 
Abbildung S, mit Hilfe des Poles N nach (34) das tangentielle Vektor- 
feld B: Ist P ein Originalpunkt, P’= S(P) sein Bild, so ist der in P 
angreifende Vektor »(P) die Anfangsrichtung desjenigen Bogens PP’ des 
durch die Punkte N, P, P’ bestimmten Kreises, der N nicht enthilt. 
Liegt P auf einer _ so gehért dieser Bogen PP’ dem Gebiet G,, an, 
da N im Innern des $f angenommen worden ist. Das Feld & hat auf 
der 37° keine Singularitét; denn auf Grund der iiber die Abbildung S 
gemachten Voraussetzungen ist auf der 37. ° weder ein Fixpunkt noch ein 
Originalpunkt oder das Bild von N gelegen. Projiziert man nunmehr die 
GS” stereographisch aus N auf den im Siidpol beriihrenden Rt", so geht 
die 37" in eine _" das Gebiet G,, in das Innere der a", der 
Punkt M,_ in einen innneren Punkt M,, der 3x ~4, jeder auf der 37° an- 


greifende Vektor p(P) in einen auf der sy? angreifenden, in das Innere 


der 3;~* zeigenden Vektor 6(P) iiber®). Das dem Vektorfeld & ent- 


sprechende Vektorfeld % hat auf der 3," keine Singularitét, und es ist 
nach (19) 


«(3n.', ) =(— 1)". 

Der Abbildung S, der ©" auf sich entspricht eine Abbildung S, des R* 
auf sich, die in M,, einen Fixpunkt hat, da M,_ ein Fixpunkt von S, ist. 
**) Denn ©, ist dasjenige durch die 3° auf der 6" bestimmte Gebiet, dem 

das Innere des 8 und folglich der Pol N nicht angehdrt. 














Fixpunktsatze. 
Nach (13) ist 

t( My.) = 1(3n7", B), 
und nach (39) 


«(M,,) =1(M,,). 
Mithin ist 


18 


p> 


a=1 


t(M,,) = a-(— 1)" 
und folglich 


St, =(—1)"-(2—a). 
u=l 
Damit ist (47) vollstindig bewiesen. Die Summe der Fixpunktindizes 
verschwindet nur fiir a= 2. Die Abbildung S besitzt also stets im Innern 
des %," liegende Fixpunkte, mit Ausnahme des Falles a = 2, in welchem 
genau zwei Randsphiren jede als Ganzes fest bleiben. In der Tat kann 
man in diesem Fall eine fixpunktfreie Abbildung S des %," auf sich an- 
geben, die vom Grad (— 1)” ist: 
Ist 


die Gleichung der G” in rechtwinkligen cartesischen Koordinaten, ist B 
der Punkt 0,0,...,0, +1, B der Punkt 0,0,...,0,—1, so werden zwei 
auf der GS" gelegene Sphiren 3; *, 3 * mit demselben sphirischen Radius, 


der kleiner als ; ist, um B und B als sphiarische Mittelpunkte konstruiert. 


Man betrachte den durch 37~* und 3"~* berandeten Bereich Gf, dem B 
und B nicht angehéren. Als Abbildung S nehme man die folgende ortho- 
gonale Transformation: 


4=—t (vy = 1,2,...,%), 
(48) : 
Ta+1 = TTn+1>» 
die vom Grad (— 1)" ist, die 33~* und die 3{~* jede als Ganzes in sich 


iiberfiihrt und deren einzige Fixpunkte die dem %" nicht angehérenden 
Punkte B, B sind. 


Ein zweiter umfassenderer Fixpunktsatz fiir den §/" ist: 
7H 


(49) Es sei S eine umgebungstreue Abbildung eines auf einer © 
gelegenen Bereichs Bj" auf sich, bei welcher die a Randsphdrenj,*,..., 3h, * 
(0 <a<l-+1) jede als Ganzes festbleiben, wahrend von den tibrigen Rand- 
sphdren 3~*,..., 35° (a+b=1+1) jede in eine von ihr verschiedene 
unter den 37, (8B =1,...,6) tbergeht. Die Abbildung besitet stets min- 
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destens einen Fixpunkt mit Ausnahme der beiden Fille 
1. e=0, 7(8)=(—1)*", 
a 


2 = 2, 7(S8 =(—1)", 


in denen nicht notwendig ein Fixpunkt auftritt*®). 
Beweis. Es sei zunichst a>1. Ist s,, die durch S vermittelte 
Abbildung der in sich iibergehenden Randsphire 3;~*, so ist nach (45) 


y(S) = 7(8,,) (e==1.3,...,@). 


Liegt auf dem Rand des %/' kein Fixpunkt, so folgt aus (45) und (47), daB 
y(S)=(— 1)" und daB mindestens ein Fixpunkt im Innern des $/" ge- 
legen ist, mit Ausnahme des Fallesa=2. Fiir a=2, y(S)=(—1)" 
ist bereits das Beispiel (48) einer fixpunktfreien Abbildung gegeben worden. 

Es fehlt noch der Fall a= 0, in welchem jede Randsphire in eine 
andere iibergeht. Da die Abbildung umgebungstreu ist, muB die Anzahl 
1+-1 der Randsphiren mindestens Zwei sein. Nach dem beim Beweis 
von (47) angegebenen Verfahren kann man die Abbildung S des $f auf 
sich zu einer mit S im Grad iibereinstimmenden Abbildung S, der ganzen 
S” auf sich erweitern. Da keine Randsphiire als Ganzes festbleibt, so sind 
die Fixpunkte von S, mit denen von § identisch. Nach (20) ist also S 
im Falle a= 0 héchstens dann fixpunktfrei, wenn y(S)=(—1)"** ist. 
Damit ist (49) bewiesen; es fehlt nur noch das Beispiel einer fixpunkt- 
freien Abbildung des $7 auf sich im Fall 1. Dazu geniigt es, eine fix- 
punktfreie Abbildung der 6” auf sich anzugeben, die / -+- 1 vorgeschriebene 
Punkte M, (A=0,1,...,1) untereinander permutiert: Unter Zugrunde- 
legung des in (48) benutzten Koordinatensystems nehme man die M, auf 
dem Aquatorkreis, d. h. auf dem durch die Koordinatenebene z, = 2,= ... 
.+1=0 aus der ©" ausgeschnittenen GroBkreis, so an, daB sie ein 
regulares 1 +-1-Eck bilden. Die orthogonale Transformation 


=z 


’ 2a ee 
a, => a, cos Ta i — ry sin T+1’ 
(50) pe oe 3s 
%y = %, sin | + 740087), 
a= —z2, (»=3,4,....n+1) 


liefert eine fixpunktfreie Abbildung der ©" auf sich vom Grade 


(— 1)""* =(—1)"** und ersetzt jeden Punkt M, durch den folgenden M,,,, 
M, durch M,. 


**) Man verdankt Brouwer (vgl. FuBnote *)) den folgenden spezielleren Satz: 
~Wenn eine periodische, eineindeutige und stetige Transformation einer schlichtartigen 
Fliche % alle Riander invariant l4Bt und keinen invarianten Punkt aufweist, so ist 
die Anzahl der Rander von §% entweder 2 oder 0.“ 
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Der Satz (49) laBt sich noch so erginzen: 


(51) Sind nur endlich viele Fixpunkte F,, mit den Indizes t,, vor- 
handen, so ist im Falle a= 0: 


St.=7+(-0. 


Diese Formel folgt unmittelbar aus (40), wenn die Abbildung iiber 
die ganze SG” hin fortgesetzt ist. 

SchlieBlich kann der Satz (49) auf einen im {t* gelegenen Bereich $;' 
iibertragen werden **): 

(52) Hs sei S eine umgebungstreue Abbildung eines im KR" gelegenen 
Bereichs Bi auf sich, bei weicher a Randsphdren (0 <a<1-+-1) jede 
als Ganzes festbleiben, wahrend von den iibrigen Randsphdren jede in eine 
von ihr verschiedene, nicht festbleibende tibergeht. S besitzt stets mindestens 
einen Fixpunkt mit Ausnahme der beiden Fille: 

1. a=0, y»(8)=(—1)**’, 
2. a=2, y»(S8)=(—1)*, 
in denen nicht notwendig ein Fixpunkt auftritt. 

Der Beweis ist getrennt zu fiihren, je nachdem die fuBere Rand- 
sphiire 8) * als Ganzes fest bleibt oder nicht. Es werde zunichst der 
letztere Fall behandelt: Durch die stereographische Projektion Z~*, bei 
der der Mittelpunkt der 3”*~' zum Siidpol N einer SG", der R" zum 
Tangentialraum in N gemacht wird, iibertrage man den $j auf die 6" 
in einen 8. Der Abbildung § des $," auf sich entspricht nach (37) eine Ab- 
bildung S= Z~* SZ des Bf auf sich, die nach (46) vom selben Grade ist. 
Der Nordpol N ist der dem $/* nicht angehérende sphirische Mittelpunkt 
der der 8*~* auf der SG" entsprechenden 85°, die bei S als Ganzes nicht 
fest bleibt. Erweitert man S nach dem beim Beweis von (47) angewen- 
deten Verfahren zu einer Abbildung S, der ganzen ©" auf sich, so ist N 
kein Fixpunkt von S,, und es sind daher die Sitze (47) und (49) an- 
wendbar, so daB (52) in diesem Fall bereits bewiesen ist. 

Bleibt dagegen die 8%~* bei S als Ganzes fest, so begegnet man bei 
der Ubertragung auf die ©” der Schwierigkeit, daB der Nordpol nach 
Fortsetzung der Abbildung Fixpunkt werden wiirde. Man kann (50) in 
diesem Fall auch ohne Ubergang auf die G" beweisen: Die festbleibenden 
Randspharen seien ap («@=1,...,a; h,=0, d.h. a=1); die nicht 
festbleibenden seien af" (8 =1,...,6; a+b=—1+41). Nimmt man an, 


*") Kerékjarté (Topologie I, S. 199—201) untersucht topologische Abbildungen 
eines $7 auf sich, und zwar in den drei Fallen a=0, a=1, a=/1+1. 
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daB auf dem Rande des $} kein Fixpunkt liegt, daB also jede s,"* fix- 
punktfrei in sich abgebildet wird, so findet man wie bei (47): 


y(8)=(—1)*. 
Man setze nun die Abbildung 8 in das Innere aller inneren Randspharen 
gf-* (A=1,...,2) hinein fort: Ist $(3?"*)—38?""*, ist ferner P ein 


Punkt der 3/~', P’=S(P) sein auf der 3"~’ gelegenes Bild, so ordne 
man dem Mittelpunkt M, der 8?~* denjenigen M, der 3"-* zu und bilde 
den Radius PM, ahnlich so auf den Radius P’M, ab, daB P und P’, 
M, und M. einander entsprechen. Die 3” ~? bildet mit ihrem Innnern ein 
n-dimensionales Element €"; die umgebungstreue Abbildung § des $/ 
auf sich ist zu einer umgebungstreuen Abbildung 8, des ©" auf sich er- 
weitert, die mit S im Grade iibereinstimmt und die neben den Fixpunkten 
von § noch die Mittelpunkte M,, der a — 1 festbleibenden inneren Rand- 
spharen sp («=1,...,@—1) zu Fixpunkten hat. Besitzt 8 im Innern 
des 8} nur endlich viele Fixpunkte F, mit den Indizes 7, (u—=1,..., m), 
so ergibt die Anwendung von (14) auf das im ©" definierte Feld der 


Vektoren PP”, P” = 8, (P): 


ee La a-1 = 
t(8) *)= S%+ >t(M,). 
: “=1 a=1 
Nach (13) ist 
™(M,,) = (3h. *) 
und ferner nach (19) 
«(3,.") =(—1)" (e=1,....@—1,a;h,=0, 
n-1 


weil jede 3x. als Ganzes fixpunktfrei in sich abgebildet wird und weil 


mithin jeder Vektor in das Innere der sr? zeigt. Also ergibt sich: 


(—1)° = 3% +(e-1)(-—1)", 3%, —(—1)*-(2—2). 
u=1 w=t 
Damit ist die (47) entsprechende Formel hergeleitet, und es kann daraus 
(52) genau so hergeleitet werden wie (49) aus (47). Fixpunktfreie Ab- 
bildungen des 8? auf sich ergeben sich sowohl fiir a = 0, y = (— 1)"*? als 
auch fiir a= 2, y=(—1)", wenn man die Beispiele (48) und (50) durch 
stereographische Projektion von der ©” auf den RK” iibertragt. 

Der Satz (52) bleibt bestehen fiir einen n-dimensionalen, von 
1+ 1 m—1-dimensionalen speziellen Jordanschen Mannigfaltigkeiten j?~* 
(A=0,1,...,2) begrenzten Bereich, wenn von jf ',...,j; | jede im 
AuBeren der anderen und jede im Innern der j;~* gelegen und wenn 
ede j”~* mit Einschlu8 ihres Innern ein n-dimensionales Element ist. 


(Eingegangen am 10. 6. 1926.) 
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Uber geschlossene Kurven und unzerlegbare Kontinua. 


Von 


Casimir Kuratowski in Warschau. 


Der Zweck des vorliegenden Artikels ist, ein von Herrn P. Alexandroff 
in seiner wertvollen Arbeit , Uber kombinatorische Eigenschaften allgemeiner 
Kurven“ (Math. Annalen 96, 8. 539) gestelltes Problem zu lésen sowie eine 
Verallgemeinerung eines von ihm daselbst (8.537) bewiesenen Satzes zu 
bringen. Der erste dieser Zwecke wird durch den nachstehenden Satz II 
und der zweite durch den Satz III erreicht. Das Wesentliche in der 
Lésung des Alexandroffschen Problems habe ich im Satz I zum Ausdruck 
gebracht und denselben iiberdies schirfer formuliert, als es eigentlich fiir 
die Lésung des Problems erforderlich wire; es scheint mir jedoch, dab 
der obige Satz an und fiir sich von einem gewissen Interesse sein diirfte. 

1. Ein Kontinuum heiBt unzerlegbar, falls es als Vereinigungsmenge 
keiner zweier seiner echten Teilkontinua darstellbar ist. 

Wir nennen 8-Menge*) jede echte Teilmenge eines unzerlegbaren 
Kontinuums C, welche ein Semikontinuum ist, nicht aber in einem gréBeren 
echten Teilsemikontinuum von C liegt. 

Wir werden uns auf die folgenden drei Eigenschaften der $$-Mengen 
eines unzerlegbaren Kontinuums C stiitzen: 

(«) Ist K ein echtes Teilkontinuum von C, so liegt K vdéllig in einer 
einzigen }-Menge, wahrend es mit allen anderen §§-Mengen punktfremd ist. 

(8) Ist K ein Teilkontinuum einer %-Menge, so ist K in C nirgends- 
dicht, dh. C— K=C. 

(y) Ist Z eine echte abgeschlossene Teilmenge eines beschrankten 
unzerlegbaren Kontinuums C, und P eine %-Menge von C, so ist jede 
Komponente*) der Menge ZP ein in C nirgendsdichtes Kontinuum. 





1) .Nerve“ nach Brouwer, Amsterdamer Proceedings 14 (1911), 8.144; ,com- 
posant“ nach Janiszewski und Kuratowski, ,Sur les continus indécomposables*, Fund. 
Math. 1 (1920), S. 218. 

*) = gréBte zusammenhingende Teilmenge, s. F. Hausdorff, ,Grundziige der Mengen- 
lehre“, Leipzig 1914, S. 245. 
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Die Beweise von (a) und (f) befinden sich in der soeben zitierten 
Arbeit aus Fund. Math. 1; (y) kann wie folgt bewiesen werden. 

Sei Q eine Komponente von ZP. Dann Yc Z. Da Z+C, so 
+ C; folglich, mit Riicksicht auf die Ungleichung YP +0, haben wir 
wegen (a): Yc P.. Es ist also Gc ZP. Hiermit ist ( ein Teilkontinuum 
von ZP, und infolge der Voraussetzung, daB Q eine Komponente von ZP 
ist, erhalten wir: Q—@, so daB Q ein Kontinuum ist. Da Qc P, so 
ergibt sich aus (f), daB Q in C nirgendsdicht sein muB. 

Satz I. Ist A eine echte abgeschlossene Teilmenge eines beschrankten 
unzerlegbaren Kontinuums C, die mit sdmtlichen Y3-Mengen P von C 
gemeinsame Punkte hat, so zerfallt jede Durchschnittsmenge AP in un- 
endlich viele Komponenten. 

Beweis. Wir betrachten die Folge R,, R,,..., R,, .-. samtlicher 
Kreisflachen (bzw. Kugelinhalte) ohne Peripherie mit rationalen Radien 
und Zentren, welche die Bedingung 


(1) AcC—R,+C 
erfiillen. 

Es sei Z, die Vereinigungsmenge derjenigen Kontinua K, fiir welche 
(2) KA+0 und KcC—R,. 


Es ergibt sich unmittelbar aus (1) und (2), daB 
(3) AcZ+C. 

Wir wollen zunichst die folgende Eigenschaft der $8 -Mengen beweisen: 
(4) PZ,, besteht aus hochstens ebensoviel Komponenten wie PA. 


Zu diesem Zwecke geniigt es offenbar nachzuweisen, daB PAc PZ, 
und da8 fiir irgendeinen Punkt p von PZ, das die Bedingungen (2) er- 
fiillende und den Punkt p enthaltende Kontinuum XK in der Menge PZ, 
liegt und denselben mit einem Punkte von PA vereinigt. 

Die Formel (3) liefert unmittelbar: PAC PZ,. Den Bedingungen (1) 
und (2) zufolge haben wir: K+ C, woraus sich wegen pc PK gemaB 
(«) ergibt, da’ Kc P. Daraus schlieBen wir einerseits, daB Kc PZ, 
infolge der sich aus der Definition von Z, ergebenden Inklusion Kc Z,, 
und andererseits, daB K(PA)+0 infolge von (2). Somit ist die Be- 
hauptung (4) bewiesen. 

Da A und C abgeschlossen und beschrinkt sind, so ist auch Z, ab- 
geschlossen*), d. h. 


(5) Z, = Z,,. 


*) Auf Grund des allgemeinen Satzes: Sind A und C beliebige beschrankte und 
abgeschlossene Mengen, so ist die Vereinigungsmenge Z simtlicher mit A nicht punkt- 
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Nun wollen wir zeigen, da8 
(6) C= SZ,. 
n=1 
Zu diesem Zweck haben wir also nachzuweisen, da es fiir jeden be- 
liebigen Punkt p von C so einen Index n gibt, daB pc Z,. 
Sei P die den Punkt p enthaltende %-Menge von C. Der Voraus- 
setzung nach ist PA+0. Es sei also 


(7) qc PA. 


Da P als %-Menge ein Semikontinuum ist, so enthalt es ein Kon- 
tinuum K, welches die Bedingungen 


(8) pcK, 
(9) qcK 
erfiillt. Bat te 
Da Kc P, so haben wir wegen (8): C— K=C. Folglich: 
(10) A+K+C, 


weil andernfalls C — Kc A, also C— Kc A und Cc 4 wire, was einen 
Widerspruch mit der vorausgesetzten Ungleichheit A + C bedeuten wiirde. 
Es gibt wegen (10) einen Index n mit der Eigenschaft: 


(11) Kc C—R,, 


wobei laut (7) und (9) KA +0 ist. Demnach sind also die Bedingungen (2) 
erfiillt, woher: Kc Z,. Es folgt daraus wegen (8), daB pc Z,. Hiermit 
ist die Formel (6) bewiesen. 

Da laut dem bekannten Satz von Baire keine abgeschlossene Menge 
als eine Vereinigungsmenge einer Folge in ihr nirgendsdichter Teilmengen 
darstellbar ist, so schlieBen wir aus der Formel (6), daB es einen Index 
geben muB, fiir welchen die Menge Z; nicht in C nirgendsdicht ist, d. h. 


(12) C-Z, +0. 
Da aber jede {-Menge P eines beschrinkten unzerlegbaren Kon- 


tinuums © in C dicht ist‘), so erhalten wir P =C und infolgedessen®) 


fremder Teilkontinua K von C auch abgeschlossen. In der Tat: Sei p=limy,, 
K, ein p, enthaltendes und mit A nicht punktfremdes Teilkontinuum von C. Da 
pcliminf K;, so ist limsup K,; laut einem bekannten Grundsatze ein Kontinuum. 
Es ist also ein mit A nicht punktfremdes und p enthaltendes Teilkontinuum von C 
und deshalb selbst in Z enthalten. Demnach pc Z, und folglich ist Z abgeschlossen. 
*) Fund. Math. 1, 8.221, théoréme VIII. 
5) Auf Grund der allgemeinen Formel: 


x-Y-¥-xY 
(Fortsetzung der FuGnote 5 auf nichster Seite.) 
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C —Z,=C— PZ,, woher wegen (5) und (12): C—PZ,+0C, dh. daB 
auch PZ, keine nirgendsdichte Menge ist. Dagegen sind auf Grund von 
(y), (3) und (5) simtliche Komponenten von PZ, nirgendsdichte Mengen. 
Nun ist eine Vereinigungsmenge endlich vieler nirgendsdichten Mengen 
selbst nirgendsdicht*). Folglich mu8B PZ, — und gemaB (4) auch PA 
unendlich viele Komponenten enthalten, w. z. b. w. 

Es kniipfen sich an den Satz I folgende Bemerkungen an. Ohne die Voraus- 
setzung, daB C beschriinkt ist, wird wegen der Hinfalligkeit des Inhaltes von FuBnote *) 
der Beweis ungiiltig und der Satz falsch, wie aus einem von Herrn B. Knaster und 
mir veréffentlichten Beispiele*) eines unzerlegbaren Kontinuums C ersichtlich ist, auf 
dem man ohne Schwierigkeiten eine Teilmenge findet, die sogar genau einen gemein- 
samen Punkt mit jeder %-Menge hat und abgeschlossen ist. Dagegen kann eine solche 
Menge (die also das Zermelosche Auswahlaxiom in der $-Mengenklasse eines un- 
zerlegbaren Kontinuums realisiert) keineswegs abgeschlossen sein, falls das Kon- 
tinuum beschrinkt ist; vielmehr scheint ihre Struktur in diesem Falle hoch kompliziert 
Sseln Zu mussen. 

2. Das Problem von Herrn Alexandroff lautet: ,Gtbt es eine un- 
endlich hoch zusammenhdngende geschlossene Kurve*), die zwischen keinem 
Punktpaare irreduzibel®) ist ?“ 

Die Antwort ist durch den folgenden Satz gegeben. 


Satz II.*°) Jede mehr als zweifach zusammenhdngende geschlossene 
Kurve ist ein zwischen einem Punktpaare irreduzibles Kontinuum. 

Beweis. Jede mehr als zweifach zusammenhingende geschlossene 
Kurve ist entweder unzerlegbar oder die Vereinigungsmenge zweier un- 
zerlegbarer Kontinua™). Da jedes unzerlegbare Kontinuum selbst irredu- 


(wo X = P und Y = Z, zu setzen ist), die folgendermaBen bewiesen werden kann: einer- 


seit XYc Y, woher XY¥YcY und demnach + jo YcX—XY; andererseits liefert 
die allgemein giiltige Formel M— Nc M—N: 


X¥-x¥cxX-XY=-X-YcX-y, 





woher X—-XYcX-Y. 

*) Siehe meinen Avufsatz: ,Sur l’opération A de Y Analysis Situs“, Fund. Math. 3, 
p. 188, théoréme 8. 

*) ,Sur les continus non-bornés“, Fund. Math. 5, p. 52 und Fig. 3. 

*) D. h. eine beschrinkte Kurve, deren siimtliche echte Teilkontinua einfacn zu- 
sammenhangend sind. Fiir die Definition der Zusammenhangszah] siehe Alexandroff, 
loc. cit. 8. 520. Im Falle der Ebene ist diese Zahl mit der Anzahl der durch die 
Kurve in der Ebene bestimmten zusammenhingenden Gebiete identisch. 

*) Ein Kontinuum hei®t zwischen zwei Punkten irreduzibel, falls es sein einziges 
die beiden Punkte enthaltendes Teilkontinuum ist. 

) Im Falle des endlichen Zusammenhanges fallt dieser Satz mit dem Alexandroff- 
schen Korollar 8.540 zusammen. 

%) Siehe Alexandroff, loc. cit. 8.540, Satz. 
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zibel ist, so kénnen wir annehmen, da die in Frage kommende Kurve C 
in zwei unzerlegbare Kontinua C, und C, zerlegt ist: 


(13) C=0,4+0,, O+0+G. 


Wir zeigen zunichst, daB C, eine mit C, punktfremde -Menge 
enthilt. 

In der Tat, wenn dies nicht der Fall wire, so wiirde laut Satz I die 
Durchschnittsmenge PC,, wo P eine beliebige %-Menge von C, bezeichnet, 
in mehrere Komponenten zerfallen. Es seien p, und p, zwei in verschie- 
denen Komponenten von PC, liegende Punkte und K ein p, und p, ent- 
haltendes Teilkontinuum von P. Da p,, p,< KC, < PC,, so ist demnach 
KC, kein Kontinuum und infolgedessen**) K-+-C, mehrfach zusammen- 
hiingend. Da aber kein echtes Teilkontinuum einer geschlossenen Kurve 
(laut der Definition derselben) mehrfach zusammenhingend sein kann, 
so folgt: K+ C,—=C, woher wegen (13): C, — Kc OC, und 0C,—KcQ,. 
Gem (f) haben wir aber C, — K = C,, was ergibt: C,< C, im Wider- 
spruch mit (13). 

Nun betrachten wir einen auf einer mit C, punktfremden {§-Menge 
von ©, liegenden Punkt a; das Kontinuum (C, ist also, gemaiS (a) und 
(8), zwischen a und jedem Punkte von C,C, irreduzibel. Wegen der 
Symmetrie der Voraussetzungen mu8 auch C, ein zwischen einem Punkte b 
und jedem Punkte von C,C, irreduzibles Kontinuum sein. Folglich**) ist 
das Kontinuum C = C,+ C, zwischen a und b irreduzibel. 

3. Satz III. Ist fiir jedes Teilkontinuum X eines zwischen den 
Punkten a und b irreduziblen Kontinuums C die Menge C —X ein Kon- 
tinuum, so ist C entweder unzerlegbar oder Vereinigungsmenge zweier un- 
zerlegbarer Kontinua. 

Beweis. Die Klasse § simtlicher regelmaBigen™), den Punkt a 
enthaltenden Teilkontinua von C ist, gemaB einem von mir verdffent- 
lichten Satze**), der GréBe ihrer Elemente nach geordnet. Nun zeigen 





12) Siehe ebenda S. 529, Additionssatz. 

8) Siehe J. R. Kline, ,Concerning the sum of two continua each irreducible 
between the same pair of points“, Fund. Math. 7, p. 314, theorem A. 

4) Ein Teilkontinuum R von C heiBt regelmafig, wenn 


R=C—C-R. 


Siehe meinen Aufsatz: ,,Théorie des continus irréductibles entre deux points I“, Fund. 
Math. 3. In demselben wird die mit @(a,C) bezeichnete Klasse betrachtet, welche 
sich nur dadurch von der Klasse & unterscheidet, daB sie noch die Nullmenge als 
Element enthilt. 

1%) Ebenda 8.207, premier théoréme fondamental. 
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wir, daB in dem zu betrachtenden Falle die Klasse & aus héchstens zwei 
Elementen besteht. 

Nehmen wir in der Tat an, daB & auBer C noch zwei regelmaBige 
Kontinua K und L als Elemente besitze, welche die Bedingungen 


(14) KeL-0O, K+L+C 


erfiilien. Hiernach**) ist L — K ein regelmaBiges Kontinuum, das aber 
den Punkt a nicht enthalt; somit**‘) 


(15) es ey es 


Andererseits enthilt Z— K den Punkt 6 auch nicht, weil schon L, 
als echtes den Punkt a enthaltendes Teilkontinuum von C, den Punkt b 
nicht enthalten kann. Folglich liegen die beiden Punkte a und b in der 


Menge C — L—&K und desto mehr in der Menge O- = | , die, ver- 


von C ist. Da C zwischen denselben Punkten irreduzibel ist, so gilt es: 


C—L—K=C, wohr C—_-C—L—K=0 und C—C—L-—-K=0. 
Wegen (15) ergibt sich daraus: L —-K=0, wonach L— K=O, was 
einen Widerspruch mit (14) bedeutet. 

Unsere Behauptung, daB & aus héchstens zwei Elementen besteht, 
ist also bewiesen. 

Ist nun C das einzige Element der Klasse 8, so ist C, dem Satze XIII 
meines soeben zitierten Aufsatzes nach, ein unzerlegbares Kontinuum. 
Besteht dagegen die Klasse § aus zwei Elementen C und K, so sind, 
demselben Satze nach, K und C — K zwei unzerlegbare Kontinua, deren 
Vereinigungsmenge ja mit C identisch ist. 

Korollar I. Jede geschlossene Kurve C, fiir die es wenigstens ein 
Paar von Punkten a,b gibt, zwischen denen sie irreduzibel ist, ist ent- 
weder unzerlegbar oder Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kurven. 

Korollar Il Jede beschrankte gemeinsame Grenze C zweier zu- 
sammenhdngender ebener Gebiete, fiir die es wenigstens ein Paar von 
Punkten a,b gibt, zwischen denen sie ein irreduzibles Kontinuum ist, 
ist entweder unzerlegbar oder Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kon- 
tinua. 

Der Beweis der beiden Korrolarien folgt ohne weiteres aus der Be- 
hauptung, da8 in jedem dieser Fille das Kontinuum C der Voraussetzung 
des Satzes III geniigt. Im ersten Falle ist diese Behauptung unmittelbar 


1°) Ebenda 8.211, lemme 3. 
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erhaltlich, indem man im Beweise eines meiner Lemmata*’), unter An- 
wendung der entsprechenden Terminologie, den Janiszewskischen Zerlegungs- 
satz durch den Alexandroffschen Additionssatz ersetzt; im zweiten Falle 
ist dieselbe mit dem obigen Lemma selbst gleichwertig. 

Es sei hierzu noch bemerkt, da8 das Korollar I mit dem Alexandroff- 
schen Satze 8. 537 identisch ist. Dagegen ist das Korollar II im Falle 
der Ebene allgemeiner als der obige Satz von Alexandroff, weil eine 
gemeinsame Grenze zweier zusammenhingender Gebiete keine geschlossene 
Kurve sein braucht: sie kann nimlich die Ebene in mehr als zwei zu- 
sammenhingende Gebiete zerschneiden, ohne gemeinsame Grenze von mehr 
als zwei dieser Gebiete zu sein**). 


Warschau, Dezember 1926. 





7) Sur les coupures irréductibles du plan“, Fund. Math. 6, p. 136, lemme 1. 
18) Vgl. das erste hierfiir gegebene Beispiel von Brouwer, Math. Annalen 68 (1910) 
8S. 423. 


(Eingegangen am 8. 2. 1927.) 
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g 1. 
Einleitung. 


1. Unter einer Riemannschen Fliche verstehen wir in der vorliegen- 
den Arbeit eine abstrakte Riemannsche Flache (— auch Riemannsche 
Mannigfaltigkeit genannt —), gema8 der von Herrn Radé angegebenen 
Definition, vgl. Radé [2]"). Wir werden das fiir uns Wichtige aus dieser 
Arbeit mitsamt einigen Folgerungen in § 3 zusammenstellen. 

2. Eine Riemannsche Fliche F heife, in Anpassung an Radé [1], 
eine fortsetzbare Fliche, wenn eine andere Riemannsche Fliche ® ge- 
funden werden kann, auf welcher es ein echtes Teilgebiet F’ gibt, so daB 
F konform*) auf F’ abgebildet werden kann. Eine jede derartige Fliche ® 
nennen wir eine Fortsetzung von F. Kann man der Flache F eine 
derartige Fliche ® nicht zuordnen, dann heiBe F eine nicht-fortsetzbare 


*) Die Radésche Definition ist einfacher und handlicher als die Weylsche ( vgl. 
Weyl [1]. 8. 36ff.). Die beiden Definitionen sind vollstaéndig aquivalent. 
*) D. h. umkehrbar eindeutig und konform. 
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Flache. Jede geschlossene Riemannsche Flache ist nicht-fortsetzbar; jede 
schlichtartige Flache ist auf die Vollkugel fortsetzbar. 

In seiner zuletzt genannten Arbeit wirft Herr Radé die Frage auf, 
ob es auBer den geschlossenen noch andere Riemannsche Flachen gibt, 
welche nicht-fortsetzbar sind. Er entscheidet die Frage dadurch, da8 er 
eine spezielle Riemannsche Flache angibt, von der er nachweist, daB sie 
sich nicht fortsetzen lat. Also gibt es eine offene nicht-fortsetzbare Flache. 


Wir werden nun einen allgemeinen Existenzsatz aufstellen. Wir werden 
zeigen, da8 nian ganz allgemein zu jeder fortsetzbaren Riemannschen 
Fliche F eine vollstdéndige Fortsetzung angeben kann, das ist eine solche 
Fortsetzung, die ihrerseits nicht mehr fortgesetzt werden kann. Man kann 
also von irgendeiner Flache ausgehend durch Fortsetzung zu einer nicht- 
fortsetzbaren gelangen. Beim Beweise werden wir benutzen, daB man 
jede Menge Riemannscher Flachen wohlordnen kann, wozu wir bemerken, 
da8 die Menge aller Riemannschen Flachen iiberhaupt nur die Machtigkeit 
des Kontinuums hat. 


3. Wir werden das Radésche Ergebnis durch zwei weitere Satze ver- 
volistandigen (§ 7): 

a) Nicht nur muB eine nicht-fortsetzbare offene Flache nicht-zerlegende 
Riickkehrschnitte zulassen (weil sie sonst schlichtartig, also fortsetzbar 
wire), sondern sie mu8 ihrer sogar unendlich viele zulassen. Kann man 
namlich eine Riemannsche Flaiche durch endlich viele Riickkehrschnitte, 
nimlich von der Anzahl p, in eine schlichtartige verwandeln, so kann 
man sie fortsetzen, und zwar schon auf eine geschlossene Fliche vom 
Geschlechte p. Dies ist eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes, 
da8 man jede schlichtartige Flache auf einen Teil der Vollkugel, d. h. der 
Fliche vom Geschlechte Null, abbilden kann. 

b) Herr Radé hebt hervor, daB die von ihm konstruierte Flache nur 
in bezug auf konforme Abbildung nicht-fortsetzbar ist, aber durch nur 
topologische Abbildung sehr wohl fortgesetzt werden kann. Wir werden 
zeigen, daB jede offene Riemannsche Flache topologisch (d. h. umkehrbar 
eindeutig und stetig) auf einen echten Teil einer anderen Riemannschen 
Flache abgebildet werden kann. 

4. Der bisher betrachteten Fortsetzbarkeit, die wir zur Hervor- 
hebung auch absolute Fortsetzbarkeit nennen werden, kann man eine andere, 
die relative Fortsetzbarkeit, gegeniiberstellen. 

Gegeben sei irgendeine Riemannsche Flache G als Grundflache. Unter 
einer Riemannschen Flache (relativ zu @) sei dann eine Fliache ver- 
standen, welche als auf der Flache @ starr ‘und unverriickbar, schlicht 
oder unschlicht bzw. gewunden, liegend aufgefaBt wird, in der Art, wie 
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eine konkrete Riemannsche Flache auf der Vollkugel liegt. Zwei Flachen 
heiBen (relativ zu G@) identisch, wenn sie Punkt fiir Punkt (iiber G) 
koinzidieren; und eine Flache F wird durch eine Flache ® fortgesetzt, 
wenn sie mit einem echten Teil von @ identisch ist. Auch hier gibt es 
zu jeder relativ fortsetzbaren Flache eine Fortsetzung, die ihrerseits nicht 
mehr relativ fortsetzbar ist. 

5. Neben Relativ-Fortsetzungen kann man auch Relativ-Ausbreitungen 
betrachten. Von zwei Flachen F, und F, auf @ ist F, eine Ausbreitung 
von F,, wenn vermége der Lagerelation von F, und F, zu G@ die Flache 
F, als auf F, liegend aufgefaBt werden kann. Jede Relativ-Fortsetzung 
einer Flache ist auch eine Relativ-Ausbreitung (nicht aber umgekehrt). 
Wiederum besteht der Satz von der Existenz einer vollstindigen Aus- 
breitung zu jeder Flache F. 

Die Relativ-Ausbreitungen haben vor den Relativ-Fortsetzungen vor- 
aus, daB bei einer auf G schlicht liegenden Flache nur die Flaiche G selbst 
als vollstandige Ausbreitung auftritt. 

6. Fiir den Begriff der Absolut-Ausbreitung, der analog zu dem der 
Absolut-Fortsetzung gebildet werden kann, versagt unser Beweis im all- 
gemeinen Falle, und ergibt den Existenzsatz nur unter einer wesentlichen 
Einschrankung. Wir gehen hierauf nicht naher ein. 


§ 2. 
Ein mengentheoretischer Hilfssatz. 

1. Gegeben sei eine Menge M von wohldefinierten, untereinander 
verschiedenen Elementen. Die Elemente bezeichnen wir mit kleinen latei- 
nischen Buchstaben. Innerhalb unserer Menge sei eine Zwei-Terme-Relation 
definiert, die wir mit ,kleiner“ bezeichnen: 

a<b. 
Diese Relation braucht keine einfache zu sein, d.h. je zwei Elemente 
unserer Menge in Beziehung zu setzen. Sie besitze aber die folgenden 
Eigenschaften: 

a) Transitivitét. Aus a<b, b<c folgta<c. 

b) Asymmetrie. Es kann nicht zugleich a < 6 und b <a bestehen. 

c) Abgeschlossenheit. Man betrachte irgendeine wohlgeordnete 
Reihe von Elementen 
(1) Cas Cys Cys 2+ +5 Cans Centar + +05 CRes e+ 05 
welche monoton wachsend angeordnet sind, d.h. fiir welche aus « < # 
folgt e,< eg. Falls diese Reihe kein letztes Element hat, existiert ein 
Element a der Menge M, welches gréBér als alle e, ist, d.h. fiir welches 
é,<@, a=1,2,...,.9,@+l,.... 
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Dann gibt es in M (mindestens) ein Element e, zu welchem es kein 
groBeres in M gibt, d.h. welchem kein Element b zugeordnet werden kann, 
fiir welches e <b. 


2. Beweis. Wir betrachten irgendeine Wohlanordnung 
(2) G,, Ug, +++, De, Ba+1, +++ 


aller Elemente aus M. Aus der Reihe (2) sondern wir nach dem Gesetz 
der transfiniten Induktion (vgl. Hausdorff [1]) eine wohlgeordnete Teilreihe 


(3) C15 Cay e+ +> Cerys Cwtiy + +> 


mit ¢. = a;,, wobei ¢, < tg fiir «< #, nach folgender Vorschrift aus. Es 
ist e, —a,, und sind fiir irgendein £ alle Elemente e, aus (3) mit « < PB 
bereits bestimmt, so wahle man als eg das Element mit kleinstem Index 
aus (2), welches gréBer ist als alle bereits bestimmten e,. Die Reihe (3) 
ist dann von der Art der Reihe (1). Es existiert demnach ein Element e, 
das gréBer ist als alle e,. Dieses Element e geniigt unserer Behauptung. 
Angenommen es gabe ein Element b, mit e< b. Wegen Bedingung a) ist 
es gréBer als alle e,. Andererseits kommt es als Element unserer Menge 
irgendwo in (2) vor, es hitte also bei der Bildung der Reihe (3) als ein 
bestimmtes e,, aufgenommen werden miissen, ware also kleiner als e, 
héchstens aber mit e identisch. Die Bedingung b) fiihrt nun zu einem 
Widerspruch. 


§ 3. 
Hilfsbetrachtungen iiber abstrakte Riemannsche Flichen. 


Wir erinnern zuerst an einige topologischen Begriffe (vgl. Hausdorff {1] 
und Radé [2]). 

1. Ein topologischer Raum ist eine Menge von Elementen, Punkte 
genannt, und ein System {U} von Teilmengen der Gesamtmenge, s0- 
genannter Umgebungen, von denen jede (mindestens) einem Punkt P als 
dessen Umgebung, U=U(P), zugeordnet ist, wobei die folgenden vier 
Axiome erfiillt sind: 1. Zu jedem Punkte P gehért wenigstens eine Um- 
gebung U(P); jede Umgebung von P enthalt den Punkt P. 2. Sind 
U,(P) und U,(P) Umgebungen desselben Punktes P, so hat P eine Um- 
gebung, welche Teilmenge von beiden ist. 3. Liegt der Punkt Q in einer 
Umgebung U(P) von P, so hat Q eine Umgebung U(Q), die Teilmenge 
von U(P) ist. 4. Sind P und Q verschiedene Punkte, so haben sie solche 
Umgebungen U(P) und U(Q), die keinen Punkt gemein haben. 

2. Gegeben seien zwei topologische Raume R, und R, mit Umgebungs- 
systemen {U,} und {U,}. Eine eineindeutige Abbildung der Punkte von 
R, auf die von R, soll folgendenfalls eine topologische heiBen: Geht ein 
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Punkt P, in den Punkt P, iiber, dann gibt es zu jedem U(P,) ein U(P,), 
dessen Bild ganz in U(P,) enthalten ist, und umgekehrt. Eine offene 
Punktmenge auf R, geht hierbei in eine offene Punktmenge auf R, iiber. 
Werden einer Menge von Punkten zwei verschiedene Umgebungssysteme, 
{U} und {V}, zugeordnet, dann sollen die sich ergebenden topologischen 
Raume R und R dann und nur dann als nicht verschieden gelten, wenn 
die identische Abbildung, die jeden Punkt in sich selbst iiberfiihrt, eine 
topologische ist, d.h. wenn in jedem V(P,) ein U(P,) enthalten ist und 
umgekehrt. 


8. Ein topologischer Raum heiSt zweidimensional, wenn man fiir ein 
passendes Umgebungssystem {U} jedes U topologisch auf das Innere eines 
Kreises der Euklidischen Ebene abbilden kann. Er heiBt zusammenhangend, 
wenn man je zwei Punkten P und Q eine endliche Kette von Umgebungen 
U,, U,,..-, U, zuordnen kann, von denen U, den Punkt P, U, den 
Punkt Q, und, fiir » = 2,...,m, jedes U, Punkte von U,_, enthalt; oder, 
was damit dquivalent ist, wenn man P und Q durch eine stetige Kurve 
verbinden kann. 


Eine solche Kurve ist eine Menge von Punkten P= P(r), die ein- 
deutig den Werten des Parameters tr aus dem Intervall 0<1t<1 m- 
geordnet sind, derart, daB: a) P(0)=— P, P(1)=Q, b) jedem rt, aus 
0<1, <1 und jeder Umgebung U(P(r,)) ein « > 0 zugeordnet werden 
kann, so da8 fiir |r—1,|<e« jeder Punkt P(r) in U(P(r,)) gelegen ist. 
Fallen P und Q zusammen, so ist die Kurve geschlossen. Eine geschlossene 


doppelpunktlose Kurve heiSt ein Riickkehrschnitt. 


4. Ein topologischer Raum, der zweidimensional und zusammenhangend 
ist, hei®t eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. 


5. Definition der Riemannschen Flache. Eine Riemannsche Flache 
ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit einer bestimmten Kon- 
formitét im kleinen. 


Erklarung. Wir betrachten ein bestimmtes System von Umgebungen {U} 
unserer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit, deren jede auf einen schlichten 
Kreis topologisch abbildbar ist. Einem jeden U sei eine bestimmte der- 
artige Abbildung T|U] zugeordnet, wobei die verschiedenen 7(U]} in 
folgender Weise miteinander verkettet sind. Ist @ ein Gebiet, welches 
gleichzeitig in den Umgebungen U, und U, enthalten ist, und sind Gj, Gs 
die Bildgebiete von G bei den Abbildungen 7[{U,| und T[U,|, so ist 
T(U,)"*T(U,] eine im iiblichen Sinne direkte, d.h. die Winkel nicht 
umlegende, konforme Abbildung von G, auf Gj. Jede einzelne Ab- 
bildung 7'[U] heiBe eine konforme Abbildung (im kleinen) von U, der 
Inbegriff aller T([U] ist dann die Konformitat im kleinen der Flache. 
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6. Konforme Abbildung. Eine topologische Abbildung A zweier 
Riemannschen Flachen F, und F, aufeinander ist eine konforme Ab- 
bildung, wenn folgende Bedingung erfiillt ist. Man betrachte irgendein 
Gebiet (d.h. eine offene und zusammenhangende Punktmenge) F,’, das 
ganz in einer Umgebung U, von F, enthalten ist, dessen Bild F,' auf F,, 
das seinerseits auch ganz in einer Umgebung U, von F, enthalten sein 
soll, und die durch 7(U,) und 7(U,) vermittelten schlichten Bilder F,” 
und F,” von F,’ und F,’. Dann soll allemal die durch T[U,}~*-A-T{U,] 
vermittelte Abbildung von F,” auf F,” eine (direkte) konforme Ab- 
bildung sein. 

Die Konformitét im kleinen einer Riemannschen Flache liefert auch 
eine Konformitaét im kleinen eines jeden Teilgebiets der Flaiche, vermége 
welcher wir es als Riemannsche Teilflache der Gesamtfliche auffassen 
werden. 


7. Identitat der Riemannschen Flachen. Gegeben seien zwei ver- 
schiedene Konformitaiten im kleinen, 7(U) und 7(V), derselben zwei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit. Die resultierenden Riemannschen Flachen 
F und F sollen dann und nur dann als nicht verschieden gelten, wenn 
die identische Abbildung, die jeden Punkt sich selbst zuordnet, eine kon- 
forme ist, wenn also nicht nur die 7(U) untereinander und die 7(V) 
untereinander, sondern auch die T7(U) mit den 7(V) konform verkettet sind. 


8. Gruppeneigenschaft der konformen Abbildungen. DaB die inverse 
einer konformen Abbildung wieder konform ist, ist von vornherein in der 
Definition der konformen Abbildung enthalten. 


Ist die Riemannsche Fliche F, vermége der Abbildung B auf F, und 
F, vermége C auf F, konform abbildbar, so ist auch F, vermége BC 
auf F, konform abbildbar. Vermége B kann man die Konformitét im 
kleinen von F, auf F, tibertragen. Geht ein Punkt P, von F, in einen 
Punkt P, von F, iiber, so betrachte man als Umgebungen von P, die 
durch B hervorgerufenen Bilder aller Umgebungen U(P,), mit den Ab- 
bildungen B™’T(U) als konformen Abbildungen im kleinen. Ubertragt 
man in dhnlicher Weise diese neue Konformitaét im kleinen ihrerseits ver- 
mége C auf F,, dann ergibt sich unmittelbar, daB die Abbildung BC 
eine konforme Abbildung von F, auf F, darstellt. 


1 
9. Eine konforme Abbildung ist nur auf eine einzige Weise fortsetzbar. 
Gegeben seien eine Riemannsche Flache F, mit einer Teilfliche F,', eine 
andere Fliche F, mit einer Teilflache F,’, und eine konforme Abbildung 4 
von F,’ auf F,’. Wir betrachten fiir den Augenblick nur solche Abbildungen 
einer der beiden Flachen F, und F, auf einen echten oder unechten Teil 
der anderen, welche in den Punkten von F, mit A iibereinstimmt. Dann 
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kann von den drei Abbildungsaufgaben: a) F, ist auf einen Teil von F, 
abbildbar, b) F, ist auf F, abbildbar, c) F, ist auf einen Teil von F, 
abbildbar, héchstens eine einzige lésbar sein, und, sofern eine lésbar 
ist, es nur auf eine einzige Weise sein. Kann man also etwa F, auf 
einen Teil von F, konform abbilden, so sind die Abbildungen b) und 
c) nicht mehr méglich, und es kann nicht zwei Abbildungen von F, auf 
je einen Teil von F, geben, die nicht in allen Punkten von F, iiberein- 
stimmen. 

Wir wollen uns darauf beschrinken zu zeigen, daB man durch héch- 
stens eine Abbildung F, auf F, abbilden kann. Die anderen Teile der 
Behauptung sind ganz analog zu behandeln. Gibe es namlich zwei solche 
Abbildungen B und C, dann betrachte man die Gesamtheit F,” derjenigen 
Punkte von F,, in denen B und C dieselben Bilder liefern. Jedenfalls 
ist F,’ in F,” enthalten. Diese Punktmenge ist relativ zu F, abgeschlossen. 
Ware nun F,” nicht mit F, identisch, dann gibe es einen Punkt P, in 
F,”, sein Bild in F, heiSe P,, in dessen jeder Umgebung es Gebiete so- 
wohl von F,” als auch von F,— F,” gabe. Man kann eine solche Un- 
gebung U, so klein wihlen, da8 ihre durch B und C vermittelten Bilder 
Uz und Ug beide in einer Umgebung U, von P, enthalten sind. Durch 
konforme Abbildung im kleinen der Umgebungen U, und U, ergibt sich 
dann ein Widerspruch gegen die bekannte Tatsache, daB jedenfalls fiir 
schlichte Bereiche eine konforme Abbildung nur auf eine Weise fortsetz- 
bar ist. 

10. Gegeben sei eine festzuhaltende Riemannsche Flache G als Grund- 
fliche. Alle Riemannschen Flachen, die wir nunmehr betrachten werden, 
sollen auf G@ liegen. Eine Flache F liegt auf G, wenn jedem Punkt P 
von F ein eindeutig bestimmter Punkt Sp von @ als sein Spurpunkt, 
iiber dem er ,,liegt“, so zugeordnet und das (passend gewahlte) Umgebungs- 
system von F so beschaffen ist, daB die folgenden drei Bedingungen er- 
fiillt sind. a) Ein jeder Punkt P von F ist (relativ zu @) ein schlichter 
oder endlichfach gewundener Punkt. Ist er schlicht, dann haben fiir eine 
jede Umgebung U(P) je zwei Punkte zwei verschiedene Spurpunkte, und 
die Gesamtheit Sy,p, der Spurpunkte ergibt auf G eine Umgebung von Sp. 
Ist allgemeiner P ein n-facher Windungspunkt (n= 2,3,4,...), dann 
fiillen wiederum die Spurpunkte Sy,p, einer jeden Umgebung U(P) eine 
Umgebung von Sp aus, wobei jetzt auf jeden Punkt von Sy p— Sp 
mehrere, und zwar genau n Punkte von U(P) entfallen, die ihn zum 
. Spurpunkt haben. b) Jede in Sy,p, enthaltene Umgebung von Sp ist die 
Spur einer Umgebung von P. Fiir zwei Punkte mit gleicher Spur sind je 
zwei Umgebungen punktfremd. c) Fiir eine jede schlichte Umgebung U 
auf F ist die Lagerelation zu Sy eine konforme Abbildung auf Sy. 
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11. Zwei Flaichen F, und F, auf G@ heiBen identisch, wenn man eine 
eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten von F, und F, herstellen 
kann, bei welcher zugeordnete Punkte gleiche Spuren auf G haben und 
bei welcher Umgebungen in Umgebungen iibergehen. Wie sofort ersicht- 
lich, ist die Identifizierungsrelation jedenfalls in solchen Punkten von F, 
und F,, die (relativ zu G) keine Windungspunkte sind, eine konforme Ab- 
bildung. Sie ist es aber auch in den Windungspunkten, wie die Anwendung 
des Riemannschen Satzes iiber hebbare Unstetigkeiten ergibt. 

Wir nennen F, einen Teil von F,, wenn es mit einem echten Teil 
von F, nach der eben gegebenen Definition identifiziert werden kann. 

Wir sagen, daB F, auf F, liegt, wenn man jedem Punkt von F, einen 
Punkt von F, mit gleicher Spur relativ zu G zuordnet, so daB eine jede 
Umgebung von F, schlicht oder relativ-gewunden iiber einer Umgebung 
von F, liegt, ohne da8 dadurch F, mit F, identifiziert erscheint. — Offen- 
bar bildet sich hierbei jede relativ-schlichte Umgebung konform ab. 


12. Isc F, ein Teil von F,, und F, ein Teil von F,, so ist auch F, 
ein Teil von F,. Liegt F, tiber F,, und F, iiber F,, so liegt auch F, 
iiber F,. 

13. Ahnlich zu 9. haben wir den folgenden Satz: 

Identifizierungs- und Lagebeziehungen sind nur auf eine Weise fort- 
setzbar. Gegeben seien eine Flache F, mit einer Teilflache F,, eine Flache F, 
mit einer Teilflache F,, und eine Identifizierung A von F, mit Fy. 

1.) Wir betrachten fiir dex. Augenblick nur solche Identifizierungen 
einer der beiden Flachen mit einem echten oder unechten Teil der anderen, 
welche in den Punkten F, mit A iibereinstimmen. Von den drei Aussagen: 
a) F, ist ein Teil von F,, b) F, ist mit F, identisch, c) F, ist ein Teil 
von F, kann héchstens eine zutreffen, und auch diese nur vermége eine: 
einzigen Identifizierungsrelation. 

2.) Wir betrachten fiir den Augenblick nur solche Lagebeziehungen je 
einer der beiden Flachen zur andern, vermége welcher die durch A her- 
gestellte Beziehung zwischen F, und F, aufrechterhalten wird. Von den 
drei Aussagen: a) F, liegt auf F,, b) F, ist mit F, identisch, c) F, liegt 
auf F, kann nur eine zutreffen, und auch diese nur vermége einer einzigen 
Lagebeziehung. 

Die Beweise aller Teile der Behauptung sind zueinander ahbnlich. Wir 
werden nur zeigen, da8 nicht zugleich F, vermittels der Lagerelation B 
auf F,, und F, vermittels der Relation C auf F, liegen kann. — Liegt 
namlich ein Punkt P, auf F, vermége B iiber einem Punkt P, von F,, 
dann mu8 P, vermége C iiber F, liegen. Um dies zu zeigen, verbinden 
wit P, in F, mit einem Punkt P,; aus F, durch eine stetige Kurve K 
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und betrachten ihre durch B entstehende Spur Sx in F,. Wie sehr leicht ‘ 
zu sehen ist, kann man annehmen, daB weder K noch Sx durch Punkte : 
gehen, die relativ zu G gewunden sind. Ein passender, in P, (dem Bild- ' 


punkt von P, ) anfangender Bogen von Sx wird vermége C auf einen ent- 
sprechenden, in P, auslaufenden Teilbogen von K abgebildet, so daB hier- 
bei die Abbildung C als Inverse der Abbildung B erscheint. Wiirde nun 
der gréBte solche Bogen nicht bis P, hinanreichen, so hatte er einen, mit 
dazu gehérenden, Endpunkt P,’ auf Sx. Weil aber B und C in P,’ baw. P,’ 
konforme Abbildungen liefern, ergibe sich ein Widerspruch gegen die Ein- 
deutigkeit der Fortsetzung einer konformen Abbildung. Demnach sind B 
und C zwei eineindeutig inverse Lagebeziehungen, also insbesondere B eine 
Identifizierungsrelation, was aber nicht der Fall sein sollte. 





14. Wir haben hiermit unseren Betrachtungen den Begriff der Riemann- 
schen Flaiche in der abstraktesten der vorliegenden Fassungen zugrunde 
gelegt, weil dadurch der Beweis unseres Hauptsatzes, des Satzes I, sich 
besonders kurz gestalten wird. Beim Beweis dieses Satzes, sowie der ver- 
wandten Satze I] und IV, werden wir nur die hier entwickelten Eigen- 
schaften der Riemannschen Flachen heranziehen; fiir die Betrachtungen zu 
Satz III und im letzten Paragraphen hingegen werden wir Ergebnisse aus 
der Uniformisierungstheorie und einiges aus der Flachentopologie voraus- 
setzen. 

Aus der Uniformisierungstheorie werden wir u. a. benutzen, da8 man 
jede abstrakte Riemannsche Fliache durch eine konkrete, iiber der Riemann- 
schen Kugel gelegene Flache verwirklichen kann, auf welche sie sich ge- 
ma8 unseren Definitionen konform abbilden la8t. Denn auf jeder Riemann- 
schen Flachen existiert (mindestens ) eme Funktion, die auf ihr eindeutig 
und analytisch (d. h. vom Charakter einer meromorphen Funktion) ist 
(vgl. z. B. Weyl [1], 8. 158/9). Jede derartige Funktion vermittelt eine 
solche konkrete Riemannsche Filiche. . 

Aus der Topologie konkreter Riemannscher Flachen werden wir fol- 
gendes voraussetzen. Eine jede Flache kann trianguliert werden, und zwar 
derart, daB die Kanten (d.h. genauer deren Projektionen auf die Kugel) 
analytisch, etwa Kreisbogen, sind (Weyl [1], § 6). Eine Flache heiBt schlicht- 
artig, wenn sie sich topologisch auf einen schlichten Bereich abbilden laBt, 
was darauf hinauslaéuft, daB sie von jedem in ihr verlaufenden Riickkehr- 
schnitt (vgl. 3.) zerstiickelt wird. Kann man eine Fliche durch eine end- 
liche Anzahl punktfremder, insgesamt nicht zerstiickelnder Riickkehrschnitte 
in eine schlichtartige verwandeln, so ist diese Anzahl von der speziellen 
Wahl der beteiligten Riickkehrschnitte .unabhingig, und man kann bei 
jeder festgegebenen Triangulierung der Flache sich auf solche Riickkehr- 
schnitte beschranken, die sich aus Kanten der Triangulierung zusammen- 
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setzen. Eine jede Riemannsche Flache in irgendeiner Triangulierung kann 
durch abzahlbar viele punktfremde, aus Kanten bestehende Riickkehrschnitte 
in eine schlichtartige verwandelt werden. 


§ 4. 
Absolute Fortsetzungen. 
Wir erinnern an § 1, 1—2. 


Satz I. Zu einer jeden offenen Riemannschen Fliche F gibt es min- 
destens eine vollsténdige Fortsetzung F, also eine Flache, die eine Fort- 
setzung von F und threrseits nicht mehr fortsetzbar ist. 

Beweis. Ist F, eine Fortsetzung von F, so kann es méglicherweise 
verschiedene Abbildungen von F auf einen Teil von F, geben. Eine jede 
solche Abbildung denken wir uns mit F, fest verbunden, etwa in der Art, 
daB von jedem Punkt von F, festgelegt wird, ob er einem, und bzw. 
we'chem, Punkt von F entspricht. Wir sagen, daB wir die Fortsetzung 
F, geeicht haben und bezeichnen sie mit F,. Eine einzige Fortsetzung 
von F kann offenbar zu verschiedenen geeichten Fortsetzungen AnlaB geben. 

Wir betrachten nunmehr die Gesamtheit aller geeichten Fortsetzungen 
F von F. Zwei geeichte Flachen F, und F, sollen dann und nur dann 
als gleich gelten, wenn man F, so auf F, konform abbilden kann, daB 
hierbei jeder geeichte-Punkt wiederum in einen geeichten Punkt iibergeht, 
und zwar in denjenigen, der demselben Punkt von F entspricht. Wir 
nennen F, eine Fortsetzung von F',, wenn man F’, so auf einen Teil von 
F’, abbilden kann, da®, in ahnlicher Weise, geeichte Punkte in geeichte 
iibergehen. Unser Satz wird bewiesen sein, wenn wir zeigen werden, daB 
es unter den geeichten Flaichen eine gibt, die sich nicht weiter auf eine 
geeichte fortsetzen 1a48t; denn eine solche Flache wird, wie sofort zu sehen 
ist, nach Fortlassung der Eichung eine absolut nicht-fortsetzbare Flache. 

Jetzt werden wir den Hilfssatz aus § 2 entscheidend heranziehen. 
Als Menge M nehmen wir die Gesamtheit aller geeichten Fortsetzungen 
von F. Unter F, < F,, verstehen wir, daB F’, eine Fortsetzung von F, 
ist. Treffen die Voraussetzungen des Hilfssatzes zu, so entspricht dem 
Element e des Hilfssatzes eine geeichte Fortsetzung von F, welche ihrerseits 
nicht-fortsetzbar ist. Wir haben also die Bedingungen a), b) und c) aus § 2 
zu verifizieren. Bedingung a) ist sehr einfach (vgl. § 3, 8). Bedingung b) 
folgt aus § 3,9. Und Bedingung c) ergibt sich aus folgendem. 

Gegeben sei eine wohlgeordnete Reihe 


(1) oe ee ee 
unserer Flichen, die so beschaffen sind, daB aus « <# folgt F. < Fy. 
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Wir wollen die Existenz einer geeichten, also zu unserer Gesamtheit ge- 
hérenden Flaiche F nachweisen, auf welche jedes F’, fortsetzbar ist. Die 
gesuchte Fliche F werden wir konstruieren. Einen jeden Punkt P einer 
jeden der Flachen (1) lassen wir einen Punkt P’ der neuen Fliche erzeugen. 
Zwei Punkte P, und P, sollen dann und nur dann denselben Punkt P’ 
erzeugen, wenn sie verschiedenen Flaichen /, und F', angehéren, und aus- 
einander durch die in ihrer Art einzige, durch F, < Fy ausgedriickte, kon- 
forme Abbildung hervorgehen. Die Gesamtheit aller Umgebungen eines 
Punktes P’ aus F erhalten wir dadurch, da8 wir von einem jeden Original- 
punkt P der P’ erzeugt, die in F zustandekommenden Bilder aller seiner 
Umgebungen (in seiner Flache) betrachten. Als konforme Abbildung im 
kleinen einer Umgebung in F nehmen wir die entsprechende Abbildung 
derjenigen Umgebung einer Flache aus (1), aus der sie hervorgegangen ist. 
Da8 unsere Punktmenge F eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist, ist 
nahezu evident, und da die beigegebenen konformen Abbildungen im 
kleinen miteinander konform verkettet sind, also eine Konformitat im 
kleinen der Flache ergeben, folgt sehr leicht aus § 3, 6—7. Man sieht 
auch, daB F geeicht werden kann und da8 sich jede geeichte Flache aus (1) 
auf die geeichte Flache F fortsetzen 1aBt. 


§ 5. 
Relative Fortsetzungen. 


1. Satz Il Gegeben sei auf einer Grundjflache G eine Riemannsche 
Fliche F. Dann gibt es eine vollstandige Relativ-Fortsetzung F’ von F, 
die also so beschaffen ist, daB sie mit einem Teil von F identisch ist, 
ohne selbst mit dem Teil einer groéBeren Flache identifizierbar zu sein. 

Beweis. Wegen der Analogie der Behauptungen in § 3, 7—9 und 
in § 3, 11—13 ist der Beweis dieses Satzes ganz analog wie fiir Satz I 
zu fiihren. Man fiihre wiederum geeichte Fortsetzungen von F ein, also 
solche, bei denen die Identifizierung einer Teilfliche mit der Flaiche F 
genau markiert ist, und beweise wiederum die Existenz einer vollstindigen 
Fortsetzung fiir die geeichten Flachen. Da die Bedingung c) von § 2 zu- 
trifft, ist im jetzigen Falle nahezu evident. 

2. Offenbar ist jede absolut nicht-fortsetzbare Flache auch in keiner 
Weise relativ fortsetzbar. Aber es gibt auch andere relativ nicht-fortsetz- 
bare Flachen. Z. B. ist die Flache, auf der der Logarithmus eindeutig ist, 
d. h. die universelle Uberlegungsfliche der zweifach punktierten Vollkugel 
nicht-fortsetzbar. 


Satz III. Aus einer Grundjlache G lasse man eine Menge N iso- 
lierter Punkte (in endlicher oder unendlicher Anzahl) weg. Im allgemeinen 
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kann N auch aus einem einzigen Punkt bestehen, nur wenn G die Voll- 
kugel ist, soll N aus mindestens zwei Punkten bestehen. Die universelle 
Uberlagerungsfliche G’ der Riemannschen Teilfliche G’ = G — N ist relativ 
zu G nicht-fortsetzbar. 

Beweis. Gibt es auf G eine Flache F, die keinen iiber einem 
Punkt von N gelegenen Punkt enthilt, und ist bekannt, daB man @’ als 
auf G gelegene Fliche mit einem Teil F’ von F identifizieren kann, so 
muS8 F’ mit der ganzen Fliche F zusammenfallen. Denn angenommen, 
die Punktmenge F — F’ wire nicht leer. Wir verbinden einen Punkt P’ 
aus F’ mit einem Punkt P aus F— F’ durch eine stetige Kurve K. Ent- 
spricht bei der Identifizierung dem Punkte P’ der Punkt P’ aus G’, so 
kann man von P’ ausgehend in @’ eine Kurve K legen, die auf @ die- 
selbe Spur wie K hat. Wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzung von 
Identifizierungsrelationen wiirde dann der Punkt P mit einem P aus G’ 
idenfiziert erscheinen, was ein Widerspruch wire. 

Angenommen, es gibt eine Fortsetzung F von G’. F mu8 mindestens 
einen Punkt P, enthalten, der iiber einen Punkt von N gelegen ist. Nach 
Fortlassung aller iiber N gelegenen Punkte von F' entsteht eine Fliche F’, 
welche nach eben Bewiesenem mit @’ identisch ist. Nun ist @’, also auch 
F’, einfach zusammenhingend. Da aber F’ durch Herausnahme isolierter 
Punkte aus F' entstand, kann es nicht einfach zusammenhingend sein, es 
sei denn, daB F’, also auch G’, die einfach punktierte Kugel ist (Weyl [1], 
§ 20), was aber nach unseren Vorauasetzungen nicht eintreten kann. 

Verallgemeinerung von Satz IV. Die Punktmenge N braucht 
nicht aus isolierten Punkten zu bestehen. Es geniigt, wenn sie kein Kon- 
tinuum enthalt und relativ zu G@ abgeschlossen ist, d. h. sich in keinem 
Punkte von G@—N hauft. Die Punktmenge G’ = GW— N ist auch dann 
eine einzige Riemannsche Flache. Ist @ eine schlichte Kreisscheibe, so folgt 
dies unmittelbar aus einem bekannten Satze (vgl. v. Kerékjarté [1], Kap. I, 
§ 5, insbes.S. 48 und Kap. V, 8.171, Beispiel 2); im Falle einer allge- 
meinen Fliche G kann man leicht auf Umgebungen zuriickgehen. LaBt 
man aus einer Fliache F’ alle diejenigen Punkte weg, die iiber einem Punkt 
der (so verallgemeinerten) Menge N liegen, so wird dadurch die Flache 
nicht zerstiickelt. Man kann deshalb wie oben zu Ende schlieBen. Die 
Einzelheiten fiihren wir nicht aus. 


§ 6. 
Ausbreitungen. 
Satz IV. Gegeben sei eine GrundflacheG. Zu einer jeden Flaiche F gibt 
es eine Fortsetzung F’, die nicht nur nicht fortsetzbar, sondern auch nicht 
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ausbreitbar ist. Dies besagt, dab man nicht eine Fortsetzung F’ von F 
angeben kann, so dab F (vermége der Lagerelationen von F und F’ zu G) 
als auf F’ liegend aujgefaBt werden kann. 

Beweis. Der Beweis verliuft wiederum ganz analog wie im Falle 
des Satzes I. Wir betrachten alle geeichten Fortsetzungen von F. Zwei 
Flachen heiBen identisch, wenn eine die Eichung erhaltende Identifikation 
zwischen ihnen besteht. Wir setzen F,< F,, falls F, iiber F, liegt, so 
daB jeder geeichte Punkt iiber dem entsprechenden geeichten liegt. Die 
Bedingungen a) und b) von § 2 sind jetzt auf Grund von § 8, 12 und 13 
erfiillt. Bleibt noch die Bestatigung der Bedingung c), was im jetzigen 
Falle eine etwas langere Uberlegung erfordert. 

Gegeben sei eine wohlgeordnete Reihe geeichter Flachen 


(1) ee a ae 


so daB fiir «a<f, F,< F;. Wir werden eine geeichte Fliche F kon- 
struieren, auf der jede Flache F, liegt. Wir betrachten die Gesamtheit 
aller Punkte P aller Flachen der Reihe (1). Unter P, verstehen wir einen 
Punkt aus F, (a=1,2,...,0,m@+1,...), mit P,< Ps, deuten wir an, 
daB « < £, und daB der Punkt P, iiber dem Punkt P, liegt. Auf Grund 
von § 3, 12 ergibt sich, daB 

(2) aus P,< Ps, Ps <P, folgt P.< P,. 

Zwei Punkte P’ und P”, mégen sie derselben Flache oder verschiedenen 
Flichen entnommen sein, nennen wir dann und nur dann miteinander ver- 
wandt, wenn entweder einer von ihnen iiber dem anderen liegt, oder es 
einen dritten Punkt P” gibt, iiber dem sie beide liegen. Wegen (2) 
kénnen wir die Gesamtheit unserer Punkte in Familien einteilen. Je zwei 
Punkte einer Familie sind miteinander verwandt, je zwei verschiedenen 
Familien zugehérige Punkte sind miteinander nicht verwandt. Alle Ange- 
hérigen derselben Familie haben den gleichen Spurpunkt auf G. Eine jede 
Familie lassen wir einen einzigen Punkt P erzeugen, der iiber dem gemein- 
samen Spurpunkt gelegen ist. Die Flache F’ definieren wir als die Gesamt- 
heit dieser Punkte P. Wir miissen nunmehr Umgebungen zu einem jeden 
Punkt P definieren. Gibt es innerhalb der Familie P einen Punkt P,, 
der in F, schlicht ist, dann iibertrage man jede Umgebung von P, mit- 
samt ihrer Konformitaét im kleinen in der Weise in eine Umgebung von 
P, daB letztere aus allen solchen Punkten besteht, zu deren respektiven 
Familien die Punkte aus der fraglichen Umgebung von P, gehéren. Es 
seien allgemeiner alle Angehérigen der Familie P gewundene Punkte. 
Haben P, und P, die Windungszahlen n, und ng, und ist P, < Py, so ist 
N,=> Mg, und zwar ist ng ein Divisor Von n,. Wir betrachten nun fiir 
jedes « alle Punkte P, aus unserer Familie. Ihre Windungszahlen n, be- 
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sitzen ein Minimum »,. Fiir wachsendes « ist », nicht-wachsend, also ist 
fiir passendes a %, = %a,+1 = %a,+2 = --. =». In der Flache F,, nehmen 


wir irgendeinen Punkt P,, mit der Windungszahl » und iibertragen, ahnlich 
wie fiir » 1, seine Umgebungen auf P. Auf diese Weise werden jedem 
Punkt P Umgebungen zugeordnet. Zu Beweiszwecken wollen wir jedem 
Punkt F denjenigen Punkt P, seiner Familie fest beigegeben denken, von 
dem er die Umgebungen erhalten hat. 

Wir werden jetzt fiir unser Umgebungssystem die Flacheneigenschaften 
verifizieren. Die Hausdorffschen Axiome 1 und 2 sind evident. Axiom 3 
trifft auch zu. Denn es liege der Punkt Q vom Index £ in der Umgebung 
U=U(P), wobei P vom Index «a ist. Man nehme irgendeinen Index y, 
der nicht kleiner ist als « und f, und betrachte von der Umgebung U(P.), 
aus der U(P) hervorgegangen ist, die Projektion U(P,) auf F,. In der 
Umgebung U(P,) gibt es wegen y>f genau einen Punkt Q, aus der 
Familie Q. Er besitzt eine Umgebung U(Q,), die ganz in U(P,) ent- 
halten ist. Daraus folgt, daS es eine Umgebung U(Q) gibt, die ganz in 
U(P) enthalten ist. Ahnlich verifiziert man das Axiom 4 von Hausdorff 
auf Grund von § 3, 10, b. 

DaB F zweidimensional ist, ist trivial; bleibt noch der Nachweis, daB 
sie zusammenhangend ist. Wir haben zu zeigen (§ 3,3), daS man je zwei 
Punkte P’ und P” durch eine endliche Umgebungskette verbinden kann. 
Es gehére P’ zum Index «’ und P” zum Index u”. Wir betrachten einen 
Index a, der nivi.* kleiner ist als a’ und «” und die Projektionen P. und 
P” der Punkte PY und PY. auf F,, und verbinden P. und PY’ durch 
einen Weg K,. Einem jeden Punkt P von K, ordnen wir in folgender 
Weise eine Umgebung U(P) zu. Ist fiir die Familie, zu der P gehért, 
der Index nicht kleiner als a, so nehmen wir als U(P) irgendeine Um- 
gebung von P; sonst wahle man als U(P) eine solche Umgebung von P, 
deren Projektion auf F' daselbst eine Umgebung aus dem oben angegebenen 
Umgebungssystem bildet. Man kann nun XK, durch eine endliche Zahl aus 
den zugehérigen Umgebungen iiberdecken. Die Projektionen dieser endlich 
vielen ausgezeichneten Umgebungen auf F’ bilden, wie man sich leicht 
iiberzeugt, eine Umgebungskette zwischen P’ und P”. 

Nach alledem folgt leicht, daB F' eine auf G gelegene Riemannsche 
Flache ist. DaB sie geeicht werden kann, und daB dann jede Flache aus (1) 
auf ihr gelegen ist, ist nunmehr sehr leicht einzusehen. 


§ 7. 
Zwei Sitze zur absoluten Fortsetzung. 


1. Satz V. Gegeben set eine Riemannsche Flache F. Falls man F 
durch eine endliche Anzahl nicht zerstiickelnder, punkt{fremder Riickkehr- 
QR* 
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schnitte in eine schlichtartige Fliche F’ verwandeln kann, so kann man F 
in passender Weise auf eine geschlossene Riemannsche Flache fortsetzen. 
Betrdgt die Anzahl der Riickkehrschnitte p (= 1, 2, ...), so kann man die 
Fortsetzung bereits auf eine geschlossene Flache vom Geschlechte p vornehmen. 

Beweis. Wir nehmen an, daB die Flache F iiber der Riemannschen 
Kugel gelegen ist, in einer bestimmten Triangulierung vorliegt, und daB 
die Riickkehrschnitte, die wir mit R,, »=1,2,...,p bezeichnen, aus 
Dreieckskanten bestehen (vgl.§ 3, 14). Jedes R, liefert zur Flache F’ 
zwei Randkurven R,’ und R,”. Die Flache F’ 1aBt sich mit Einschlu8 
der Randlinien RS (i= 1,2; »=1,2,...,p) topologisch so auf einen 
Teil F’ der abgeschlossenen (x, y)-Ebene abbilden, daB F” den Punkt co 
enthalt, also alle Randpunkte von F ’ in einem endlichen Bezirk liegen, 
und daB die Randkurven R;* im Kreise R® iibergehen, die im Innern 
keine Punkte ven F’ enthalten (vgl. v. Kerékjérté [1], V, $1). Daran 
ist zu erkennen, daB man unsere Riemannsche Flache F’ so relativ zur 
Kugel fortsetzen kann, daB die Randkurven R,” innere Punkte werden. 
Betrachtet man nimlich zu einer Randlinie R;° alle diejenigen Dreiecke 
von F’, die mit einer Ecke oder einer Kante an sie stoBen, dann erhilt 
man eine Dreieckskette K\” (i-+j—=3), welche von zwei Randkurven 
begrenzt wird, deren eine R®® ist. Nun kann man offenbar F’ dadurch 
fortsetzen, da8 man fiir jedes » an R,” eine mit KS” und an R”® eine 
mit K;” identische Dreieckskette anhingt. Auf diese Weise erhilt man 
jedenfalls eine Riemannsche Fliche F”. Diese Flache ist auch schlicht- 
artig. Man erhalt nimlich eine topologische Abbildung von F” auf einen 
schlichten Bereich, wenn man jede der Dreiecksketten K<° in passender 
Weise in das Innere der Kreislinie R\ abbildet. 

Die schlichtartige Riemannsche Flache F” kann man (vgl. Lichtenstein 
[1], 45, d)) konform auf einen Schlitzbereich der abgeschlossenen z- Ebene 
abbilden, d. h. auf einen Bereich F”, der den Punkt oo im Innern enthiilt 
und dessen Randkomponenten S aus Punkten und Strecken, die zur 
x-Achse parallel laufen, bestehen. Die konforme Abbildung von F” auf F’ 
liefert eine konforme Abbildung von F’ auf ein Teilgebiet F’ von F”, 
welche den Vorzug hat, da8 sie noch auf den Randlinien R{* analytisch 
ist, und demnach diese Randlinien eineindeutig auf gewisse Kurven R® 
abbildet. Die Randstiicke S kénnen sich nicht gegen einen Punkt 
von R® haufen. Daraus folgt, daB man aus F’ ein konformes Bild F 
der Flache F selbst erhalt, wenn man die Punkte von R® mit hinzu- 
nimmt, und zwar derart, daS man je zwei Punkte von R!” und R,”, die 
von demselben Punkt auf R, herriihren, zu einem einzigen Punkt identi- 
fiziert, der eben diesem Punkte von ‘R, als Bildpunkt zugeordnet wird, 
und dessen jede Umgebung sich aus je einer Halbumgebung der zwei 
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beteiligten Punkte von R{ und RB” zusammensetzt. Als Randpunkte 
von F fungieren dann Randstiicke S. Diejenige Riemannsche Flache 9%, 
welche aus der abgeschlossenen Ebene dadurch entsteht, da8 alle im 
Innern der R,° gelegenen Punkte fortgelassen und die Punkte von R,” 
und R{ miteinander wie oben indentifiziert werden, ist nunmehr eine 
geschlossene Flache vom Geschlechte p, welche eine Fortsetzung von F ist. 
2. Zum SchluB wollen wir beweisen, da8 man jede offene Riemannsche 
Flache F durch topologische Abbildung fortsetzen, also umkehrbar eindeutig 
und stetig auf den echten Teil einer anderen Riemannschen Flache F 
abbilden kann, Man kann F durch abzihlbar viele, gegen einander iso- 
liert liegende Riickkehrschnitte in eine schlichtartige verwandeln (vgl. § 3, 14) 
und daher, wie im Falle endlich vieler Riickkehrschnitte, auf einen 
schlichten Bereich F abbilden, der den Punkt co im Innern enthilt, eine 
abzihlbare Anzahl von Paaren von Kurven R, aufweist, deren Punkte 
zu je zwei miteinander identifiziert sind und dessen Randstiicke aus 
Punkten oder Schlitzen bestehen. Aus der Menge der Randpunkte von F 
greifen wir einen mit algebraisch kleinstem Wert der Abszisse heraus. 
Nehmen wir an, daB es aer Anfangspunkt, (x= y= 0), ist. Dann kann 
man in F' eine Kurve K legen, welche gegen den Anfangspunkt konver- 
giert und durch keinen Punkt von R\ geht. Ist z. B. der Punkt 2 = — 1, 
= nicht auf einem R® gelegen, so kann man fiir K in passender 
Weise eine Kurve: —1<2<0, y=g(x) wahlen, wo (zx) stetig ist. 
Man kann dann eine stetige Funktion e(z) > 0, lim e(z)= 0 wihlen, so 


daB der ,Keil“: —1<2<0, o(x)—e(z)Sy<o(2)+e(z), keinen 
Punkt eines R: enthalt. Wenn man nun den Keil mit Einschlu8 seines 
Randes, aber Ausschlu8 der Spitze topologisch auf ein Rechteck mit Ein- 
schlu8 dreier Seiten abbildet und in F in passender Weise den Keil 
durch das Rechteck ersetzt, so erhilt man eine neue Fliche, welche lings 
der freigebliebenen Rechtecksseite fortsetzbar ist. Eine jede solche Fort- 
setzung ist ein F. 
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On the fundamental geometrical properties of linearly 
measurable plane sets of points. 


Von 


A. S. Besicovitch in Cambridge (England). 


Dedicated to my sister Sophia Fenerli. 


Introduction. 


§ 1. C. Carathéodory') was the first to introduce the idea of the 
linear measure of plane sets of points. His definition is a generalisation 
of Lebesgue’s measure of linear sets, and is as follows: 

Let A be a plane set of points and, o being an arbitrarily chosen 
positive number, let 

U, (@, A), U,(@,4), -.- 
be a finite or enumerable set of convex areas which satisfy the following 
two conditions: 

1. Every point of A is an interior point of at least one of the areas 
U, (0,4), U,(@,4),.--- 

2. The diameter d, of U,(o,A) is less than g for all values of k. 

Denote by U(o,A) the set of the areas U,(o,A), U,(0@,A), .... 
(We shall adhere to this notation throughout.) 

Denoting generally by d the diameter of an area, let us consider the 


lower bound of the sum*) 5’ d which we denote by L,. As o decreases 
U (e, A) 


L, cannot decrease, consequently 


*) Uber das lineare Ma8 von Punktmengen — eine Verallgemeinerung des Langen- 
begriffs. Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Math.-phys. 
Klasse 1914. 

*) If to each element of a finite or enumerable set C corresponds a number 6 
we denote by the symbol 5 6 the sum of all these numbers. Thus in the above case 


Cc 
the symbol > d denotes the sum d,+d,+.... 
U (e, A) 
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lim L, = L*A 
+0 
always exists. . 


We call the number L*A the exterior linear measure of the set A. 


We say that a set A is measurable if for every set W of finite exterior 
measure the relation 


L*W=L*(AxW)]+L*(W—A~x W] 


is satisfied. We then denote the number L* A by LA and call it the linear 
measure of A. 

§ 2. In his paper C. Carathéodory gave the general theory of measure 
and of measurability. W. Gross*) in his paper: ,Uber das lineare MaB 
von Punktmengen“, compares the measure as defined by Carathéodory and 
Minkowski respectively, and also gives an example in which the two 
measures do not coincide, and establishes some general relations between 
them. W. Gross also gives a very instructive example of a set of mea- 
sure > 0 whose projections on two perpendicular directions are sets of 
measure zero. 

Esterman‘) gave a complete solution of the question of the corre- 
lation between the measures of Carathéodory and of Minkowski, both in 
the case of plane sets in general, and in some particular cases. 

Plane sets of finite linear measure (linearly measurable sets) repre- 
sent a very extensive and important class of plane sets, which includes 
all rectifiable curves as a sub-class. In this paper I investigate the fun- 
damental geometrical properties of linearly measurable sets. 

§ 3. We first give some definitions: 


Let A be a measurable®) set of points, and let a be any point of 
the plane, whether belonging to A or not. Denoting by c(a,r) the circle 
with centre a and radius r, we write 


lim sup Pi AxeCet)) = D*(a,A), 
r>0 

lim ing 414% (6-7) _ p, (a, A); 
r>0 r 


D*(a,A), D(a, A) will be called the upper and lower densities of the 
set A at the point a. 


*) Monatshefte fiir Math. und Physik 29 (1918). 
*) Uber Carathéodorys und Minkowskis Verallgemeinerungen des Langenbegriffs, 
Abhandlungen aus dem Math. Sem. der Hamb. Univ. 1925. 
5) ‘measurable’ will always mean ‘linearly measurable’. 
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If D*(a,A) and D,(a,A) are equal, we denote their common value 

by D(a, A) 
D* (a, A) = D, (a, A) = D(a, A) 
and call D(a,A) the density of the set A at the point a. 

The density-distribution in a set is obviously itself a fundamental 
geometrical property of the set; it is moreover the basis of a number of 
other fundamental geometrical properties. 

The first chapter of this paper is devoted to the study of the density- 
distribution in linearly measurable sets. 

When at a point a of the set A, the density D(a, A) exists and is 
equal to 1, we shall call the point a a regular point of the set A. Any 
other point of A we shall call an irregular point. 

If almost all points of A are regular, the set itself will be said to 
be regular; if almost all points of A are irregular we shall call A an 
irregular set. 

We know that every measurable set of points on a straight line is 
a regular set. This is not true in the general case of linearly measurable 
sets, for which the principal results concerning the density are as follows. 


Theorem 1. At almost all points of a linearly measurable set A 
3 <D*(a,A)<1 and OS D,(a,A) <1. 


These limits are the best possible in the sense that: there exist sets of 
measure > 0, for which 


D*(a,A)= 5, or D*(a,4)=1, or D,(a,4)=0, of D(a, 4)=1, 


as the case may be, at almost all points. 

Theorem 2. At almost all points a outside the linearly measurable 
set A, D(a, A)=0. 

Theorem on the permanence of density. If A and B are 
linearly measurable sets of measure >0 and Ac B, then at almost 
all points of A 

D*(a, A) = D*(a,B), 


D,(a,A) = D,(a,B). 


This is a generalisation of the theorem on the density at points 
of a linear set A. For we can take for B the straight line which con- 
tains A, and the theorem then follows from the fact that at all points 
of B the density is 1. 

The theorem shows that the condition of measurability imposes so 
stringent limitations on the possible form of a set, that a splitting of the 
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set into two measurable sets may not sever the connection of a point 
with its neighbourhood, except for the points of a set of measure zero. 

Theorem of decomposition. The set of all regular points of a 
linearly measurable set is a regular set and the set of all its irregular 
potnis is an irregular set. 

This theorem enables us in some cases to reduce the discussion of 
general sets to that of regular and irregular sets. 

§ 4. In the second chapter I discuss the question of the existence of 
a tangent at the points of linearly measurable sets. 

We define the tangent as follows: 

Let a be any point of the measurable set A at which 

D*(a,A)>0 

and let 7’'7'’ be a straight line drawn t 
through a (fig. 1) while t,t’, t, tf are , ie 


lines through a which make angles 4 ea 
(0 <a@< <2) on opposite sides of pone 
TT’. Let (a) denote the part of ty 
the plane included in the sectors Fig. 1. 
t,at,, that. 
Then if for arbitrarily small values of « 


D(a, A—A>(«)] =0 


the line 77’ is said to be the tangent to A at the point a. 

This definition is a generalisation of my definition of the tangent at 
a point of the curve y = f(z).°) 

In this paper I prove the following theorems: 

Theorem. At almost all the regular points of a linearly measu- 
rable set there exists a tangent to the set; at almost all the irregular 
points there is no tangent to the set. 





Theorem. From almost every irregular point a of a linearly measu- 
rable set the directions of neighbouring points of the set are dense in the 
whole interval (— x, +-2) of directions. Moreover for arbitrarily small 
values of « and any position of T'T’ (fig. 1) 

D*({a, Ax(a)]>0. 

Thus with regard to the fundamental properties of rectifiable curves, 
regular and irregular sets behave in precisely opposite ways; regular sets 

*) A. Besicovitch, Diskussion der stetigen Funktionen im Zusammenhang mit 


der Frage iiber ihre Differentiierbarkeit. I. Bulletin de Académie des Sciences de 
Russie 1925, pp. 97—122. 
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are completely analogous to rectifiable curves, irregular sets entirely op- 
posite to them in behaviour. 

§ 5. I also prove the following two theorems on the general structure 
of linearly measurable sets: 


Theorem 1. To any regular set A and any positive number « cor- 
responds a finite or enumerable set of rectifiable curves, of total measure 
< LA-+e, which contains almost all points of A. 

From chapter 1 it follows that the intersection of an irregular set 
with a regular set is always a set of measure zero. Hence in the above 
theorem the regularity of the set A is a necessary condition. 


Theorem 2. To any irregular set A, corresponds a finite or enumer- 
able set of Jordan curves, which contain almost all points of A. 

None of these curves is rectifiable (we suppose always that the inter- 
section of each of these curves with the set A is of measure > 0). 

These two theorems, which appear at the first glance to be analogous, 
are really quite different in character. The first gives an approximate 
representation of a linearly measurable set by means of a set of rectifiable 
curves, in which the approximation set differs from the given set only by 
a set of measure <e. The set of curves in theorem 2 being of infinite 
measure, is not an approximation to the given set. 

This approximate representation of a regular set gives a very simple 
means of finding the measure of the projections of infinitely small “arcs” 
of a regular set, which may be extended to linearly measurable sets in general 
by means of the following theorem: 


Theorem. For almost all regular points a of the linearly measurable 
set A the projection of the set A =< c(a,r) in any direction is asymptotically 
equal, as r—» 0, to the projection of that diameter of the circle c(a, r) 
which is tangent at a to the set A. 

No such proposition exists for irregular points. 

§ 6. On the contrary, their behaviour may be quite extraordinarily 
irregular. Gross’s set, of measure > but with zero projections on two 
different lines, is an example of the anomalies which may occur. In 
chapter 3 I show that even more irregular behaviour than this may occur, 
by constructing a set of measure >0 whose projection on any line 
js zero. 

Finally I compare the behaviour of regular and irregular sets when 
the definition of their measure is varied slightly, and show that in de- 
fining the measure of a regular set, we may suppose that the areas U, (0, A) 
are circles, but that such a supposition in the case of irregular sets may 
alter the value of their measure. 


























Linearly measurable plane sets. 427 


The close similarity of regular sets to rectifiable curves and the pro- 
found dissimilarity of irregular sets shows that a generalisation of the 
class of rectifiable curves which retains their fundamental properties, is 
provided by the class of regular sets, but not by the class of all 
linearly measurable sets; on the contrary the class of irregular sets is 
essentially dissimilar to the class of rectifiable curves. 


Chapter L 
§7. Lemma. Let V(o) denote a finite or enumerable set of convex 
areas V,,V,,... whose diameters are d,< oe, d,S0,.... Then to any 


measurable set A and any positive number « corresponds a number 
0,=0,(A,e) such that for any set V(o) with oS 0, the inequality 
(V) L[AxV(e)]}< Sd+e 
is satisfied. - 
Proof. Let U[e,A—A>V/(q@)] be a set of areas of the type 


described in §1, covering the points of the ses A— A> V(g) and let 
U(o, A) denote the set 


(1) V(e)+U[e,A—A>x V(e)]. 


We know from the definition of measure that there exists a number 9, . 
such that for any 0 <9, 


> 4>LAa-% 
U (e, A) 
or 
(2) D4 >L[AxV(e)] + L[4 — 4x V(0)] — 5. 


U (e, A) 

In the set (1) let oS oe, and let 

(3) » a@<L[A-AxV(0)}+5. 
Ule,A-AX Vie)) 

From (1) we have 

(4) aa=Ddt+ DD a 
U (e, A) Vie) U le. 4-AX V(o)] 

and therefore from (2) and (3) 
L[A <V(9)]+L[A—AV(0)]-—§ < d+ L[A—AxV(o)] +5 


Ve) 


and consequently 


L{AxV(e)])< Sd+e. 
Vee) 
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Thus the lemma is proved. 

§ 8. Theorem 1. At almost all points of a linearly measurable set the 
upper density is >} and <1 and the lower density te >0 and <1; 
and these limits are the best possible. 

We consider the upper density first. 


Let A be a set of measure 1>0 and let ¢ and 7 = )2e be arbi- 
trarily small fixed positive numbers. Let 0, denote a positive number 
such that for the set A and the number « now in question the inequality 
(V) of §7 is satisfied for any V(o) with o<o,. Putting in this in- 
equality V(o) = U(e,, A) we obtain 


L{AxU(o,A))< Sdt+e 


U (e@,;,4) 
or since U(o,, A) includes all points of A 
LA—e< 3 d. 


0 (@,, A) 

We can evidently assume that 

(5) SS d<LA+e 
T (e@,,4) 

and that 9, < 7. 

Now let us express the set U(o,, A) as the sum of two partial sets: 

U(e,, A) =U’ +0" 

where U’ is the set of areas U,(o0,, A)=U, for which the inequality 
(6) d, >(1+)L[AxU,) 
is satisfied, and U” the set of the remaining areas of U(g,, A). From (6) 
we have 


(7) ga>(1+n)L[Ax 0") 


and writing V(o) =U” in the lemma of §7 
(8) Sd>L{AxU")—e. 
f 


Adding (7) and (8) we have 


52 b> L(A 0’) + L(A <0") + L(A 0’) —e 
(@:,A) 


and since 


L(Ax< U0’)+ L(AxU")>L(Ax<U(e,, A4)) = LA 
this gives 


(9) J d>LA+nL(Ax0U’)—« 
U (@;, A) 


| 
| 
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or by (5) 

LA+e>LA+nL(Ax0U')—e; 
thus 

n L(A U') <2e=n? 

i. @. 
(10) L(Ax<U') <4. 
We shall denote the set AU’ by B. Thus 
(10’) LB<». 


Let a be any point of the set A — B and let 
ac U,(0,, A) = U,. 
We have c(a,d,)>U, and consequently (since U, belongs to the set U”) 


L[A><e(a, d,)] 2 L(4U,)2 
or 

L[{[Axc(a, dx)] 1 

a eee 


Thus from any point a of the set A—B we can describe a circle of 
radius < , in which the mean density of the set A is >} — 7. 


- : oa . 1 a 
Now let @ be an arbitrarily small positive number. Putting e = won’ 
so that 7 = ot? we denote by B; the corresponding set B. 
Any point a of the set A — B, — B, —... belongs to the set A — B, 


for all values of ¢. Therefore by what has just been proved we can for 


any value of ¢ describe about the point a a circle of radius < = in 

which the mean density of A is > : _ rc This means that at all points 

of the set A — B, — B, —... the upper density of the set A is >3. 
But 


L(B,+ Byt+...)< St+atht-.-=«. 


Since « > 0 is arbitrary, we conclude that at almost all points of A 
the wpper density of A is >}. 

§9. We next prove that at almost all points of a measurable set A 
the upper density is <1. Observe first of all that for any positive number 4 
the set of points of A at which the upper density is >A, is measurable. 
Let A’ be a set of points of A at which the upper density is greater than 1, 
and let us assume that LA’> 0. We then can find a positive number b 
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such that the set A” of points of A’ in which the upper density is 
>1+ 5, is of measure 1,>0. Let 


bl, ) 


e = min (5 Ls 


and let 9, be a positive number such that for the set A and for the 
given positive number e« the inequality (V) of §7 is satisfied for any V(o) 
with o<o,. We write 

=A,+A,+...+A4,+... 


where A, is a set of points of A” about each of which it is possible 
to describe a circle of radius r, where 


Eg S2r<z5 Ei? 


in which the mean density of A is >1-+ 5. We shall call such a circle 
a density-circle of class k. About any point of A, we describe a 
density-circle of radius r of class 1, and also a circle of radius 3r. Then 
from any point of A, outside these two circles, we describe in the same 
way two similar concentric circles, and so on. At each stage we select 
a point outside all the circles already drawn, and describe about it a 
density-circle of the lowest possible class, and a concentric circle of three 
times the radius. We thus obtain a finite or enumerable set ¢ of non- 
overlapping density circles, and a set C of circles concentric with these 
and of thrice the radii, such that the set of large circles covers all the 


points of A”. Evidently 
der 32) 2r. 


For any circle of C we have 2r <9, and consequently by the lemma 

D> 2r>h—e>sh 

eC 
and so 

Dd 2r>ilh, 
Since the circles of the set c do not overlap, 
(11) L(Axe)>(14+b) S2r> S2r4+5b> Sarte. 
c c e 
On the other hand by taking ¢ for the set V(o) in (V) of §7 we have 
(12) L(Axc)<S2r+e. 
c 


The (11) and (12) being contradictory the result is proved. 








4» 2 
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Since- 0 < D,(a, A) < D*(a, A) we have also proved that at al- 
most all points of A 


0<D,(a,A)<1. 


§ 10. We now show that the given limits are the best possible. If 
we take for the set A an open segment-of a straight line, then at all 
points of this set the upper and lower densities are both equal to 1; 
thus at all points of A the upper and lower densities attain the given 
values of the upper limit. 

We next construct a set such that at all its points the upper density 
is 3, i.e. its lower limit as given above; and a second set at all points 
of which the lower density attains its lower limit, viz. zero. 

§11. Let ¢ be a circle of radius r; by the “operation of class n 
with respect tothe circle c”’ we mean the construction of n circles as follows: 


We draw the concentric circle of radius (1 _ *) r, divide its circum- 


ference into n equal parts and describe circles of radius =f about the 
points of division. 

Starting with the circle c, of radius 1, we perform on it the ope- 
ration of class 4; we shall obtain a set c, of four circles each of radius }; 
each of these circles we denote by y,. We perform the operation of class 
5 on each circle y, and obtain the set c, of circles y, and so on. We 
perform the operations in such a way that no circle y, touches a circle 
Yn-q» 80 that every circle y, lies entirely inside some circle y,_,. We 
mean by c, not only the set of circles y,, but also the set of all points 
belonging to all circles y, (including circumferences). Let A denote the 
set ¢, <C,><C, <....- 

Then we shall prove that 

1°. LA=2, 

2°. the upper density of A is equal to } at every point of A, 

8°. the lower density of A is equal to —__| _____ at almost all 

y42*+1-—1 
points of A. 

1°. The set A is closed. For if a point a is outside the circles y, 
or on the circumference of a circle y, then it is at a finite distance from 
all circles y,,,, and consequently cannot be a limit-point of the set A. 
Thus each limit-point of A belongs to a circle of every class and conse- 
quently to the set A. 

The setc,, of allcircles y,, is a finite set of circles including all the 
points of A. Since SY’ 2r = 2 (whatever be the value of m) we infer that 


(13) ba LAS<2. 
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Now consider a set of open areas U(o, A) covering the points of A. 

To each point a of A there corresponds a sequence of circles y, in- 
cluding a and lying entirely in U(g, A). Let c(a) denote the first circle 
of this sequence. Then by the Borel theorem we can select a finite set S 
of circles ¢(a) which cover all the points of A. All the circles of S are 
outside one another. Let n denote the greatest suffix of circles of the 
set S. Then the set c, of all circles y, has the same property, viz. 
it covers A and lies entirely in U(g, A). 

Let U denote one of the open areas of U(o, A) and d its diameter. 
Thus d<g. Let further c(U) denote the set of circles y, lying entirely 
in U. If ¢(U) consists of more than one circle y,, then there exists a 
number k < n such that the circles of c(U) belong to s different circles y,, 
which all belong to the same circle y,_, (@ <1,). 


The mi distance between two circles y, which are ¢ circles apart 
(0 - <t <(|§ |, counting round y, a (i. e. between which there are ¢ — 1 


circles y,) is 


/ 


(14, 1) ees 


_ 


. wt ~ 2t 
— > 9 am am —~ 
) sin 27, >2r,_,(1 ) 2r 


E/ 9" | 

since sine > ~ = for OS <=. 

Thus if U includes points of two such circles 

F 2¢)\ 
(14,2) d>2r,(2¢-1-~). 
Since 27, <d<o, k-+co as 9 — 0 uniformly in the areas of U(o, A). 

Now denote by I'(U) the set of all the s circles y, which make a 
contribution to U. We count all the circles y, included in the circle 
Y,-, round this circle (y,_,). Let 


Yet Veer +++? Vee 
be all these circles y,. 
The set I'(U) includes two circles at least t = min (s—1, [F]) 
circles apart. For let y,, belong to the set (VU). If I'(U) has no 


circles at least ¢ circles apart from y,,, then all the circles (UV) must 
be among the circles 


Yea? Vead ood Peed +++ Yeats 
Consider ¢ pairs of circles 


(7x,23 Yet+1) (Yu.25 Yeeta)> +++ (Yn,03 Ynat): 


Since s>¢-+1, there is at least one pair, both circles of which belong 
to ['(U), i.e. '(U) includes two circles, ¢ circles apart. 
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Thus our proposition is proved. 
By what has just been proved it follows that we can put in (14,2) 


= min (s— 1, |<). 


We have 
2¢—1 2¢ 
d > 2r,8( 8 aE 
but for s>3 
2¢—1 2 2¢ 2 
“aa Leet and a Fe 
Therefore 
(14,3) d > 2r,8(1— 4). 


Since for each circle y, 27r,=  2r,, it follows that 
CnX Vp 


2,2 >» 27 


= n? 
e(0)x 7, 
so we have 
287, > DS2r 
$ ~ (0) 
and consequently for s > 3 
; 4\ 
(14, 4) a> (1-4) D2r,. 
e(0) 


It is easy to see that for t= 1 and k>k, (k, some constant) the 
expression 2f,_, (1 — ;) sin ab — 2r,is > 4r, and consequently for s = 2 


(since in this case t>1) d >2r,8, and the formula (14,4) is true even 
without the multiple (1 _ +). 
If c(U) consists of a single circle y, then d>2r,; in this case 


S'2r,=2r,, and thus in this case also the formula (14,4) is true. 
e(0) 


Applying the inequality (14,4) to all the areas of U(o,A) and 
adding the results we obtain 


34> (1-7) 32> 2(1- 9) 


Ute, A) 
which shows that 
(14) LASj2. 
From (13) and (14) we conclude finally that 


LA=2. 
We can also see that 
L(A x y,) = 2r,. 
2°. Now let a be any point of A. Consider the ratio 


Bl Arcelevri) for 37,5739; 3 (¢ = $,,8+1,...). 
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There is only one circle among the circles y,_, which contains points of 
Axce(a,r). It is not difficult to see that in the interval (3r,, 37,_,) 
the above ratio has its maximum for the least value of r for which 
c(a,r)>A><y;_,, ie. for 


~[1+0()] 2r-. 


L{Ax<ce(a,r)|}=2r,_, 


We have then 


and consequently 
L(Axc(a, r)) _ {1 
ee area 


which shows that the upper density at the point a is equal to }. 

3°. The statement 3° is not connected with the general questions of 
this paper but it is of interest as illustrating the kind of proceeding 
employed in calculating the density of a certain type of set. We give here 
only a sketch of the proof. The proof is based on two considerations: 

a) Let us take a diameter of the circle y,; which goes through the 
centre of y,_, and let the point a be one of the ends of this diameter. If J 
is the distance from the point a to the next of circles c;, the ratio 

L([Axe(a,r)] 
2r 
has its minimum in the range 27; r<2r,_, for r=/. This minimum 
tends to the given number sitietinn: 14S: 
y4x*+1-1 

b) About each point a of A, except for a set of measure zero, there 
is an infinite set of circles 4, >7;,>...>a such that, at the centre of 
any one circle y;,, the point a and the centre of »;,_, subtend an angle 
less than an arbitrarily small fixed positive number «. 

§ 12. To give an example of a set for which the lower limit of the 
lower density is reached at any point we take the set considered by 
W. Gross. Let y= ABCD be a square of side a. By operation of 





c » order n with respect to y we mean the construc- 

. | 7 tion of n* squares as follows: 
apne: Ps Let BB’ =00'=+a. We divide AB’, 
—T AC’ into n equal parts and through the points 


of division of each of them draw parallels to 
— the other, thus obtaining 2n segments and n* 











Pp tT y Points of intersection. At each of these points 
= t al we construct a square y’ with sides parallel 
; 
a= i L i B 


to AB, AC and of length “. Such a square 
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is shown at P (fig. 2). This is the operation of order n. Observe that 
if the square y is divided into n* equal squares by parallels to the sides, 
each of these small squares will contain one square y’. 

Starting now with the square y, of side 1 we perform on it the 
operation of order 3, obtaining 3° squares y,. On each of these squares y, 
we perform the operation of order 4, and we now have 3°-4* squares y,. 
On each of them we perform the operation of order 5 and so on. Deno- 
ting by I, I,,... respectively the set of all squares y, (more exactly 
the set of the points of all squares y,), the set of all squares y,, and 
so on, the set given by W. Gross is 


A=[,x<I"<MI,x<.... 
Mr. Radon, who edited Gross’s paper expressed the opinion that L.A = /2, 
a result which W. Gross himself had tried unsuccessfully to prove. Actually 
this is incorrect, the true value of L A being < <. The quantity LA may 


be obtained as follows: Let y be a square of side 1 and § the maximum 
convex area of diameter 6 < ¥2 which can be included in y. (Thus if 


b<1, £ is a circle.) Consider the minimum value of 5 for 0<b< 2. 
When 0<b<1 this ratio is +. and hence its minimum in this interval 


ab 
is =, but ; can take smaller values than this when 6 is only restricted 


to be in the interval (0, y2). We denote this minimum by /, but do not 
attempt to evaluate it. Take 9 > 0 and let the diameter of the square y, 
be <g. We inscribe in all the squares y, maximal figures f, of the 
above kind; in all those squares y,,, which are not entirely within the 
figures £8, we inscribe maximal figures 8,,,; in all those squares y,,, 
which are not entirely within either the figures 8, or the figures 8, ,, we 
inscribe maximal figures £,., and so on. Let U(o, A) be the set of all 
such figures. Then 
Sd,—-l as o—-0 
U (e, A) 

and we can prove that / is the measure of A. It is not difficult to see 
that at all points of A 


D,(a,A)=0. 


Remark. We could show the existence of sets of the required type 
by a somewhat simpler example than the one actually given; we have 
taken Gross’s set in order to be able to give the exact value of its measure, 


§ 13. Theorem 2. The density of a measurable set is zero at all 
points outside the set, except for a set of measure zero. 


99* 
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For assume the contrary. Then there exists a positive number and 
a set B of measure b> 0 which is outside the set A and at all points 
of which the upper density of the set A is >4. It may be that the 
set for which this is so, is of infinite measure; we then take for B a 
part of this set of finite measure. By an argument analogous to that of 
§ 9 we can prove that for any U(o, B) 


(15) L[{Ax U(o, B)] > +b. 


It is only necessary to replace the “circles of density” of § 9 by circles 
which lie inside U(o,B) and have their centres at points of B and 
throughout which (circles) the mean density of A is > 6. 
Now let us consider the sequence of numbers 9,, 
%2,>0Q,>--->0,~9 as n—-co 


and the sequence of corresponding sets 


(16) U(o,, B), U(o,, B), o 9.99 U(e,,; B), ° 
chosen so that 
(17) > d—b as n—-oo. 
U (en. B) 
Write 
1 
(18) e= 556 


and let 9’ be a number such that the inequality 
da@>L{(A+B)xV(e)|—e 
Vio 


is satisfied for any V(e) with 9 < 0’ (§ 7). 
Let 9, <o’. Then for any n>n, we shall have 9, <9’ and, con- 

sequently, taking for V(g) the set U(o,, B), 

» d>L{(A+B)xU(o,, B))—e>LB+L[Ax<U(o,, B)])—« 

U en: B) 
and so by (15) and (18) 
1 a 1 
oe gh EB + Gob 590° LB + 5546 


for every n> ,, which is impossible by (17). Hence the theorem is 
proved. 


§ 14. Theorem 3. Let A,, A,,... be a finite or enumerable set of 
measurable sets such that L(A, +- A, +...) #8 finite. Then at almost every 
point a of the set A,+A,+... the upper and lower densities are 
respectively equal to the upper and lower densities of the set A, which 
contains a. 
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For suppose A, to be the set which contains a. Then by theorem 2 
the density of the set 


[(4, + 4, +...) — Ay] 


is zero at almost all points outside this set, and therefore at almost all points 
of A,. Thus at almost all points of A, the upper and lower densities 
remain unaltered after the addition of the set [(A,+A,+...)—A,], 
that is, at almost all points of A, the densities of the set A, + A,... are 
equal to the densities of the set A,. The same is true for any A, and 
thus the theorem is proved. 


Corollary. The sum of a finite or enumerable set of regular sets 
ts a regular set; the sum of a finite or enumerable set of irregular sets 
ts an irregular set. In both cases we assume that the sum is of finite 
measure. 

§15. Theorem of decomposition (theorem 4). The set of all 
regular points of a measurable set A is a regular set, and the set of all 
irregular points is an irregular set. 

Let B and C be respectively the set of regular, and the set of 
irregular points of A. Thus 


A=B+0. 


The sets Band C are measurable so that by theorem 3 the density 
of A at almost all points of B coincides with the density of B at the same 
points. But the density of A at all points of B is equal to 1, conse- 
quently the density of B is equal to 1 at almost ali points of B. In 
other words the set B is a regular set. In the same way we can show 
that the set C is an irregular set. 

§ 16. We can easily prove the following theorem. 


Theorem 5. Let A,,A,,... be a finite or enumerable sequence of 
measurable sets and B the intersection of these sets: 


B=mA,x<A,><.... 


At almost all points of B the upper and lower densities of any set A, 
are respectively equal to the upper and lower densities of B. 

Corollary. The intersection of a regular set with a measurable set 
ts a regular set; the intersection of an irregular set with a measurable 
set ts an irregular set; the intersection of a regular set with an irregular 
set is a set of measure zero. 
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Chapter II. 


Theorem 1. A tangent exists at almost all points of a regular set. 

§ 17. Let A be a regular set, and / its measure. Let « and o, be 
arbitrarily small positive numbers. Denote by A, the set of points a of 
A for which the inequality 
(19) were meleor)) —1 | Se 
is satisfied for every r < @,. 

e being given the set A, is measurable for any 9, >0. Since the 
inequality (19) is satisfied at almost every point of A for sufficiently small 
values of o,, we can assume g, so smal] that 


(20) LA,>(1—e)l. 

§18. Let B be a set of circles all exterior to one another, with 
centres at points of A, and radii<o,. Suppose B is such that in each 
circle of B, the mean density of A — A, is > ¢,, e? =. Then we shall have 

el>L(A—A,)>L[(A—A,)x< B] Se, S2r. 
7 
Hence 


21) S2r<el. 
B 


$19. Let 9, <0, be a number such that the inequality 

(22) Sd>L{(A~x V(o)]—e,? 

Ve) 
is satisfied for any V(o) if o<20,. Suppose I is a set of circles all 
exterior to one another with centres at the points of A,, and of radii 
< e,, and such that in each circle of  m.d.(A- A,) < e, (we denote the 
mean density of a set by m.d.), and consequently m.d. A, > 1 —e—e,, 
and that to each circle c(a, r) of I’ there corresponds a circle ¢[b, (1 —*,)r] 
(where e? = 2e,) such that 


c[b, (l—«,)r] >A, < (a, 1). 


We shall call such circles “reducible circles”. Let I’ be the set of 
the circles c[b, (1 — e,)r] corresponding to the circles of '. Then by (22) 


(23) D2r>L(AxI”’)—«,l. 
t 
On the other hand we have 
(24) > 2r=(1—e,) S2r 
T T 
and 


(25) L(AxI)2L(4, =I") 2 (4, xP) 2(1—¢— 4) F2r. 
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§ 22. Now let B be the set of all circles C in which m.d.(A — A,) >e,, 
I the set of all reducible circles of C, and C, the set of all other circles 
of C, so that 


C=B+T+(C,. 
By (21), (26), (27) we have 
(28) S2r>(1—e)l. 
C; 


§ 23. Let c(a,r) be eny circle of the set C, and let e«, >¢,. We 
shall prove that in the annulus c(a,r)—c[a,(l1—e,)r] there is no 
group of three points of A, such that each is more than 20¢,r distant 
from the others. 

For assume the contrary; let b,b',b” be three such points. The 
circles ¢(b, 102,17), c(b’, 102, 1), c(b”, 10er) being outside one another 
we see that 
(29) L{A > [e(b, 10, r) + ¢(b’, 102,17) + .¢(b”, 102, r)]} > 60(1—e)e, 7 


> 59a, r. 
All these circles are included in the annulus 


e[{a,(1+ 10¢,)r] —c[a, (1 — 1le,)r], 
so we have a fortiori 
(30) L{A>x [e[a, (1+ 10e,)r] — c[a, (1 — 1le,)r]}} > 59¢,r. 
On the other hand 
L{A»xc[a,(1+10e,)r}} < 2(1+)(1+10¢8)r< 2(1+1l.¢,)r, 
L{A>xce[a,(1—1le)r]} > 2(1—e)(1— 1le,)r > 2(1 —12¢,)r 
and thus 
(31) L{A»~x[e[a,(1 + 10¢)r] — cla, (1 —1le,)r]]} < 46e,r. 
But (30) and (31) are contradictory, whence the proposition is proved. 
§ 24. Let «3 =—2e,. Then we shall prove that in the annulus 
c(a,r)—c[a,(1—e,)1r] of § 23 there are two points b, b’ of A, such that 
a — 21e, < angle bab’ <2. 
Assume that no such points exist. There are thus three possibilities: 
1. A, has no points in the annulus. 
2. A, has a point s in the annulus such that all the other points of 
A, which are in the annulus are distant not more than 20¢,r from s. 
3. A, has two points s,¢ in the annulus distant more than 20¢,r 
from each other, and all other points of A, in the annulus are distant 
not more than 202,r from one at least of s, t. 
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Inserting from (24) and (25) in (23) we shall have 
(l—e) S2r>(l—e—e,)S2r—el 

or finally 

(26) 


S2r< 0, 6e,1 < e,1.*) 
- 


§ 20. We now show that we can cover almost all the points of A, 
with a finite or enumerable set C of non-overlapping circles of radii 
<r,<0o, and with centres at the points of A,. 

We take an arbitrary point a’ of A, and describe about it two 
circles c(a’,r,), c(a’,2r,). Next we take an arbitrary point a” of A, 
outside c(a’,2r,) and describe about it c(a”,7,), c(a”, 2r,) and so on. 
This process terminates since A, is bounded. Then the finite set of circles 
c(a’,2r,), c(a”,2r,),...,¢(a™, 2r,) will cover all the points of A,. 
The circles c(a’,r,),¢(a”,7,),... being non-overlapping we have 

L{A, x [e(a’, r,) + ¢(a”",7,)+...+e¢(a™, r,)}} 
= L(A, <¢(a’,r,)] + L[A, <e(a",7,)] +... + L[A, x e(a™, r,)] 
> L{Ax<c(a’,r,)]}+...+L[Axec(a™,r,)] — L(A —A,) 
> 2nr,(l—e)—el 
and in the same way by considering the large circles 

(L—e)l< LA, <L[A, <c(a’, 2r,)] +...+ L[Axc(a™, 2r, )] 

< 4nr, (1+). 
Consequently 


L{A, x {¢(@’, 1.) +...+¢(a™, rr)}) 2nr,(1—e)—el " 1 
so eee 8 





Thus the finite set of non-overlapping circles c(a’,r,), ..., (a, r,) 

covers a part of the set A, of measure >}LA,. It follows that the 

argument used in Vitali’s theorem is applicable, and the proposition is 

proved. (We shall refer to this argument in future as Vitali’s argument.) 
§ 21. For any circle c(a,r) of the set C we have 


L[Axo(a,r)] ~y, — L[Axe(a, r)) 
=e = l—e 








l+e 
and so by addition 
l, % 
Sd 2rsi— 
or 
(27) (l—2e)L< S2r<(1+2e)l. 
iP 





*) We assume that all numbers «, ¢,, ¢,, ... are very small, for instence <10~™. 
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These possibilities are exhaustive, by § 23. 

In the second case all the points of A, which belong to the annulus 
may be included in a sector of angle 41¢, with a as vertex. 

In the third case, if the theorem is false 


angle sat <a— 2le,. 

Let s’as, t’ai be the smallest sectors which contain all the points 

of A, in the part of the annulus outside sat. Then 
s’as<2le,, t’at<2le,. 
And not merely is s’at < 2, but also 
s'at<n—2le, 

since otherwise we could find u,v in s’at so as to make the angle 
uav>a— 2l1e,. 

Applying the argument a second time we see that s’at’ << a — 21.¢,. 

Thus in all three cases we can include all the points of A, which 
belong to the annulus in a sector « of angle 2 — 2le,. Now let us take 
the point a’ on the interior bisector of the sector a at a distance 
(e,—&,)7 from a and draw the circle c[a’,(1—e,)r] which contains 
the circle c[a,(1—«,)r] and the sector a and therefore all the points 
of the set A, < c(a,1r). But this is impossible since ¢(a, r) is not reducible. 

Thus the proposition is proved. 

§ 25. Write 

ee=e,, ef = Se, 

and let a,b, b’ be the points of § 24. We shall prove that: 

The distance from any point of the set A,><c(a,r) to the broken 
line bab’ is <r. 

Assume the contrary; let the distance from some point s of the set 
A, < ¢(a,r) to the line bab’ be >«,r. Then the three circles 

c(b,ab—as+e,r), c¢(b',ab’—as+e,r), c(8,e,1r) 


(ab, as, ab’ in the above brackets and further denote the lengths of the 
segments ab, as, ab’) are outside one another and are all included in 
the annulus 


c(a, 2r—as-+-e,r)—c(a,as—e,r). 
Consequently 
(32) L{Ax[e(a,2r—as+e,r) —c(a,as— e,r)}} 
> L{A~x[e(b,ab —as+e,r)+0(b',ab’—as+e,r)+0¢(8,¢,r)]} 
> 2(1—e)(ab+ ab’ — 2as+ 8¢,r) >4r—4as+5,9e,r. 
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On the other hand we have 


L({A»x<c(a, 2r — ae + e,r)] < 2(1+)(2r —as+e,r) 


and 

L{Ax (a, as — e,r)| > 2(1— e)(as — er) 
and thus 
(33) L{A~x [e(a, 2r — as + e,r) — c(a, as — e,r)}} 


<4r—4as+4,ler. 


Since (32) and (33) are contradictory our statement is proved. 

§ 26. All the points of the set A,><c(a,r) are included in a dia- 
metral strip of width 2e,r, where «, = 1,5¢,. 

Let us draw on either side of a parallels to bb’ at a distance er 
from a. Then by §§ 24, 25 we easily see that the strip of the circle cut 
off between these parallels includes the whole of A, x ¢(a,r). 


Observe that this final result follows only from the hypotheses: 
1°. The centre of c(a,r) belongs to A,. 
2°. There is no circle ¢[b, (1 — e,)r] including the whole set 


A, < ¢(a, r). 


We consider the strips corresponding to all circles of C,. We call 
the direction of the sides of a strip its direction, the diameter of 
this direction its diameter, and the length 2r of this diameter its 
length. We denote any strip of these and its length by 4 and the set of 
the strips 4 corresponding to all the circles of C, by A. The two equal 
parts into which a diameter perpendicular to the strip divides the strip 
we call half-strips, and the radius r of c(a,r) the length of a half-strip. 

§ 26,1. The mean density of A, in any strip 4 lies between 1 — 2, 
and 1-++«. We now define the mean density of A, in a half-strip. 

Drawing the circles 


ela, (4 ~ 0,1¢,) 2], e{a,($+0,1 «) 4] 


we have 
L{A, <ela, (| +014) 4]} >2(1—2e,)(F+01e)a> 54, 
L{A, xe [a, (7 — O14) a]h}<a(1+ ¢)({—Oe)a< $a. 


Thus the annulus c[{a, (++ 0,1¢,)4] —c[a, (}—0,le,)4] contains 
points of A,, and since all the points of A,><c(a,}A) lie in A, these 
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points lie in the part of the annulus which belongs to 4 (fig. 3). Let N 
be a point of this set. 


it. —_, 
Sams. RR a 


Fig. 3. 








Consider the annulus c([a, (i+ «,)4] —c[a,(}—«,)4]. We have 
the inequality 
1 1 
L{A, < le la, (3 + &) i] —e€ la, (7 _ &) ij] 
1 1 
> 2(1—24,)(F+4)4—2(1+e)(t—4)4> 3,942. 
Let I, II denote the parts of the annulus which belong to 4. Sup- 
pose N lies in I. As the width of the strip is «,4, the circle c(N, 1,5, 4) 
includes the whole of I and consequently 
L(A,x<I)< L[A, x ¢(N,1,5¢,4)] < 3,1e,4. 
Whence 
L(A, x II) > 0,8, 4. 
Thus II also contains points of A,. 
Let N,,.N, be two points of the set A, which belong respectively 
to I and to II. 
Now all the points of the sets 


A,x<e(N,,(4—1,14)4], 4, e[N,,(4 — 1,14) 4] 


belong respectively to the right half-strip and to the left half-strip, and 
since the measure of either set is >2(i—2e,)(3—1,le,)d or 
>(}—2,34,)4 we conclude that the mean density of the set A, in 
each half-strip of A is >1— 5e,. 

Remark. If from both ends of a half-strip we cut off thin slices 
(e. g. of width < in) by perpendiculars to the strip, the same argument 
shows that the mean density of A, in the truncated half-strip is > 1 — 5e,. 

§ 27. Now consider any strip 4; let ¢,,¢, be two points of the set 
A,><4 such that the line joining them makes an angle >a with the 
diameter of the strip (or simply “with the strip”). Let H be the set of 
all such points e, i.e. the set of all points e of A,><A from which a 


line can be drawn at an angle >« with the strip to another point of 
A, <4. 
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Let LE=s>0. Through each point e of £ let us draw lines 
t,t{, t,t; at an angle « with the strip (fig. 4); let c(e) denote the 
smallest circle about e which includes all the points of #>< A lying in 


ne hin RE 
eS 


Fig. 4. 








the sectors t,et,, tjet;. Then on each of the two ares of c(e) cut off 
by t,et,, tiet; there is either a point of Z or a limit-point of Z, 
i.e. there is a point g(e) of the set H+ EZ’. 

Let G be the set of circles ¢(e) derived from all the points e. Then 
by the first step of Vitali’s argument it follows that there is a finite set 
H of non-overlapping *) circles of G such that 


Ps 2r> ; . 
H 
We now consider the distribution of circles H in any strip 4. Let 
c(e,), c(e,) be two of these circles (fig. 5). Since the circle c(e,) includes 
all points of EZ which lie in the angles B,, B,, the segment e,g(e,) lies 


Tag 
: 4 ) 
A 7 


2 





a 





Fig. 5. 


in the angle A;. Similarly’ e,g(e,) lies in Aj. Let ¢,,¢,...,¢, be the 
centres proceeding in order from the left to the right of those circles H 
which belong to the strip 4. We know that near each end of every 
strip 4 there are points a of A, distant less than }¢,A. 


Therefore in each strip 4 we shall have a system of points 
ey er 


extending from one end to the other and such that the extreme points 
a and 6 are at a distance <}e,4 from the ends of the strip. The points 
a and 6 may coincide respectively with the points e, and e,. 





*) A “set of non-overlapping circles” is intended to mean a set of circles all 
outside one another. 
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§ 28. Let us consider the set of points f consisting of the broken Jine 
ae, &,--- & 6 together with those of the segments e,g(e,) which make 


an angle > with each of the two segments ¢,_,¢,, €¢,,, (€9) e+, 


are the points a,b). We shall estimate the measure of £, i. e. the 
sum of the lengths of all the lines of #. If any segment e,g(e,) does 
not belong to # then at least one of the segments e;_, ¢;, ¢,¢,,, makes 
an angle > = with the direction of the strip 4. For every ¢ we have 
€:€, 4, = &9(G,) + &419(e;4;3)3 let Sd e,9(e,) denote the set of all segments 
e,g(e¢;), which do not belong to # and also the sum of their lengths; 
then to these segments corresponds a set of links of the broken line 
ae,é,...¢,6 of measure > 5’ e,g(e,) and such that each line of this 
set makes an angle > 3 with the strip. We shall obtain the smallest 
value of the length of the broken line ae, e,...¢,5 if we assume that 

1°. the points a, b are at 4 distance }¢,4 from the ends of the strip, 

2°. the segments corresponding to the set ”’e,g(e,) all make an 
angle 3 with the strip, and their sum is exactly equal to >” e,9,, 

3°. all the other segments are parallel to the strip. 

It is easy to see that in this case the broken line is of length 


(1 —e)4+ (1 - cos <) >» ¢.9(¢) 


and that consequently, if Y” e,g(e,) be the sum of the segments e,g(e,) 
which do belong to 8, then 


LB>(1—«)d+ (1—co8$) S’e9(¢) +S 49(6): 


k 


LB>(1-— e,)a+(1 — cos) S7¢,9(¢,) 


Hence 


k 
> (1 —«,)4+ Tg) %9 (4): 
t=1 


Denote by 8 the set of the sets # corresponding to all strips 4. 
e,9(¢,) is a radius of some circle of the set H and since the sum of the 


diameters of all the circles of the set A is >5 we shall have 
a e,9(€) > =: 
H 

Hence 


(34) LB>(1—4) S4+ S2>(1—e) S440,010"s. 
A A 
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§ 29. Let 4 be any strip of A. Then we assert that 

(35) L(B x4) < 2,51< 34. 

For the length of the broken line ae,e,...e,5b corresponding to this 


strip is < — —» while the sum of the lengths of all the segments ¢;9(¢,) 
is less than or equal to the length of the broken line and so 


L{[Bxaj<—?' ; 
cos a 
choosing « < “ we obtain (35). 
§ 30. We shall show that for 0<r<4 
(36) L{Bxixe(e,,r)] <9 


(e, belongs to the strip 4). 

For we see (fig. 6) that 

1°. Li[ae,e, ...e¢,bx cle, r)] < 2,5r, 

2°. the sum of all the segments e;g(e;) corresponding to points e; 
included in the circle c(e,,r) is < 2,5r. 

3°. If there are, on one or both sides, segments like kg,_, (on the 
diagram g; denotes g(e,)), each of them is < 2r. 








/ * 
[ \ 
AG €-2 9 & } 
\ / 

/ 

\ y, 
K J 
be PR ag 
Fig. 6. 


This proves (36). 

§ 31. Now let B, be any set of segments (and its measure), belonging 
to B. Let A, denote the set of all strips 4, of A (and the sum of their 
lengths) such that 
(37) L{(B, >< 4,] > 
where A denotes the number 5’. 

We shall prove that . 

(38) A,>=8 
(A, denotes 2 4). 


B, 4 
2A “1 
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We have 

B, B, 
L(B, x (A— 4,)) S54 (A-A) <Z 
and consequently 
L{B, = A,] > 5 
or 
, B, 
>} LB, <4,) > 3. 
y 
Applying inequality (35) of § 29 we have 
3A, > * 
which proves (38). 

§ 32. Now let A, be the set of §31. Taking any strip A, of the 
set A, let us describe a circle about its centre with diameter three times 
that of the strip. Then by Vitali’s argument we can prove that there is 
a non-overlapping set of such circles corresponding to a set A, of strips 
of A,, for which (for the set A,) the sum of the diameters is >} A,. 

§ 33. Consider the set A,. We have 


, 1 
(59) Ay > 42 B, 
(A, denotes _S’2). 

4 


Let 4, be any strip of A, and let £8, =A, <B,. About one end of 
each segment of 8, we describe a circle with radius equal to this segment 
(if the segment is an e,g, we take e, as the centre). Then using (35) of 
§ 30 we can prove by Vitali’s argument that there exists a non-over- 
lapping set h, of these circles such that 


Sri hr. 
UP 


Let us choose such a set of circles for each strip A, of A,. Each 
circle of h, is inside the circle of diameter 34, described about the centre 
of A,; therefore not only are the circles of h, all outside one another, but, 
from the definition of the set A,, the same is true of all the circles of 
the sets h, corresponding to all strips of A, (we denote by H, this set 
of circles). The sum of the radii of this set H, is > 6 Bs, i. e. 


.7 ly 
p> ie po By. 
H, A, 


But by (37) of § 31 
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and by (39) above 
7 1 B; 
pe Pa > 34 4° 
Therefore =" 
(40) + A B, > 0.001 = (l= LA). 


1 
a" ~ TA l 
H, 


§ 34. Now let us include each segment y of B as the central line 
in a rectangle u of the same length y and of width 2¢,7. Let M denote 
this set of rectangles and let M, be the set of those of them in which 
the mean density of A, is <1—5e,. Let B, of §31 be the set of 
segments of B which corresponds to this set M, of rectangles. Corre- 
sponding to this set B, we form the sets A, of § 31 and A, of § 32. 
We shall consider later the set H, of § 33 of circles corresponding to this 
set .1,. 

About one end of each segment y of the set B let us describe a 
circle with radius equal to the length of the segment. If we assume 
that the density of the set A— A, in such acircle is < «, and that the 
circle is not reducible we may apply the preceding results to it. 

Thus let us describe about the other half of the diameter which 
contains y a rectangle similar to the rectangle « which contains ;; 
these two rectangles together form a strip of length 2y and width 2¢,y. 

Then by § 26 all the points of A, in each of these circles lie in the 
corresponding strip, and by § 26,1 the density of A in the corresponding 
half-strip (i.e. in the corresponding rectangle «) is >1 — 5¢,. 

Thus the circles H, fall into two classes: 

1. Circles in which the density of the set A— A, is >«,. 

2. Reducible circles. 


So by (21) and (26) 


Dr <(e, + 0,64,)1 < el. 
A. 


From (40) we have 


1 BY 
5 fa! > 0,001 


and so (since «? = 2¢,) 


(41) B, < 16g, 1; 
hence by (34) of § 28 and (28) of § 22 
(42) LB > (1 — 2¢,)l1+ 0,01 a*s. 


From (41) we now have 


(43) L(B—B,) > (1—18¢,)/+ 0,0la*s. 
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Now let » be any segment of B—B, and mw the rectangle which 
includes y. We know that 


L{[A x w] > (1—5e,)y 
and consequently 


(44) > L{|Ax< u)] >(1—5e,) L(B — B,) >(1 — 64,)2 + 0,009 a* s. 


l—-M, 


But the rectangles of M— M, are overlapping; therefore the measure of 
the set A><{M— M,] may be less than the sum of the left hand side 
of (24). We shall now find a limit to the size of the discrepancy. Let y 
and »’<y be two segments of the set B—B,, which have a common 


end (fig. 7). Then the angle (y,y’) is >5. Let Of be the bisector 
of the angle (y, y’) and let OB = os y; then the distance from B to 


either segment is >«,y and so B is 

outside both the rectangles u and wy’ cor- 

responding to y and y’. We conclude pb 

that if we cut off from each rectanglen 7 F; y' 

of mag 7; at each end, a thin slice 6 Fig. 7. 

of width Fs then the decreased rec- 

tangles » will not overlap. From the remark of § 26,1 we see that the 

mean density of A in each rectangle »y is <1—5«, and that therefore 
L{Ax Jv] = ZL(Axv)>(1—5¢4,)2¥ 


where » is the length of a rectangle ». 
But 
zs 16 ¢ 
et ae 


dy > (1— 8%) (B—B,). 


a 





and 


Putting «¢ = ¢, = ee and s = kl we obtain 
L{Ax Jy] >(1—5e,)(1—16e7) [(1 — 18e,) 2+ 0,01 22 kl] 
>(1—e$+ke?)l 
and since L[A =< 2v] << LA=1 we have 


b< ei <e,, 
so that finally 


(45) LE=s=kl<e,l. 
§ 35. Let us now consider the set A, <C,—H. It will be remem- 


bered by §§ 17—22, that the mean density of A, in any circle of C, 
is > 1—e,; therefore by (28) and (45) 


(46) L(A, <x C, — #]) >(1—2¢,)l—e1>(1—2e,)l. 
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All the points of the set A, = C, — E lie in different strips 4, and 
a segment conneciing any two points of the same strip makes an angle 
<a=e, with the direction of the strip. 

§ 36. Let us take any strip 4 of these. Taking the direction of the 
strip as an z-axis and the perpendicular direction as a y-axis, let us con- 
sider the coordinates of all the points of the set A, — EZ belonging to the 
strip. The abscissae of all these points are different, because otherwise 
there would exist a segment parallel to the y-axis, and connecting two 
points of the set A, — #, which is impossible by § 35. 

Let @ be the set of abscissae of all the points A, — Z of our strip, 
and a, 6 the extreme values of z in the strip; or, if these do not exist, 
the extreme frontier points of the set G@. We define the function y = f(z) 
in the interval (a,b) in the following way. In the first place f(x) is 
defined in the set G@ by the ordinates of the points of A,— EZ. Now we 
have for any two points z,, 2, of the set G 


(47) —tge,< P= Es) < + tge,. 


This inequality shows that f(z) is uniformly continuous in the set G. 
We can therefore define f(x) at each point x of the set G’ —G (G’ is 
the derivative set of G@) as the limit of f(z’), as x’—+ x through points of G. 
Thus f(z) is defined at all points of the closed set G+ G@’. We now define 
f(z) in the complementary set (a, b) —(G@-+ G’) by linear interpolation. 
It is easy to see that the function f(z) defined in this way is continuous and 
satisfies the inequality (47) for all values of the interval (a, b), whence 
we conclude that the length of the curve K defined by the equation 
y=f(x) is <(b—a) Yl + tg*e, <(1+.¢,)(b—a) and that at almost 
all points of the interval (a, 6) this curve has a tangent. Let G, be the 
set of abscissae of the set A, x K (evidently G,>G), and let x be any 
point of density of the set G, (i.e. a point at which D(z, G,)=1) at 
which the tangent to the curve K exists, M the point of the curve with 

this abscissa and MT the tangent at this point. We see that 
L{(K —A,)xc¢(M,r)] | 

2r 





+0, as r—-0 


from which we conclude that MT is also the tangent to the set A at 
the point M. Thus a tangent exists at almost all points of the set 
A, x 2 K>A, >< C,— EH (where the summation extends over all strips 4 
of A and where C, is the set of circles defined in § 22). By (46) 

(48) L(A, x 2K)>(1—2¢,)l 

and by (27) of § 21 


(49) TK <(1+e,)(1+2e)1<(1+2e,)l. 
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From (48) it follows that for all sufficiently small ¢, > 0, the measure of 
the set of points A at which a tangent exists is >(1— 2e,) l. 
This proves theorem 1. 


§ 37. Theorem 2. To any regular set A and any positive number « 
corresponds a finite or enumerable set of rectifiable curves, of total mea- 
sure < LA-+-« which contains almost all points of A. 

In the proof of theorem 1 we have incidentally constructed the set 
of rectifiable curves SK which contains the whole set A, except for a set 
of measure < 2¢,/ and such that 

L(2K— A)<4e,l. 
From this theorem 2 follows very readily. 

§ 38. Theorem 3. At almost all points of an irregular set no 
tangent exists. 

Let A be an irregular measurable set. We denote by A, the set of 
points of A at which a tangent exists. The set A, is measurable. We 
have to prove that LA, = 0. Suppose that this is not so, i. e. that LA, > 0. 
Let « be a small angle (say < 1°) and 7’, 7” two directions which differ 
by an angle «. We denote by A, the set of points of A, at which the 
direction of a tangent is included in the angle (7’,7”). Then the set 
A, is measurable. Let us choose the directions 7’, 7” in such a way that 
LA, > 0; this is always possible. Corresponding to any point we denote 
by # at each point the part of the plane inside the two obtuse angles 
formed by parallels to 7’, 7” through this point. At each point a, of the 
set A, we have 


lien El Ax Pxcefene)) 





=0, as r—dQ, 


where § corresponds to the point a,. Let d be a positive number and A, 
the set of those points a, of A,, at which 


L([Ax Bx ¢(a,,r)] Se for every r<d. 


r 





Evidently A, is measurable, and L.A, > 0 for sufficiently small values of d. 
Let B=c(O,r) be a circle of radius r<f and such that 


(50) 25x 4) >F 





Such a circle always exists, because at almost all points of a measurable 

set the upper density is >}, so that we can take such a point for the 

centre of B, and there exist arbitrarily small values of r for which 

z(5x 4) is as near as we please to the value of the upper density at the 
30* 
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centre of B. Let RS (fig. 8) be the diameter of this circle which bisects 
the (acute) angle (7", 7”). Let us consider the set LZ of all segments, 
both ends of which belong to the set A, >< B and whose direction makes 

with RS an angle >4«. On each 


ey of these segments as diagonal, we 
~* construct a parallelogram with sides 
M \ parallel to the directions 7”, 7”. 


4 If we denote by / the length of 
\ any segment of L, and by m the 

\ projection on the diameter RS 

|; of the second diagonal of the 

rT me parallelogram constructed onl, we 
a can easily see thatm> 41. Let u 
KF / denote the upper bound of the 


a 


a 


ed 











Pa values of m for all the segments 

| oe of L. Now consider a segment | 

” (or ab, say) whose parallelogram 
Fig. 8. is such that m>0,9u. Through 


the ends of the second diagonal 
we draw chords perpendicular to RS; let M denote the part of the circle 
cut off between these chords, including the chords themselves. 


§ 39. With a, b as centres we describe arcs ¢j, np of radius m. Then 
L(Axacijda)<em, L(Axbenpdb)<em. 


There are no points of A, in the strip M outside ij pni, for if q were 
such a point the segment ag would be > m and would make an angle 
> 4a with RS. The projection of the second diagonal, corresponding to 
this segment ag, would therefore be > 4m > 3,6 which is impossible. 
Thus we have 


(51) L(A, < M)< 2em. 


It is easy to see that m cannot be greater than or equal to 4r. 
For take in this case for M the strip between the tangents at the points 
R and S, and with the points a,b as centres and with radius 2r describe 
the ares 7, np. Then by the above argument we shall have 


L(A,x<tjnp) <4er, 


but in this case the circle B is included in the part ijnp of the strip 
and consequently 


L(A,x< B)<4er 
which is impossible by virtue of (50). 





eh Bh 
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As the middle point of m is always inside the circle B, it follows 
that all the projections m lie inside the segment of length 6r, with its 
middle point at O. 

There are no segments of L which have their ends on different sides of M 
because by an argument similar to the above the second diagonal would 
be > 3,6u. 

Let us now consider the set L, of segments of L, both ends of which 
are outside M. In the same way as before, there corresponds to this set 
a number u, — the exact upper bound of projections of the second dia- 
gonals on RS, and also a strip M,. So proceeding, we obtain successively 
the strips M,, M,, ... (possibly overlapping). 

We shall first prove that 


(52) m+m,+m,+...<18r. 


We observe that 
Heme mz-- 


=m, > 0,94; 


and that 


for any 3. 

If two projections m,,m; (i<j) have a common part, its length 
must be <§m,. For we have m;ou,, m,>0,94,, u,> “;, whence 
Lee Se 
Since the projection of the centre of the parallelogram P; corresponding 
to the segment m, is outside m,, the part of m, which belongs to m, is 

< 3m, and consequently < %m,. 

Let us now see if four projections m,,m,, m,, m, (i<j <k<1) can 
have points common to all of them. 

Suppose that m,, m, are to the right of m, (fig.9). It is easy 
to see that in this case the common part of m,, m,, m, (if it exists at all) 
must be at the right hand 








end of m;, and must be, r — —_ 
<&m,; but then the seg- a +, —_—_ 
ment m, cannot extend as Fig. 9. 


far as this common part, 
either from the right or from the left. Thus no four segments m can 
have a common part. A similar proof applies in the other cases. 

Now the truth of (52) follows from the facts, that all segments 
m,™,,™m,,... lie inside a segment of length 4r, and that no point 
of this segment is covered more than three times by the segments 
GB, Wig» Mlnn «o> « 

Therefore m,, and consequently u,, tends to zero, as ¢ tends to infinity. 
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§ 40. Now let HZ denote the set 
A, <x (M+ M,+ M,+...-); 
by (51) and (52) we have 


LE < 36re 
and by (50) 
2 1 
L{(A, x B) — E|> (5 _ 36e) r > 3r- 

We now observe that there are no segments of LZ, both ends of 
which belong to the set (A, >< B)— EH, because in that case the corre- 
sponding value of m (say m’) would be < wu; for any ¢, which is impossible, 
since u,—> 0 as i +o. 

This being established, we can prove in the same way as in § 36, 
that all the points of the set (A, =x B) — E belong toa rectifiable curve. 
But this is impossible, since the set A, is irregular. 

Thus theorem 3 is proved. 


Now the truth of (52) follows from the facts, that all segments 
m,m,,m,,.-- lie inside a segment of length 4r, and that no point of 
this segment is covered more than three times by the segments m, m,, m,,... 

Remark. Theorem 1 of this chapter states the existence of a 
tangent at almost all points of a regular set. But in the proof of the 
theorem the condition of regularity is not necessary. In fact the whole 
proof remains valid if we assume only, that the lower density at almost 
all points of the set is greater than 1 —«, where « is the small fixed 
number, which appears in the proof of Theorem 1. On account of our 
assumptions concerning the numbers ¢, ¢,,...,€,, we may put e= 107". 
Now Theorem 3 states that at almost all points of an irregular set no 
tangent exists. This leads to a remarkable result: 

At almoct all points of an irregular set the lower density is less than 
1-10”. 

Thus the lower density at the points of an irregular set cannot be 
arbitrarily near to one. Undoubtedly, it is possible by a more careful 
calculation to give to « some greater value and thus to reduce the assigned 
value for the upper bound of the lower density, but it is clear that the 
value obtained in this way will always be extremely near to one. It is 
a most interesting question to find the exact value of this bound. It is 
plausible that the right theorem is: 


At almost all points of an irregular set the lower density is always 
less than or equal to + 


3° 
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In fact I can construct a set at almost all points of which the lower 


density is equal to }, and also I have some reasons (though nothing like 


a proof) to expect that it cannot be greater than }. 
P xp er 2 


§41. Theorem 4. If A be a measurable irregular set, then there 
is always a set A’< A of the same measure, such that from any point 
a’ of A’ the directions to arbitrarily near points of A are dense in the 
whole interval (— 2, +-2) of possible directions. Moreover, if y(a') de- 
notes that part of the plane included in any pair of vertically opposite 
angles at a’, then 


D* [a’, Ax y(a’)]>0. 


We can prove either part of this theorem directly (the second part 
includes the first of course) by an argument based on monotonicity, 
analogous to that used in the proof of the previous theorem. 

§ 42. To prove the general theorems of § 4 of the preface we have 
only to divide the linearly measurable set A into two sets 


A=B+0 


where B is the set of all the regular points of A, and C is the set of all 
the irregular points. Observing that the density of the set C at almost 
all points of B and the density of the set B at almost all points of C 
are zero we conclude the truth of the theorems from theorem 1 of this 
chapter and theorem 4 above. From theorem 2 we obtain a proof of the 
theorem of § 5 on the measure of the projections of infinitely small ares 
of a regular set. 


§43. Theorem. Given an irregular set A, we can find a finite 
or enumerable set of Jordan curves which contain almost all points of A. 


Proof. Let 


0,>Q,>.-->0,—~0, a8 n—-o. 
At almost all points a of A 
~ 1 
D* (a, A)>5- 


From this and the lemma of §7 it follows that we can find a finite set C, 
of circles of radii <9, (“Vitali’s circles”) all outside one another, and 
which include a part A, of A such that 


LA, > LA—«,. 


We can order these circles and connect consecutive circles by a set D, 
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of Jordan curves in such a way that these curves do not cross one 
another. Denote these circles in their order by wf, yf’, Pere 
Let us next construct the set C, of Vitali’s circles of radii < o,, which 


are all inside C, and which include a part A, of A, such that 
LA, > LA, — ¢,. 


Further let us order these circles, beginning with those of the first circle 
y;" of C,, exhausting these and then proceeding to those of y, and 80 
on. Let us then connect these circles by a set D, of Jordan curves, 


chosen so as not to cross one another, and so that 


1°. the curve joining two circles of y,.’ lies inside yf’ (m=1, 2,. .); 


2°. the curve joining the last circle of yy’ to the first circle of 


ye’., includes that curve of D, which joins yg,’ to yg’,,, and for the rest 


° a. 1 
lies inside y,,’ or . ae 


In this way we obtain the sets of circles 
Cis Gi, Gee. 


and the sets of curves 
Dye Das Digs 0+ « 
Then the set 


(C, + D,) < (C, + Dy) < (C, + D,) x . 
is a Jordan curve which contains a part A’ of A such that 
LA >LA—e. 


The theorem now follows immediately. 


Chapter III. 


§ 44. We now construct a set of measure > 0, whose projection on 
any line has measure zero. 


Construction. Let AB =1 (fig.10) and let n be an integer > 2. 
We define the operation ¢(m) on the segment AB as follows: 


Choosing § = == < = (m sie stir we draw the parallelogram 
ABBA with AA’ = , AAB=F4E .*) 

We next duties at equal sti along ABB’A'’ 2n equal 
ae «,B,B,«, similar to ABB‘A’, and with «,2,= 
a, a; = a these parallelograms have their short sides on the long ‘sie 


of ABB’A’, but their long sides are not parallel to its short side (see 
figure). Repeating this construction on each of the parallelograms a, 2, B, , , 


©) ‘This parallelogram is unique if we regard 4’AB es heving 0 sign. 
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we obtain (2n)* parallelograms a,b, b,a,, all similar to ABB’A’; their 
bases a,b, make an angle @ with AB, and the sum of the lengths of 
these 4n* segments is equal to the length / of AB. 


A’ Bb, B; 








8 





Fig. 10. 


This is the definition of operation ¢(n) on AB. It is evident that 
the projection of all the parallelograms «, 8, By a, on any direction AD, 
lying in the angle BAC, = 8, is less than =, and hence the projection of 
all the parallelograms a, b,b,a,, and a fortiori of all the segments a, b, 
is less than =. 

Repeating the operation ¢(n) on each of the segments a, b,, we obtain 
(2n)* parallelograms a, b,b,a,. The projection of all the parallelograms 
a,b,b,a, and % fortiori of all the segments a,b,, which correspond to 
one definite parallelogram a,b,b,a,, on any direction AD, of the angle 
C,AC, = 9, is less than 2, and consequently the projection of all the 
parallelograms a, b, ba, or of all the segments a,b,, on the direction 
AD,, is less than =. Moreover the projection of all these parallelograms, 
or of all these segments on any di~>-**-, AD, of the angle BAC,, is 
also less than =, since they all lie inside the parallelograms a, b, b, a, 


whose projection is less than =. 


Repeating the operation t(n) m times, we obtain (2n)°” segments 
a,,b,, parallel to AB and in the same sense. The length of all these 
segments is equal to /, and their projection (like the projection of all the 
parallelograms ad», bm b, a) is less than - on any direction. 
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We shall call the construction of the segments a, b,,, effected in this 
way, the operation 7'(n). Now let 


l<n,<ng<...<m,—-co a8 k-—-oo 


be a sequence of positive integers. We perform the operation 7'(n,) upon 
the segment AB, and let A, B, denote each of the segments resulting from 
this operation. On every segment A, B, we perform the operation T(n,) 
obtaining the segments A, B,; next we obtain A, B,, and so on. The total 
length of all the segments A,B, for any given & is always equal to /, 
and the projection on any direction is less than 
uae 

We now denote by A(AB) the parallelogram AB B’A’, by A(A,B,), 
A(A, B,), ... respectively the parallelograms constructed on the segments 
A, B, by the first performance of the operation t(n,), on the segments 
A, B, by the first performance of the operation {(n,), and so on. 

Let S be the set of points 


S = A(AB) x A(A, B,) x A(A,B,) < ..., 
then we have evidently the following result: The projection of S on any 
direction is zero. 
§ 45. The proof that LS > 0 is in three stages: 
1°. Let J be some finite set of parallelograms of A(AB), A(A, B,), ... 
which contains all the points of S. The parallelograms need not all be 


of the same size, but none of them is to be included in another. Then 
the sum of the bases of the parallelograms of J is l. 


2°. Any set of open areas U,,U,,... which includes S, includes 
also a (non-overlapping) finite set J of parallelograms, which includes S. 
3°. The sum of the bases of the parallelograms of J included in the 
area U; of diameter d,, is less than 34d,. 
1 
q! 
Actually we have L(S) = 


Hence we have L(S8)> 0. 


lm V 


y2" 
§ 46. We have defined the measure LA of a set A by 
LA=liminf » d. 


@e>0 U(e.A) 
Consider another definition of the measure of A, L, A given by the formula 


L,A=liminf » 2r 
e>0 Cie,A) 


where C(o0,A) is a finite or enumerable set of circles of diameter < 9 
covering all points of A. Evidently 


L,A>LA. 




















Linearly measurable plane sets. 459 


From our study of regular sets we can see that for this class of sets 
L,A=LA. 


The question arises whether or not L.A can differ from LA in the case 
of irregular sets. The example which follows gives the answer to this 
question. 


§ 47. Let c be an equilateral triangle of sidea. By “the operation of 
class m (m>9Q) with respect to the triangle c’ we mean the con- 
struction of 3m regular triangles as follows: We cut off segments of length 
aym 


—- from both ends of each side of ¢ and divide the remaining part of 


™m 
each side into m equal parts, thus obtaining 3m equal segments of length 


(1 ~ =) * On each of these segments we take the concentric segment 


}m/ m 
of length °. and with it as base we construct an equilateral triangle lying 


inside the triangle c. 
Now let 
9< Mm, <M, <...<M<.. 


be a set of positive integers. 
Starting with the triangle c of side 1, and performing on it the 
operation of class m,, we obtain a set c, of 3m, triangles, each of side 


c . Each of these triangles will be denoted by y,. We then perform 


the operation of class m, on each triangle y, and obtain the set c, of 

triangles y,, and so on. We denote by c,c,,c,,... not only the sets 

of triangles but also the sets of all points belonging to these triangles. 
Let A denote the set 


¢x< 6, <G 
Then we shall prove that 
ww LA=—}i, 
?. Liaw 
3° 


§ 48. 1°. Denoting by / the length of the side of any equilateral 
triangle (which is also its diameter), we have for any ¢ 


Sle. 


cj 


For any fixed 9 we can take for U(g,A) some setc,. Then we shall have 


Sd=1 


U (e@. A) 


LA=liminf Y d<1. 


e>0 U(e.A) 


which shows that 
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§ 49. 2°. Assume that all points of A are interior points of C(o, A). 
Then by the Heine-Borel theorem there exists inside the set O(o,A) a 
finite set S of triangles of the sets c,,c,,..., which cover all the points 
of A and which are all outside one another. Let n be the greatest suffix 
of the triangles y belonging to S, then the set c, has the same property 
as S, i.e. itis inside C(g,A) and c,>A. Let C be any circle of the set 
C(o,A) and ¢,(C) the set of all triangles y, entirely included in C. If 
c,(C) contains more than one triangle y,, then there exists a number 
k <n such that all triangles c,(C) belong to the same triangle y,_,, but 
to different triangles y,. Denote this triangle y,_, by I_,, and the set 
of above triangles y, by I. Denote further by I',_, that part of the 
boundary of the triangle [_, which is included in C, and by I, the set 
of analogous contours obtained from the triangles Ty, i.e. that part of 
the boundary of I, which is included in C. 

Since 1, < 20 (l, being a side of y,), k—»+ co as 9+ 0 uniformly in 
all the circles of C(o, A). 


We shall now prove that to any given « > 0 rere @ number 


@,> 0 such that for any circle C of the set C(o9,A) (oS 9) 
(A) ar> 2a-) 1 
en(C) 


where r is a radius of C. 


§ 50. L If ¢,(C) consists of a single triangle y, then 


or 


(I) 227>— D1 
3 
II. Let now Ij consist of two different triangles y,. 
a) If kn, then the two triangles y, are entirely included in C 
and therefore 


2r Po (4 —_ =) L, 
)m, 
or since in this case 


sl=2l, 
Cn (C) 


3 a 
2r > (2— —) S z 
Vm.) 
Thus 


(Ila) ar > a! for m,, > 16. 


en (C) 
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b) If k<n, then the two triangles y, need not be entirely included 
in C. Therefore in this case we only know that 


6 
(0) 2r>(2——) “d 
If at the same time , < 31,, then 

6 \Ik 
If I, > 31,, we shall prove that 

6 
(2) are (3——)h,. 


For, let AB (fig. 11) be the side of the triangle ['y_,, on which the 
triangles Ty: DEF, D, E, F, lie, and let 


(3) ar<(8———)h,. Fed 
y™ 
We have 
GF 
GG, <2r</ myo Og 6; 
Ym) 


6 
_ (? 7% a) h 6 ' 
consequently DA-PE 


(4) GF+D,G,<|,. 


Further any chord @’G; parallel to GG, 
cannot cross morc than two of the segments 
DE, EF, D, E,, E, F, and consequently the sum " 
of the parts of these segments included in C 
is <21,. Hence by (4) I, <31,. Thus (3) leads to a contradiction 
and consequently (2) is proved. 


Fig. 11. 


Since I, < 61, we have by (2) 
' . as 
(5) r2(—7)8 
By (1) and (5) we have 
(6) 6m ae for m,> 81. 


Now suppose Ad L<1,, where Iy4; is the set of all triangles y,,, 


to which belong vitthe of A. We have by (0) 


ar > (2-7) Py 


That 
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or 
2 7 
(7 2r>- t f > 81. 
7) > a or m,>8 
k+1 
If on the other hand »S’/>1,, then there exists a number g, such 
e+1 
that for 90 < 9, 
8) r,>3(l—e) Sl. 
Nees 
By (6) and (8) we have 
re ] 
(9) ar> a (l—e) Dit. 
"e+. 
By (7) we see that (9) is true for any value of _S'/ and a fortiori 
- Nees 
(IIb) 2r>—(1—e) Sl. 
ys en (C) 


$51. ILI. If Ty consists of m > 2 triangles y,, all lying on the 
same side of Iy_,, we have 


2r> 3 m—1)(1— =) —1| 1, > (1 - ee) — 5] me 








m, L m ) m, m 
P 2 1 Sis. Fe 4 y’ 
>|3(1——e)—<| D3 >(5- —) I 
( ! =) . tT; \3 im = 
and consequently 
(IIT) ar> Py for m, > 64. 
Cn (C) 


IV. If Ty consists of m> 2 triangles lying on different sides of 
Ty_;, then 


(10) 2r>(3 ~m,—2)i,. 


We have either 
2r > = D1 
V3 t 


and then ; 
o> = ‘d 
2r: 3 a! 
or a1 =ml,>ry3. 
ly 
In this case by (10) m-—+ co as g—+ 0), and there exists a number 9, 
such that 
(11) P,-,>3(1—e) SI for 9< Q. 
ly 
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Comparing I,_, with 2r, we obtain by elementary geometrical con- 
siderations 


27> Ns 
and so by (11) y 
2r>2(1—e) Sl 
13 Ty 
and a fortiori 
(IV) 2r>2(1—e) SU. 
y3 €n(C) 


From (I), (IIa), (IIb), (III), (IV) the formula (A) of § 49 follows. 
Applying this formula to each circle C of C(o, A) and adding the 
resulting inequalities, we obtain 
7 se .7 
2r>—(l1—e) "1 for oso 
ra ys mn ¥ 
or (since 5) / = 1) 


and consequently 


“a 2 
L,A=liminf >’ 2r>—. 
e>0 C(e,A) 3 


If we take for C(o, A) the set of circles described about each triangle 


y,, we shall have 
7 2 
Ser 
cn rs 


9 
L,A=—. 
y3 
§ 52. It is easy to see that any area of diameter a can be included 
in a rhombus of height a and of angle 60°. We can then include the 
area between two perpendiculars to the great diagonal distant a from 
each other. Thus we obtain a hexagon which includes our area. It is 


easy to see that any hexagon of this kind can be included in a circle of 


and thus 


diameter a Tt and consequently any area of diameter a can be included 
in this circle (Young’s theorem). 

If we now replace each area U, of the set U(o,A) by a circle of 
diameter ate that includes the area U,, we obtain a set of circles 


i) 


Oo °, 4), such that 
y3 
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Consider any set os e,); we see that 


or 


(12) L.A=liminf »’ 2r< — LA. 


e>0 Clo, A) 


~ 


§ 53. In our example 
L.A=~ and LA<! 
whence by (12) LA=1. 


Thus our example gives the greatest possible difference between LA 
and L.A. In the example of §11 L.A=LA. We have therefore 
proved the result: 


For regular sets 
jor irregular sets 


L.A=LA; 


e 


gLASLASLA 


and L.A may attain both limits. 


(Eingegangen am 8. 12. 1926.) 
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gewohnlichen Determinantentheorie an vielen Stellen ahnlich sieht. 


und bewiesen werden. 
31 


Mathematische Annalen. 98. 











Zahlenspezies mit nichtkommutativer Multiplikation. 


Zur Einfiihrung von Koordinaten in einer auf Grund von Axiomen 
aufgebauten Geometrie ist es zweckmaBig, zuerst die Koordinatengeometrie 
bis zu einer gewissen Héhe aufzubauen. Man besitzt dann zugleich ein 
Beispiel einer Spezies, in welcher die geometrischen Axiome erfiillt sind, 
und braucht nicht mehr zu befiirchten, daB die daraus abgeleiteten Sitze 
simtlich illusorisch sind. Dementsprechend hat Vahlen in seinem Buch ,,Ab- 
strakte Geometrie“ diesen Weg befolgt, und zwar die Theorie der linearen 
Gleichungen in bis zu drei Verinderlichen auch fiir Zahlensysteme mit nicht- 
kommutativer Multiplikation, die singulire Zahlen enthalten, ausgearbeitet 
(S. 28ff.), ohne aber die Bedingungsgleichungen, durch welche der Rang 
des Gleichungssystems bestimmt wird, auf eine iibersichtliche Form zu 
bringen. Ich zeige im folgenden, wie sich auch fiir eine Zahlenspezies mit 
nichtkommutativer Multiplikation eine Theorie aufbauen 1aBt, welche der 


nach kénnen die grundlegenden Sitze der Geometrie ebenso leicht fiir die 
nicht-Pascalsche als fiir die gewohnliche analytische Geometrie ausgesprochen 
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Diese Untersuchung bildet zugleich ein Kapitel der von Brouwer be- 
griindeten intuitionistischen Mathematik. Um den Anforderungen, welche 
diese an Strenge der Beweisfiihrung stellt, zu geniigen, waren wesentliche 
Zusatze und Abanderungen der Beweise notwendig, die aber im vorliegenden 
Fall verhaltnismaBig leicht zu iiberblicken sind. 

Im § 1 werden Postulate fiir eine Zahlenspezies aufgestellt. Von den 
durch den Intuitionismus bedingten Abweichungen abgesehen, waren diese 
Postulate schon in der Literatur vorhanden*). Von der Multiplikation wird 
durchweg vorausgesetzt, daB sie assoziativ ist und daB alle Zahlen in bezug 
auf sie regular sind. Das Auftreten singulirer Zahlen la8t die Mehrzahl der 
Satze bestehen, jedoch mit unangenehmen Ausnahmen. 


Eine lineare Gleichung kann eine der beiden Formen haben: 
(1) 2,4, +2%,4,+...+2,4,=0, 
(2) @,7, +4,2%,+...+4a,27,=0. 
Im ersten Fall nennen wir die Gleichung rechis linear in den Ver- 


anderlichen 2,...2z,, im zweiten links linear in diesen Verinderlichen. 
Es geniigt, die Theorie der Gleichungen vom Typus (1) auszubauen, Hat 


man Werte z;,..., 2 fiir z,,..., 2, gefunden, die einem System solcher 
Gleichungen geniigen, so gilt das nach dem distributiven Gesetz auch fiir 
die Werte Axi, ...,42,; wir sagen deshalb, daB jede Lésung des Systems 


ein linksseitiges Verhdlinis bildet. § 2 enthalt eine kurze Theorie dieser 
Verhaltnisse, wahrend in § 3 die Theorie der linearen Gleichungen in An- 
griff genommen wird. Es zeigt sich, daB die Rolle der Determinanten 
hier von etwas verwickelteren Ausdriicken iibernommen wird, welche ich 
Designanten genannt habe. Nachdem in § 4 die wichtigsten Eigenschaften 
der Designanten untersucht sind, welche ziemlich weit mit denen der De- 
terminanten iibereinstimmen, wenn auch die Symmetrie durch das Versagen 
des kommutativen Gesetzes teilweise zerstért wird, beweise ich in § 5 die 
vier grundlegenden Siatze iiber lineare Gleichungen. § 6 enthalt die An- 
fainge der nicht-Pascalschen analytischen Geometrie. 


§ 1. 
Postulate*) fiir eine Zahlenspezies. 
Wir schicken den Verkniipfungspostulaten die mit S, bis 8, angedeuteten 


voraus, welche Aussagen iiber die Beziehungen a = b (a ist gleich b oder a 
fallt mit b zusammen) und a + b (a ist entfernt von b) enthalten. Es sind 


*) Zum Beispiel K. Th. Vahlen, Abstrakte Geometrie, Abschn. I, 
*) Wir gebrauchen hier das Wort ,Postulat“ als Gegensatz zu den ,Axiomen“ 
der Geometrie. 
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diese Beziehungen durchaus nicht als gleichbedeutend mit der Identitat bzw. 
Verschiedenheit von a und b als Elemente der Zahlenspezies S zu betrachten; 
fiir letztere brauchen S, und S, nicht zu gelten, wie sich am Beispiel 
der Spezies der als Ausfiillungselemente der Menge der rationalen Zahlen 
definierten reellen Zahlen sofort erliutern 1aBt*). 


Es ist wichtig zu bemerken, daB nicht der Satz gilt: Ist a—b un- 
gereimt, so ist a+b; wenn a+b bewiesen werden soll, mu8 S, ge- 
braucht werden. 

Es sei weiter auf die verschirfte Form von A, und M,, welche die 
Eindeutigkeit der Subtraktion bzw. Division enthalten, hingewiesen. Die 
Aussage: ,Aus a+ 2=a--y folet x=y* enthalt nicht als Folgerung: 
»Aus «+ y folgt a+ 2+a-+ y“; das Umgekehrte ist aber richtig nach S,. 

Postulate der Separation S,_,. 


S,. a=b und a+5 sind umkehrbare Beziehungen zwischen den 
Elementen a und 6 der Spezies =. 

S,. Fiir jedes Element a von 2 gilt a=a. 

S,. Die Beziehungen a=b und a+6*) schlieBen sich gegenseitig 
aus, d. h. wenn eine gilt, ist die andere ungereimt. 

S,. Wenn a+b ungereimt ist, gilt a=b. 

S,. Wenn zwischen den Elementen a und 6 von = die Beziehung 
a+b besteht, so gilt fiir jedes Element ¢c von = entweder a+c oder 
b+c (d.h. es gilt wenigstens eine der Beziehungen a+c, b+c). 


Aus S, bis 8, folgen die Satze: 
«) Aus a=b, b=c folgt a=c. 


Beweis. Nach S, wiirde aus a+c folgen a+b oder b+c; beide 
Beziehungen sind ungereimt; nach S, ist also a=c. 


8) Aus a=b, b+c folgt a+c. 


Beweis. Nach S, ist entweder a+b oder a+c; da das erste un- 
gereimt ist, gilt das zweite. 


Man sieht leicht ein, daB die vorstehenden Eigenschaften fiir gewéhn- 
liche reelle oder komplexe Zahlen samtlich erfiillt sind. Fiir Anderung 
kommen S, und S, in Betracht; dadurch werden aber die meisten 
Resultate hinfallig, da auf die Relation a=b (falls nicht 6 identisch 


mit a ist) nur mittels S, und ebenso auf a+ 5 nur mittels S, geschlossen 
werden kann, 


*) Vgl. Brouwer, Versl. Kon. Ak. Amsterdam 29 (1920), 8. 803; Math. Annalen 
83, S. 201; Jahresber. d. D, M. V. 88 (1925), S. 251. 
*) Alle kleinen kursiven Buchstaben bedeuten Elemente von 2. 
31* 
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Postulate der Addition A,_,. 

A,. Wenn a und b Elemente von 2 sind, ist a+ 5 ein Element 
von &. 

A,. Aus a=c, b=d folgt a+b=c+d. 

A,. Wenn a, b,c Elemente von & sind, ist(a+b)+e=—a+(b+c). 

A,. Aus x+y folgt fiir jedes Element a von >, a+2+a-+-y und 
zt+a+y+a. 

A,. = enthialt ein Element 0, wofiir 0+0=0. 

A,. Zu jedem Element a von = kann ein Element (— a) bestimmt 
werden, derart daB a+ (—a)=0. 

Postulate der Multiplikation M,_, und MA, ,. 

M,. Wenn a und b Elemente von = sind, ist ab ein Element von 2. 

M,. Aus a=c, b=d folgt ab=cd. 

MA,. a(b+¢c)=ab-4-ac. 

MA,. (b+ c)a=ba+ca. 
Wenn a, b,c Elemente von & sind, ist (ab)ec =a(be). 
M,. Aus x+y und a+ 0 folgt ax+ay und za+ya. 
M,. = enthalt ein Element 1, wofiir 1+ 0 und 1-1—1. 


M,. Zu jedem Element a von 2, wofiir a +0, kann ein Element = 


bestimmt werden derart, daB a— = 1. 


i- 


Definition. Eine Spezies =, welche den Postulaten S,_,, A,_,, 
M,.5 4, MA, geniigt, heiBt eine Zahlenspezies, und ihre Elemente 
heiBen Zahlen. Ist M, erfiillt, so ist 2 assoziativ; ist M, erfiillt, dann 
reguldr. Ist auBerdem immer ab = ba, so ist = ein Kérper. Eine asso- 
ziative regulare Zahlenspezies heiBt auch nichtkommutativer Kérper. 

Die Beweise folgender Sitze werden nur angedeutet, soweit sie sich 
nicht erheblich von den in der Literatur vorkommenden unterscheiden °*). 

y) Aus a-+-x=a+y folgt r=y \ 

» ata=y+a » aw=yJ 

Man beachte, da8 Postulat A, nicht umgekehrt aus y hergeleitet 

werden kann. 


(A,, S,). 


6) Fiir jedes Element a von = ist a+ 0=0+a=a (A,, A,, 7). 


e) Wenn a+a=a, so ist a= 0 (4, y). 
¢) (—a)+a=0 (A,, A,, 4, 7). 
») Aus a+ b+ 0 folgt, daB entweder a +0 oder b+0. 


Beweis. —a-+-a+b+—a (d,4,), also b+ —a (¢,A,), also 
entweder b+0 oder —a+0 (S,). Aus lezterem folgt a+-(—a)+a 
(A,, 5), d. hh. 0 +a (A,). 


5) Vgl. z. B. K. Th. Vahlen, Abstrakte Geometrie, S. 16—25. 
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6) Aus ax=ay und a+0 folgt z= 
» fwa=ya » a+0 - eas } (4, 8). 

t) Fiir jedes Element a von = ist 0a=a0=0 (MA,, 4, y und 
MA,, 8, 7). 

x) Fiir jedes Element a von = ist la=al=—a (M,, M,, #). 

4) a+b=b-+<a (A,, A,, 0, MA,, MA,). 

mw) Aus aa=a folgt a=0 oder a=1. 

Beweis. aa=al (x); a+ 0 oder a +1 (S,); im ersten Fall hat 
man a=] (#); im zweiten wiirde aus a+0 ebenso folgen a=1 in 
Widerspruch mit a +1 (S,), also a=0 (S,). 

») -a=1 (My, M,, x, 8). 

a) Aus ab +0 folgt a+0 und b+0. 

Beweis. Entweder —a+0, also auch a +0 (vgl. den Beweis von 
Satz »), oder —a+ab. Das letzte ergibt 0+ab+4a (A,, A,); 
0+a(b+1) (x, MA,). Nun ist entweder 6+0 oder 6+1+0 
(M,, A,, 6, S,), also entweder aus ab +0 oder aus a(b-+-1) +0 ergibt 
sich in Verbindung mit 0b = 0(6+1)=0 («), daB a+0 (8). Ebenso 
zeigt man b +0. 

§ 2. 
Verhiltnisse. 

1. Definitionen. Ein n-faches Verhdlinis wird bestimmt durch n Zahlen 
in bestimmter Reihenfolge, von denen wenigstens eine von 0 entfernt ist. 
Wir unterscheiden linksseitige Verhdlinisse (a)=(,a,..., ,@) und rechts- 
seitige (b;)=(b,,..., 5,); abgekiirzt 1. Verhdlinisse und r. Verhdltnisse. 

Zwei 1. Verhiltnisse heiBen gleich oder (a = b), wenn die Zahl r so 
bestimmt werden kann, daB b=ra (t=—1,...,m). Hieraus folgt r+0 
(§1, 2). 

Zwei |. Verhiltnisse sind voneinander entfernt oder (a) +(,b), wenn 
zu jeder von 0 entfernten Zahl r der Index ¢ so bestimmt werden kann, 
daB b+ra. 

Analoge Definitionen gelten fiir r. Verhaltnisse; nur muB8 statt b= 
bzw. +r a gelesen werden b; = bzw. + ,r. 

Das Folgende bezieht sich, wenn nicht anders vermerkt, auf r. Ver- 
haltnisse. Der Kiirze wegen setzen wir iiberall voraus a, +0 (dann 
braucht aber nicht b, +0). 

2. Aus (a;)=(b,) folgt b; = a,r (¢=1,..., ), also 

r=—b,; b, = a,b; 


(1) b, — a,=-b, =0 (¢=2,..., n) 
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Wir nennen das erste Glied von (1) die rechtsseitige Designante 
(r. Designante) des Systems a,, a;, 6,, 6; und stellen diese symbolisch dar 
durch 





| a, a; 
|b, b, 


a, heiBe das Hauptelement der Designante. 
Alle Designanten, die in (1) bei variablem ¢ auftreten, sind enthalten 
in der Matrix 











ma—|%-°°:% . 
b, ... b, | 


sie haben alle die erste Kolonne gemein. Die Designante 








a. a 1 

b b =§— a, 5, 
Pp qi sf 

es 


hat nur einen Sinn, wenn a,+ 0; der Allgemeinheit wire also geschadet, 
wenn wir in M auch andere Designanten als die in (1) auftretenden be- 
trachteten. Deshalb definieren wir M=0 als gleichbedeutend mit (1). 
Nun gilt der 


Satz: (a,) =(b,) tst dquivalent mit M=0. 

Zu beweisen ist noch, daB aus M = 0 folgt (a,)=(b;). Dazu setzen 
wir ahr aus b,— a,b, = 0 folgt dann b;=a,r (¢=1,...,”), 

Wenn wenigstens eines der ersten Glieder von (1) von 0 entfernt ist, 
setzen wir M+0. 

Satz. (a;)+(b;) ist dquivalent mit M+0. 

Beweis. 1. Wenn (a,;)+(b,), setzen wir =, =r; der Index ¢ kann 


so bestimmt werden, daB b, + a,r oder b; — a, = b, +0. 
2. Es bestehen die n Identitaten 
(6, —a,r) — a,—(b, — a,7r)=b,— a, b,. 
In einer von diesen ist nach Voraussetzung das rechte Glied +0, also 
einer der Terme links ist von 0 entfernt (§ 1, 7), d. h. entweder 6; +a,r 
oder b, +a,r. 
Die linksseitige Designante (1. Designante) des Systems ,a, ,a, ,b, gb ist 


a a 
aa pail Senge 


| 45 2? | 


_ 
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mittels dieser Definition kann man fiir 1. Verhiltnisse analoge Satze formu- 
lieren wie die obigen. 


3. Wir wollen jetzt zeigen, daB die oben gegebenen Definitionen fiir 
Gleichheit und Entfernung zwischen Verhiltnissen den Postulaten S, bis S, 
geniigen. 

S,. 6,;=a,r ist aquivalent mit a,=— b=; die Beziehung = ist also 
umkehrbar. 

Wenn zu jedem r +() der Index ¢ so bestimmt werden kann, da8 b, +a,r, 
so ist a; +,r fiir denjenigen Wert von ¢, fiir den }; +a,> (Post. M,); 
also ist auch + umkehrbar. 

S, , sind ohne weiteres klar. 

S, folgt aus den in 2 abgeleiteten Bedingungen; ist M+0 un- 
gereimt, so ist M=0. ' 

S,. Es sei gegeben (a;) +(5;), also z, B. b, —a; 5 b, +0. Ist von 
einem dritten Verhiltnis (c;) bekannt c, +0, so ergibt die Identitat 

(o,— <b) - (a, — ¢,=-a,) +b, = 5; — 4, —b,, 
da8 entweder (b;) +(c,) oder (a;) +(c,). 

Ist nicht bekannt c,+0, so ist ¢,+0 (k+1), also entweder 
¢, — a, f+ 0, d. h. (c;)+(a,), oder a, z ¢, +0, dh. c,+0, was 


wieder den ersten Fall ergibt. 


§ 3. 
Designanten. 

1. Wir gehen aus von zwei homogenen rechtslinearen Gleichungen in 
zwei Veranderlichen 
2,4, + Ly Ay. = 0. 

(1) eer. 
Ist a,, +0, so kann man z, aus der ersten Gleichung berechnen 
und in die zweite einsetzen; das gibt 


1 
(2) X (4s5 — 415 3-1) = 0. 


Haben nun die Gleichungen eine von 0 entfernte Lésung, d. h. eine 
Lésung, in welcher wenigstens eine Verinderliche von 0 entfernt ist, so 
ist entweder z, +0 oder z, +0; letzteres gibt aber, da a,, +0, auch 
t,+0. Aus (2) folgt nun nach §1,:,0 


ay Ai 


(3) 4,,= | = 0. 
| 


il 





Gy, Ayq 


—_——_————> 
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Wenn umgekehrt 4,, = 0, so kann man z, +0 beliebig wihlen und 
x, aus der ersten Gleichung berechnen; nach (2) geniigen die so bestimm- 
ten Werte der zweiten Gleichung. 4,, = 0 ist also notwendig und hin- 
reichend fiir das Bestehen der Lésung. 

Man kann aus 4,, durch Vertauschung der Reihen oder der Kolonnen 
noch drei Designanten bilden, namlich: 


| ] 


! 
(Faq, Faq | }Fyq Fy | Bye G4 
4,, = | ; 4,, =| As. = | . 
|2y, Aye |2qq Gay | Bq Ay | 
——_—_—_—» —_—_—_—» 





Von diesen haben nur diejenigen einen Sinn, deren Hauptelement 
von 0 entfernt ist. Setzen wir das voraus, so ist 
1 1 
4,,= — 4yy S13 Ay = — 4 G43 
ferner wenn a,, + 0, 
1 


29 — 4, 7 


A as 
a, +1 a, 


und wenn a,, +0, 
1 A 1 


4, =e, — 4. — 
22 14g, “12 a, 


aye: 


Es gibt aber keine derartige Beziehung zwischen 4,, und 4,,, die fiir 
alle Werte der Koeffizienten gilt, fiir welche beide einen Sinn haben. 


2. Sind drei homogene rechtslineare Gleichungen gegeben: 
(4) > %,%;, = 0 (¢,B=1,..., 8) 
und ist a,, +0, so entsteht durch Auflésen der ersten Gleichung nach z, 
und Substitution in die beiden anderen: 


1 1 
a) (a, a a,,) +25 (a, hn a,,) = 0. 


/ 


1 1 
%o\F%q — Ns a,,) + 2s (ay, — Gs a,,) = 0. 
bed ay 
: 1 : : 
Setzen wir noch voraus a,, — @,,——a,, +0, so folgb hieraus weiter 
a1 


1 
Osa ~ Fig Fa = Fas ~ Sas Gn - 
rx 1 , =(. 
Bug — Fg 5 Sa. «Fag — 91g Fs 
uu 11 


Der Koeffizient von z, heiBe die r. Designante des Koeffizienten- 
systems von (4); wir bezeichnen sie mit 





Gy, Uq Ay 
A= | Gy, yg Ag 


G3, Gzq Ugg 
a 
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Bezeichnen wir den aus der 1-ten und ¢-ten Reihe und der 1-ten 
und &-ten Kolonne gebildeten Minor mit A,,, so ist 


te thy 
" | Ags Ag, 








3. Der letzten Formel analog definieren wir die n-rethige r. Designante 


ee oe 





4= 


Damit 4 einen Sinn hat, mu8 sein Hauptminor 


Qype By gmt 





i oe cn ee oe | 





>» 
> 


einen Sinn haben und von 0 entfernt sein. Wir bezeichnen den Minor von 
4 aus den Reihen 1,..., »—2, p und den Kolonnen 1,..., n—2,q 


mit A,,; dann ist 


(5) Pom | ‘2-1, 2-1, 





Der p-reihige Hauptminor A wird gebildet aus den Reihen 1, ..., p 


und den Kolonnen 1,...,p. 4 hat einen Sinn, wenn alle Haupt- 
minoren mit 1,2,...,%—1 Reihen von 0 entfernt sind. Wir fiihren noch 
die Bezeichnung A,” ein fiir den Minor aus den Reihen 1,..., p, q und 
den Kolonnen 1,...,p,7(qg,r >). Im besonderen ist 

yo p+i = er 


4, Man beweist leicht durch vollstandige Induktion, daB 4 aus den 
Gleichungen 
2,4,, +... +2,4,, =0 
(6) 


2,4,,+...+2,4,, =0 


entsteht, indem man z, aus der ersten Gleichung berechnet und in alle 
folgenden einsetzt, dann 2, aus der zweiten berechnet und in alle folgen- 
den einsetzt usw. Das Resultat ist x, 4 = 0. 


° 
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Bei diesem Verfahren wird nach Elimination von x, das System 
erhalten 


| Tp+1 Ari a9+1 +.--+ 2% APti9 =0 

I gscillen +... +2, Age = 0. 
Die weitere Elimination kommt auf das Berechnen der Designante dieses 
Systems hinaus; folglich ist 


AS19041 Ae Aye 
(7) hus 
Anp+1 +++ Ann 


—_ ——> 


5. Wir betrachten jetzt den Fall der kommutativen Multiplikation. 
Mit D bezeichnen wir die gewdhnliche Determinante von (6) und mit 
%,” den A,’ entsprechenden Minor von D. Man bestitigt leicht, daB bei 
dem in 4 beschriebenen Eliminationsverfahren das Ergebnis ist 


ie 


z,, ye Ss 





also 
D 


af Pi P 


A 


Wendet man die Formel D = 4%"~” wieder auf &"~” an, usf., so 
erhalt man schlieBlich: 


> hee AA®™  4%-” 1 a4, 


Satz. Ist die Multiplikation kommutativ, so ist die r. Designante 
vom (6) gleich der Determinante, geteilt durch deren ersten Hawptminor; 
die Determinante ist gleich dem Produkt der r. Designante mit ihren sdmt- 
lichen Hauptminoren. 

Die Formel 4(7) sieht dem Satz von Sylvester aus der gewdhnlichen 
Determinantentheorie*) abnlich; sie spielt aber hier, ihrer einfachen Form 
gemaB, eine wichtigere Rolle. Fiir den Fall der kommutativen Multipli- 
kation kann man aus ihr, mit Benutzung des obigen Satzes und der in 
§ 4, 1 zu beweisenden Eigenschaft, einen Induktionsbeweis des Sylvesterschen 
Theorems ableiten. 


*) Vgl. z.B. H. Weber, Lehrbuch der Algebra I, § 12. 
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§ 4. 
Eigenschaften der Designanten. 
Multiplikation einer Reihe oder Kolonne. 


1. Satz. Hine r. Designante dndert ihren Wert nicht, wenn man alle 
Elemente einer Reihe, mit Ausnahme der letzten, rechts mit einer von 0 
entfernten Zahl r multipliziert. Multipliziert man aber die Elemente der 
letzten Reihe rechts mit r (hier braucht nicht r +0 zu sein), so wird A 
rechis mit r multipliziert. 


Beweis. Wir multiplizieren die p-te Gleichung aus § 3, (6) rechts 
mit r; bei der Berechnung von zx, aus dieser Gleichung kommt der Fak- 
tor r in Wegfall. Nur wenn p=n, wird das Ergebnis 7, 4r=0 statt 
z,4=0. 

Ein anderer Beweis geht durch vollstindige Induktion mittels 
§ 3, (5) vor. 

2. Satz. Hine r. Designante dndert ihren Wert nicht, wenn man alle 
Elemente einer Kolonne, mit Ausnahme der letzten, links mit einer von 0 
entfernten Zahl r multipliziert. Multipliziert man aber die Elemente der 
letzten Kolonne links mit r, so wird 4 links mit r multipliziert. 


Beweis. Wir setzen in §3, (6) zr an Stelle von z,; die Berech- 
nung von x, aus der p-ten Gleichung ergibt 


’ 1 
tp = 2p, - 
Wenn dieser Wert in die folgenden Gleichungen eingesetzt wird, ergibt 


> - 
z. B. der aus z,a,,,, entstandene Term z,ra,,,, den Beitrag 


pti,p —~ Tp %p+1,p° 


1 
> ra 
das Endergebnis bleibt also dasselbe. Nur wenn p=n, erhalt man 
z,r4=0 statt z,4=0. 
Auch diese Eigenschaft kann mittels § 3, (5) durch vollstindige In- 
duktion bewiesen werden. 
3. Vertauschung von Reihen mit Kolonnen. 


Satz. Hine rechtsseitige Designante ist gleich der linksseitigen, die 
aus thr durch Vertauschung von Reihen mit Kolonnen entsteht, so dap 
a,, im der rechisseitigen gleich a,, in der linksseitigen ist. 

Beweis. Fiir zweireihige Designanten priife man den Satz durch 
direkte Rechnung. Wir setzen ihn als bewiesen voraus fiir (n—1)-reihige. 


Dann ist, wenn wir die Minoren der 1. Designante durch linksstehende 
Indizes unterscheiden, 














) PP 
= | an-t.0-44 o-1,04 | _— | 5 


nw | 
, [ae 


+ 





4. Satz. Besteht jedes Element der letzten Rethe einer r. Designante 
aus zwei Termen, so kann sie selbst in zwei Terme zerlegt werden: 


pe 8 ai te | 





=| dens 1 +++ An-t9 
| Gas + Gat --- Onn + Gan 





Qh «++ Qing | O11 «++ Ain 
On—1,1 +++ In-1,8 tT] Gana: « + In-i.8 |= a’ + 4”. 
Me ++ dan | Ons +++ Gane 


oo —_—— > 


Beweis. Man priife die Richtigkeit des Satzes direkt fiir n = 2. 
Es sei nun der Satz bewiesen fiir (n — 1)-reihige Designanten. 


Ag-1, 2-1 Ag-1,8 | | . A,- 1,"-1 Ag-1.9 


A= , ” 
4a, 2-1 Aan i | A n, n— +4 a> Aan + Aan 


> 











Ag-1n-1 Ag-1,0 Re Ay-1, 2 | ’ ” 
=| ’ , ” ” = J oe ro 
| Ag, n-1 Ann Aa, a-1 Ann 








Analog wird bewiesen, daB 4 zerlegt werden kann, wenn jedes Element 
der letzten Kolonne in zwei Terme zerfillt. 


5. Proportionale Rethen. 
Satz. Hine r. Designante ist 0, wenn die r. Verhdltnisse aus den 
Elementen der letzten und einer hoheren Rethe gleich sind. 


Beweis. Der Satz ist fiir zweireihige Designanten in § 2, 2 bewiesen. 
Wir setzen ihn fiir (n — 1)-reihige als bewiesen voraus. Nach § 3, (5) ist 


ay, “ths | | An-1.n-1 An—1.n | 


| es Rey oe 


> 
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Ist die in der Aussage gemeinte héhere Reihe die (n —1)-te, so 
bilden in der letzten Designante die Reihen gleiche Verhiltnisse, also 
4=0 (§ 2, 2); ist sie die p-te (p<n—1), 80 ist A., , =A, =0, 
also 4=0. 


Bemerkung. Wenn die p-te und qg-te Reihe (p und g<n) gleiche 
Verhiltnisse bilden, hat 4 keinen Sinn. 


Satz. Hine r. Designante ist 0, wenn die |. Verhdlinisse aus den 
Elementen der letzten und einer anderen Kolonne gleich sind. 

Beweis wie oben. 

6. Vertauschung der Rethen untereinander. 

Das Beispiel der zweireihigen Designanten in § 3, 1 zeigt, daB diese 
sich bei Vertauschung der Reihen andern. Es ist iiberraschend, daf dies 
bei mehrreihigen Designanten nicht der Fall ist, wenn nur die letzte Reihe 
an ihrer Stelle bleibt. Die Symmetrie ist in dieser Hinsicht also ebenso 


groB wie im Fall der kommutativen Multiplikation; auch in =n (§ 3, 5) 


diirfen nur die ersten n — 1 Reihen unter sich vertauscht werden. 
Wir brauchen den 


ee a ot a 1 
Hilfssatz: 21 ‘32 | — | 11 12 -_ | 11 12 | = ‘ 
Gs, Gyo | | Byy yg | | My, Ogg i 
—— --—> —— > oo. 


den man durch Rechnung priife. 


Nun gilt fiir eine dreireihige Designante bei Vertauschung der beiden 
ersten Reihen: 





| j ! 
| | Gy, Ags | | ,, Ag | 
a a... a 
wa = a | A, Up Ay, Ay | | 
Gy, Aq As |= | ay pene, ae 
|G», &, a Ge? 
Bs, Agqg Azz | | 21 23 | 21 23 
7” G3, Azo G3, Ags | | 
> —_—___—> 
pee a Wen age CES 
| @, 5) 1 | a, Ug 1 
11 11 
| Gy, gq | Om | @gy gg | Mm 
mah —_—-> ——— > 
14. Ge] (4, 4%] 1 | 2, As | [4 %s| 1 
|} oy | a, 780? — a, 78 
| | Gg, Faq Gy, aq | % | Gy, Ags Gq; gg " 
| o—_—» ——> —_——_-» — 











(vgl. § 3, 1 und obigen Hilfssatz) 

















Gy, By | | G, AM) | 4%, As 
| 
| Bay Byg | | || 4s. Se | | Fen Ses | | ; 
—_———» —p> ——» 
—|, —a,, (4,1d.P.) 
a, As 1} By Fo | | Gy, yg | | Om 
| 
3, As | |} ex Geo | | Sq, Fag || 
—_ — | > — > | 
—_—_—_—_»+ — + 
a a 


= | 
= | Gq, Ag Tez |; 


denn das zweite Glied ist 0. 

Es sei jetzt fiir (n —1)-reihige Designanten bewiesen, daB die Ver- 
tauschung zweier aufeinanderfolgenden Reihen, ausgenommen der beiden 
letzten, erlaubt ist. Schreibt man nun nach § 3, (7) fiir eine n-reihige 
Designante Ae-) — 4e-0 | 

pepe Set. 
age”... AS” 
so werden, bei Vertauschung der p-ten und (p-+1)-ten Reihe in 4 
(1<p<n-—1), rechts die beiden ersten Reihen vertauscht, also nichts 
geaindert. Vertauscht man aber in 4 die beiden ersten Reihen, so ge- 
schieht, wenn p> 2, rechts dasselbe in jedem Minor A{?~”; diese andern 
sich dabei nicht. Es folgt: 


Satz. Hine Designante dndert sich nicht, wenn man zwei aufein- 
anderfolgende Reihen, aber nicht die beiden letzten, vertauscht, voraus- 
gesetzt, dap die so entstehende Designante einen Sinn hat. Entsprechendes 
gilt fiir Kolonnen. 

Jede Permutation der ersten n —1 Reihen kann durch aufeinander- 
folgende Vertauschungen von zwei benachbarten Reihen erhalten werden. 
Doch ist der Satz, daB jede dergleiche Permutation erlaubt ist, wenn die 
dadurch entstehende Designante einen Sinn hat, durch diese Bemerkung 
nicht allgemein bewiesen, denn die als ,,Zwischenstation“ gebrauchten De- 
signanten brauchen nicht samtlich einen Sinn zu haben. Wir wollen den 
Beweis fiir vierreihige Designanten noch vollstandig geben. Die Permuta- 
tionen (2 314), (31 2 4), (3 214) sind noch zu betrachten. Erstere 
wird erhalten durch (1 2 3 4), (2134), (2314). Da nach Voraus- 
setzung 

ay, 


a 
- | +0 und a, +0, 
ay, As, 


— 
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ist auch 
| | 
My, Gyg| =| Gy Gg | 1 0 
| | — oi Gy as, = ’ 
| By, Ap | Bay Aga a 
a> ——-> 


also die Designante (2 1 3 4)*) hat einen Sinn. (3 1 2 4) wird in ahnlicher 
Weise erledigt. (3 214) entsteht durch (1 2 3 4), (2 314), (3 214). 
Wir nehmen einen Augenblick an (1 23 4) +(3 214); ware nun a,, +0, 
so hatte, wie man leicht einsieht, (2 3 14) einen Sinn, also (123 4) =(3214) 
gegen die Voraussetzung. Aus (1234) +(3214) folgt also a,,—0. Wir 
entwickeln nun (3 214) nach zweireihigen Minoren (§ 3, (7)): 




















a, Ao ay, 
‘eo. at 16." Gar te 
1 
Gun Gia Ge Ge | Ser Ss | 3 33 | | 31 Ay | 
| a oe ei a a,, @ 
0 Gig Bigg, | 11 > 11 Ay 11 14 
== —_———— - -——- > 
ii } ‘ 
Sn. “a. So, Se | Gy, zo | | Gy, Asg| | Gy, Gy, | 
| } J 
1%r % %s Fa | 1p Gq | | er Me | Gy, Oy | 
MOI i. 5s We | = 
— —- 
Hierin setzen wir 
G,, 4%; a, 4%;/ 1 1): 
Gen ay, (§ 8, 1); 
Q, 4, | G3, 43; “ 
—_——_> > 
| 
a a a a,, | a a 1 
| =a 3 ih '. 1 11 4 ° 
‘|| : "| —a,, (Hilfssatz). 
a, %; A, WY; Gs, G5; | % 
—_—___—» > > 








Der Faktor in der zweiten Reihe wird nach 1 entfernt und die Designante 
nach 4 zerlegt; das zweite Glied ist 0 nach 5, und das erste gibt die Ent- 
wicklung von (1 234) nach zweireihigen Minoren. (1 23 4) +(321 4) 
ist also ungereimt und (1 22 4)=—(321 4). 


Bei Vertauschung der beiden letzten Reihen geht 
An-1,n-1 An-1,9 | 





4=| 
An, a-1 Aan 
iiber in > 
An, n-1 y en | 1 
Ay-1,n-1 Ap-12 ode Ay -1,n-1- 


Vertauscht man die letzte Reihe mit einer héheren als der (nm — 1)-ten, 


*) Die Bezeichnung der Designante durch die Anordnung der Reihen ist wohl 
durchsichtig genug. 
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so nimmt 4 einen Faktor von verwickelterer Form auf, und es ist nicht 
immer méglich, diesen in einer allgemeingiiltigen Gestalt zu schreiben. 


7. Addition von Rethen. 

Satz. Hine r. Designante dndert ihren Wert nicht, wenn man zu 
den Elementen der p-ten Rethe die entsprechenden Elemente einer anderen, 
nur nicht der letzten Reihe, rechts mit einem beliebigen Faktor multipli- 
ziert, addiert (vorausgesetzt, daB die so entstehende Designante einen 
Sinn hat). 

Beweis. Fiir zweireihige Designanten sagt der Satz aus, dab 


ay; axa cs Gy, A19 
4 Se ) 

1Ggy + 4,4 gg + GyQ4 |}4q, Age 

—_— > ——» 





was leicht aus 4 gefolgert wird. 
Es sei nun der Satz 7 fiir (n — 1)-reihige Designanten bewiesen. In 
einer n-reihigen Designante 4 ersetzen wir das Element a,, durch 


a,,+4a,, @=1,....m; g+p; 9 +n) 


und nehmen zunichst an p>1. Dann ist, wenn wir zur Raumersparnis 
von jeder Designante nur die erste Kolonne hinschreiben, 





(1) 
A 
22 (1) 
ay, wl ss A,, 
ss ace, a Fa A Lg 4) | 
“i — P mio: |. 
pa ' we? ay — G4 4 ans + A,o4 ps ' q2 - 
a “a ee 
4 2) 
Gay (1) An. 
A « 
—— ——> n2 - —> 


> 


wenn g = 1, ist A’ =0 zu setzen. Wenden wir auf die letzterhaltene 


(nm — 1)-reihige Designante den Satz 7 an, so erhalten wir eben die Ent- 
wicklung von 4 nach zweireihigen Minoren. 


Der Fall p= 1 fordert eine etwas lingere Rechnung. Wir erhalten: 


are 
Gy, +4,,4 Ag+ G,94' | 


| a, ay, 
a,, +4,,4| eS Se, A 
a 
(1) 21 ™ . 
Gy, 4,4 Ay +A, gh 
ayy 
es Gy ane 
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Nun ist nach 6, Hilfssatz, 


G+ 4, A yy +4,,4 


























a4 2,9 
» 
_ | Fy Fy | Gy, Gye 1 o 
= |— ———__@, 
@,, @s| |@,+4,,4 a, + 4,44 co tai. «ol 
| j 
&. Gal a 2 1 
1 11 12 
= | 1 12 ant a.+¢ [ors ° (4,1 d, P.) 
a, @,9| |, a, 9\ - va 


——_ > 


Wenn g=r, kann man hierfiir noch schreiben: 


M/y — 
An (1 Aa 01): 


Entweder ist der Klammerfaktor + 0 oder a,, +0; im letzten Fall 
schreiben wir fiir den Faktor 





1 1 o~, 1 
tas (+ 9nd) — 2 5,8 im t®: 


a, @,+a,, 4°02 
Setzt man nun die erhaltenen Ausdriicke in (1) ein, hebt den Faktor aus 
der g-ten Reihe weg nach 1 und wendet dann auf die (nm — 1)-reihige 
Designante wiederholt den Satz 7 an, so erhalt man wieder die Entwick- 
lung von 4 nach zweireihigen Minoren. 

8. Satz. Hine r. Designante ist eine homogene rechis lineare Funk- 
tion der Elemente threr letzten Kolonne. 

Beweis. Die Eigenschaft gilt fiir zweireihige Designanten; ist sie 
fiir (n — 1)-reihige bewiesen, so folgt sie fiir n-reihige aus § 3, (5). 

9. Satz. Wenn eine Designante von 0 entfernt ist, ist aus jeder 
Rethe und aus jeder Kolonne ein Element von 0 entfernt. 

Beweis. Fiir zweireihige Designanten priife man den Satz direkt. 
Wenn wir ihn wieder fiir (n — 1)-reihige voraussetzen, folgt aus § 3, (5), 
erstens daB aus jeder Reihe und jeder Kolonne des rechten Gliedes ein 
A,, von 0 entfernt ist; zweitens daB aus jeder Reihe und jeder Kolonne 
dieses A,, ein Element von 0 entfernt ist. Hieraus folgt die Behauptung. 

Bemerkung. Die Sitze dieses Paragraphen lassen sich leicht fiir 


links- statt rechtsseitige Designanten und, wo notwendig, fiir Kolonnen 
statt fiir Reihen aussprechen und beweisen. 


Mathematische Annalen. 98. 32 











A. Heyting. 


§ 5. 
Lineare Gleichungen. 


Wir gehen aus von einem System von k homogenen rechis linearen 
Gleichungen in n Verdnderlichen; k>n. 


2,4,,+.-.+2%,a,,=0 
(A) aaa mt — 
2,4,,+.-.+2,4,, = 90. 

Eine von 0 entfernte Lésung dieser Gleichungen wird ein |. Verhaltnis 
(@,, +0) %,) O0in. 

Definition. Eine Koeffizientendesignante von (A) ist eine n-rei- 
hige r. Designante, von der jede Reihe die Koeffizienten einer Gleichung 
aus (A) und jede Kolonne die Koeffizienten einer bestimmten Verinder- 
lichen enthalt, wihrend weder zwei Reihen noch zwei Kolonnen dieselben 
Koeffizienten enthalten. (Die Reihenfolge der Gleichungen oder der Ver- 
anderlichen kann nicht zuvor festgesetzt werden, da die so entstehende 
Designante keinen Sinn zu haben braucht. ) 


Satz I. Wenn die Gleichungen (A) eine von 0 entfernte Lésung 
haben, hat jede Koeffizientendesignante dieser Gleichungen, die einen Sinn 
hat, den Wert 0. (Es braucht keine solche Designante einen Sinn zu haben. ) 

Beweis. Der Satz ist schon in § 3, 1 fiir zwei Verinderliche bewiesen; 
wir setzen ihn fiir n —1 Verianderliche voraus. Unbeschadet der All- 
gemeinheit kénnen wir annehmen, da8 die r. Designante 4 der ersten n 
Gleichungen (A) einen Sinn hat. Wenn wir z, aus der ersten Gleichung 
berechnen und in die n — 1 folgenden einsetzen, kommt 


2, A+ ...+2,4)) =0 
(B’) ee ee eee 

a, AM) + aay +2, A” =0. 
Es sei nun (zj,...,2,) eine von 0 entfernte Lésung von(A); wenn 
xj +0, ist, da a,, +0, der Wert noch einer Verinderlichen von 0 ent- 


fernt; folglich hat (B’) die von 0 entfernte Lésung (xj, ..., 24); die r. Desi- 
gnante von (B’) ist nach §3 (7) gleich 4, also 4 +0. 


Satz II. Wenn aus (A) n—1 Gleichungen so ausgewdhlt werden 
konnen, daB alle r. Designanten, deren erste (n —1) Rethen aus den 
Koeffizienten dieser Gleichungen in bestimmter Rethenfolge gebildet sind, 
wdhrend die letzte Reihe die Koeffizienten einer beliebigen Gleichung aus 
(A) enthdlt, den Wert 0 haben, so gibt es eine von 0 entfernte Lésung 
von (A). 
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Beweis. Wir vertauschen die Gleichungen (A), bis die erwahnten 
n—1 Gleichungen in derselben Reihenfolge obenan stehen. Indem man 
nacheinander z,,..., 2, Wie in §3, 4 aus (A) eliminiert, erhalt man 

Ty-1 oe + %,, A, =0 
©) | alt A a DA 
Lys A, a1 +2,4,, =0 

Gibt man z, einen von U entfernten Wert und berechnet man z,_, 
aus der ersten Gleichung (C), so sind nach § 3, (5) auch alle weiteren 
Gleichungen (C) erfiillt. 

Zur Berechnung von z,_, machen wir im EliminationsprozeB einen 
Schritt zuriick bis 


(n—3) 


| 7-9 oe T ses + z, fas =0 


(D) 
Le fe" +. +a ae a, 

Z,¢ wird aus der ersten Gleichung (D) berechnet; durch Einsetzen in 

die iibrigen erhilt man wieder (C); auch diese Gleichungen sind also er- 

fiillt. So fortfahrend erhailt man eine Lésung von (A), die von 0 entfernt 

ist, denn z, +0. 

Satz III. Wenn fiir jedes |. Verhdltnis (x,,..., 2) das erste Glied 
wenigstens einer Gleichung (A) von 0 entfernt ist, besteht wenigstens eine 
Koeffizientendesignante von {A) und diese ist von O entfernt. 

Beweis. Der Satz ist richtig fiir & Gleichungen in einer Verander- 
lichen und kann durch vollstindige Induktion weiter bewiesen werden. 
Aus der Voraussetzung folgt, daB wenigstens ein Koeffizient a,, von 0 
entfernt ist; wir bringen diesen durch Permutation der Gleichungen und 
der Verianderlichen an die Stelle von a,, und andern die Bezeichnung ent- 
sprechend. Indem man 2, aus der ersten Gleichung berechnet und in 
alle folgenden substituiert, erhalt man ein System (B) von k — 1 Glei- 
chungen in n—1 Verdinderlichen. Wahlt man nun fiir z,,...,2, ein 
beliebiges 1. Verhiltnis, und berechnet man dazu z, aus der ersten Glei- 
chung (A), so ist diese erfiillt, also ist nach Voraussetzung in einer der 
folgenden das erste Glied von 0 entfernt. Daraus folgt, daB fiir jedes 1. 
Verhiltnis (z,,..., 2,) das erste Glied wenigstens einer Gleichung (B) von 
0 entfernt ist. Gilt also der Satz fiir (B), so kann man die Gleichungen 
und Verinderlichen so vertauschen, daB die r. Designante der ersten n — 1 
Gleichungen (B) von 0 entfernt ist; diese ist gleich einer Koeffizienten- 
designante von (A). 

Bemerkung. Wenn k=n, kann man in Satz III nach Belieben 
die Reihenfolge der Kolonnen oder der Reihen zuvor festlegen. Denn 

82° 
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wenn man wie oben eine von 0 entfernte Designante gefunden hat, ist 
nach § 4, 9 aus jeder Reihe und aus jeder Kolonne ein Element von 0 
entfernt. Man kann also das an Stelle von a,, zu setzende Element 
entweder aus einer beliebigen Reihe oder aus einer beliebigen Kolonne 
wahlen. Ist also bewiesen, daB in (B) die Reihenfolge der Reihen oder 
der Kolonnen beliebig ist, so gilt das auch von (A). 

Satz IV. Wenn eine Koeffizientendesignante von(A) von 0 entfernt 
ist, so ist fiir jedes 1. Verhdlinis der Verdnderlichen wenigstens eines der 
ersten Glieder von 0 entfernt. 

Beweis. Wir setzen voraus, da8 die r. Designante 4 der ersten n 
Gleichungen (A) von 0 entfernt ist und bilden wieder das System (B’), 
dessen r. Designante gleich 4 ist. Ist also der Satz bewiesen fiir Gleichungen 
in m—1 Verdanderlichen, so ist fiir jedes Verhaltnis (zj,...,2,) von 
Z,---,%, das erste Glied einer Gleichung (B’), z. B. der r-ten, von 0 
entfernt. Berechnen wir x; aus der ersten Gleichung (A), so ist 


Bi ay + ... + %4a,,= 0, 
Hi Grit... + TpGrn +O. 


Fiir einen beliebigen Wert z{’ von 2, gilt entweder 
i py +... + 2g Gen +O 
oder z{' + 2{, also da a, +0, 
y Gy +... + 2nGin +0. 


Der Satz ist nun bewiesen fiir Verhaltnisse, in denen eine andere 
Verinderliche als z, von 0 entfernt ist. Ist nur zj +0 bekannt, so ist 
ria, + 0, also entweder 


@i ay +... + tp din +O, 
oder eine andere Verinderliche ist von 0 entfernt. 


Bemerkung. Satz I kann leicht indirekt aus Satz IV abgeleitet 
werden. Satz II folgt aber nicht in dieser Weise aus Satz III, denn aus 
der Annahme, da8 die Gleichungen (A) keine Lésung haben, folgt nicht, 
daB fiir jedes 1. Verhiltnis (z,,...,2,) das erste Glied wenigstens einer 
dieser Gleichungen von 0 entfernt ist. 


Satz III und IV kénnen nicht indirekt bewiesen werden. 
§ 6. 
Nicht-Pascalsche analytische Geometrie. 


1. Definitionen. Ein Punkt des R,_, (n> 2) ist ein n-faches 
1. Verhiltnis (x,,..., 2,)=(a,;). Die Zahlen z,,...,2, sind die Koordi- 
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naten des Punktes. Die in § 2 fiir Verhialtnisse definierten Relationen 
Zusammenfallen (= Gleichheit) und Entfernung gelten auch fiir Punkte. 
,A ist von B entfernt“ wird geschrieben Aw B. 

Sind A(z,) und B(y,) voneinander entfernte Punkte, so ist die Ge- 
rade AB die Spezies derjenigen Punkte C(z,), deren Koordinaten in der 
Form z,=A2z;+ my, darstellbar sind. 

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
wenigstens ein z, von 0 entfernt ist, ist A +0 oder u+0. 1+0 ist dqui- 
valent mit Cw B; in diesem Fall ist BC mit AB identisch. 

Beweis. Wenn 2, +0, ergibt sich aus §1, 7, 2, daB 4 +0 oder 


u+0. Wenn 4+0 und m, — 2-4, +0 (was wir ohne Beschrankung 
‘ 


annehmen kénnen, da Aw B; vgl. § 2,2), so folgt aus 
1 1 
%— 4 n= A (2, in Ys) +0 


erstens, daB entweder z,+ 0 oder z,+0, zweitens Cw B. Wenn um- 
gekehrt Cw B, ergibt sich aus derselben Identitaét, daB 4 +0. Ist, unter 
denselben Voraussetzungen, D(o2z;-+-oy;) irgendein Punkt von AB, so 
folgt aus 
1 i 
ex, +oy,=01%+(o—0 +H) Ms 

daB D zu BC gehért. Ebenso gehért jeder Punkt von BC zu AB. 

2. Definiton. Der Punkt C liegt auferhalb der Geraden AB, 
wenn er von jedem Punkt von AB entfernt liegt. 

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
C(z;) auBerhalb der Geraden A(x;) B(y;) liegt, ist, dap wentgstens eine 
Designante der Form 


a YY % 
4=|", 4% %| =(%Y%x)*) 
—_——_» 
=a YY % 


von 0 entfernt ist. 


Beweis. Wenn C auBerhalb AB liegt, ist fiir alle Werte von A 
und yw fiir wenigstens einen Index i 


a Ax, + MY, 
also fiir alle Werte von 4, u,¥, wenn » +0, ist in einer der Gleichungen 


Aa, + ey, +7%,= 


*) Wir benutzen auch im folgenden dann und wann diese abgekiirzte Bezeichnung. 
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das erste Glied von 0 entfernt. Da aber, wie oben gezeigt worden, wenn 
4+0 oder «+0, fiir wenigstens einen Index k 42,+ py, +0, also 
entweder Az, + uy, +z, +0 oder » +0, ist die Einschrankung » + 0 
iiberfliissig. Nach §5, Satz III ist also eine Designante der Form 4 + 0. 
Ist 4 +0, so folgt aus §5, Satz IV, daB C auBerhalb AB liegt. 
Nach der Bemerkung zu § 5, Satz III ist, wenn 4 +0, auch eine 
Designante wie 


= T% Y 

| = % YW | +0, 

1% % Y, 
——_—__———> 


d.h. B liegt auBerhalb CA und ebenso A auBerhalb BC. 
Wir sagen zusammenfassend, daB A, B,C in Dreieckslage liegen. 
Satz. AupPerhalb jeder Geraden von R,_,(n > 2) kann ein Punkt 
bestimmt werden. 
Beweis. Wenn A(z;) und B(y,) voneinander entfernt sind, ist z. B. 


ja, w| |e &%I 


ln wl im mle 
19; Yel 1% 
<< > 
man wahle nun lahat z,+ 0; z,, beliebig(m +4, k, 1); dann ist 
ies dn 4y|") |4n | 
tp +e | ‘ 2 | =2, +0. 
‘2, y, | | Ags An A,, 2,| 


3. Definition. Sind A(z,), B(y,;), C(z,;) Punkte in Dreieckslage, 
so ist die Ebene ABC die Spezies derjenigen Punkte D(u,), deren Koor- 
dinaten in der Form u, = Az, + uy;+ 2, darstellbar sind. 

Wenn n= 3, gehért jeder Punkt zur Ebene ABC. Denn wir diir- 
fen annehmen, daB (xz yz,,,) +0; dann folgt aus den Gleichungen 





Az, + ey, +72z,—u,=0 (¢=1, 2,3) 
in 4, a,» das aquivalente System?) 
Az, +puy, +72, —u,=0 
u(XY,4) + ¥(xz,,) —(2U,,)=0 
a od —_— > 
¥ (TY 2,05) = (ZY %, 93) =0, 
—_———» —_———» 
woraus man nacheinander », « und / berechnen kann. 


*) Vigil. fiir die Bezeichnung § 3. . 
1) Vgl. fiir die Bezeichnung 2, FuBnote *). 
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Wir setzen im folgenden n > 3 voraus. 


Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap we- 
nigstens ein u, von 0 entfernt liegt, ist 4+ 0 oder u +0 oder » +0. 
Beweis. Es sei (xyz,,,) +0 und » +0; nach § 4, 4 ist 


(2 YU; y2) = (zy(42);4) +(x2y(u Yin) + (ZY (¥2)ix2) on ¥(%Y 2x1) 











(nach § 4, 2 und 5), also 
(TY Min) +0 


und nach § 4,9 ist ein u, von 0 entfernt. 

Das Umgekehrte ist fast selbstverstandlich. 

4. Definition. Ein Punkt liegt auferhalb einer Ebene, wenn er 
von jedem Punkt dieser Ebene entfernt liegt. 

Satz. Ltegen A(zx;), B(y;), C(z;) in Dreteckslage und D(u;) aufer- 
halb ABC, 80 ist eine Designante der Form (xyzu;,,,,) +0 und um- 
gekehrt. Ferner liegt A auferhalb BOD, usw. * 

Der Beweis verliuft wie der analoge in 2. Wir sagen, daB A,B,C,D 
in Tetraederlage liegen. 

Satz. Auferhalb jeder Ebene kann ein Punkt bestimmt werden. 

Beweis analog wie in 2. 

5. Wir setzen nun voraus, daB die ,allgemeine Lage“ von k Punkten 
A® (x,®) (p=1,..., ) definiert ist und daB fiir k solche Punkte folgende 
Definitionen und Sitze gelten. 

1. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap die 
Punkte A® in allgemeiner Lage liegen, ist, dab eine Designante von der 


Form (x... 2" ;,) von 0 entfernt ist*). 
———» 


2. Definition. R,_,(A”...A™) ist die Spezies der Punkte 
B(y,= 5 A, x?”’). 

8. Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
wenigstens ein y; von 0 entfernt ist, lautet, daB wenigstens ein 1, +0 ist. 

4. Definition. Ein Punkt C(z,) liegt auperhalb R,_,(A”... A”), 
wenn fiir alle Werte der 4, fiir wenigstens einen Index i, 2 +5 4p x{”. 

Die allgemeine Lage von drei Punkten ist die Dreieckslage; fiir diese 
gelten 1 bis 4. Auf Grund obiger Festsetzungen geben wir die Definitionen 
auch fiir k + 1 Punkte und beweisen, daB dann auch die Sitze gelten. 


2) Vgl. fiir die Bezeichnung 2 FuBnoie *). 
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Wenn C(z,;) der Forderung 4 geniigt, wahrend nach 1 
(1) (k) 


(ar... Mj...) OO, 


so zeigt man wie in 2, daB eine Designante wie 


* (1) (k) P 
A=(z coe S Zi, ...tete,,) 93 


auch ersieht man wie in 2, daB, wenn 4 +0, C auBerhalb R,_,(A™... A’) 

liegt. Weiter ist, wenn 4 +0, auch eine Designante wie 
(za”...2 0...) +0 (§ 3, Satz III, Bem.), 

also A” liegt auBerhalb R,_,(CA"’...A*~”) usw. Wir sagen, da8 

A”... A®, @ in allgemeiner Lage liegen, und bezeichnen C mit A**” (x**”). 


Definition. R,(A™...A**”) ist die Spezies der Punkte 
k+1 
D(u; = 5 4g x;{"). 
q=1 


Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dap 
wenigstens ein u;+ 0, ist, daB wenigstens ein A+ 0. 
Beweis. Wenn z. B. 


A= (x... 208+) ) 0, 


pees th oa’ 








so folgt aus = F 
(a... aug cg.) = Anas (2... sore.) (§ 4, 7, 2), 
—— — ——_—» > 








daB, wenn 4,,,+0, wenigstens ein u,+0. Da die Reihenfolge der 
Kolonnen in 4 beliebig ist (§ 5, Satz III, Bem.), so gilt dies auch, wenn 
ein 4, + 0. 

Das Umgekehrte ist fast selbstverstandlich. 

Definition. Ein Punkt Z(w,) liegt auferhalb des R,(A”... A**”), 
wenn fiir alle Werte der A, fiir wenigstens einen Index ¢, w; + » Axi. 

Man zeigt leicht (wie in 3 fir n=—3), daB zu einem R, _, im obigen 
Sinn jeder Punkt gehért. Ubrigens ist auch R,_,(A"... A™) ein R,_, 
im Sinn von 1, wenn man die A, als Koordinaten betrachtet. Wir fiihren 
das aber nicht weiter aus. 

6. Satz. Zu R,_,(A”...A®~”) kann ein r. Verhdltnis (, ... &,) 
bestimmt werden, so dap der R,_,- identisch ist mit der Spezies der 
Punkte B(u;), fiir welche Su;&,=0. 
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Beweis. Wenn A”® == (x;?’) und (2 aia aia, +0 (wie wir 


ar’. 


ohne Einschrankung annehmen diirfen), ist R._,(A”... P vied 
Spezies der Punkte B(u,), fiir welche die Gleichungen in den 4, 





(a) Dy xi? + Agu = 0 (§=1,...,”) 
eine Lésung haben, in der 4, +0. 
Aus (a) folgt das aquivalente System **) 


Aa... tage + 4,6, = 0, 


(1) (2) 1 2 fat 
A(z" aig) +... +dg(2” U4) = 0, 
() (os eek ee eee 8 Oe ee 
(1) (n—1) “ie (1) (n—2) 
bans (2 «+ Bi. n-1) t+ An(@ 10+ a a-1)=0, 
—_———_________ > 





An (x... yg) =O. 





Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB diese Glei- 
chungen eine Lésung haben, in der 4, +0, ist 








4=(2"...26- m4) =0, 
oder nach § 4, 3 
(1) (1) | 
iis fae 
4= 2-9) 2 |=0 
| - Un 





Letzteres ist aber nach § 5, Satz I, II mit der Forderung dquivalent, daB 
die Gleichungen 


(7) SaPt,=—0 (p=1,....n—1), Sué—0 


eine von 0 entfernte Lésung nach é,...&, besitzen. Diese ist unabhangig 
von den u,, denn wenn man aus (y), in analoger Weise wie (f) aus («), 
ein aquivalentes System ableitet, kommen die u, nur in der letzten, 
trivialen, Gleichung vor. 


7. Satz. Wenn wir die Bezeichnungen von 6 beibehalten, lautet die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap C(w,) auBerhalb 
R,_,(A™...A®~”) liegt, 80, dap S'w,é, +0. 


12) Vgl. fiir die Bezeichaung 2 FuBnote *). 
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Beweis. Friiher fanden wir fiir diese Bedingung 


4=(2™...29-)w, 2) #0. 





Nach § 5, Satz IV folgt aus 4 +0, daB in den Gleichungen 
(3) SH&=0, TSws&=0 


eines der ersten Glieder von 0 entfernt ist, hier also S’w,&,+0. Um- 
gekehrt: aus 
Sa2Pé,=0, » wv, §; + 0 


folgt, wie (8) aus («), ein aquivalentes System, das als letzte Gleichung 
enthalt 4, +0, also 4 +0. 


(Eingegangen am 18, 11. 1926.) 
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Bemerkung. Die Bezeichnung A, B, CwD, E, F bedeutet: jeder 
der Punkte A, B, C liegt von jedem der Punkte D, ZH, F entfernt. 


Einleitung. 


Die folgende Untersuchung beschrankt sich darauf, von bestimmten 
Verkniipfungsaxiomen ausgehend, die Geometrie soweit aufzubauen, da8 
darin Koordinaten eingefiihrt werden kénnen. Hauptzweck ist, diesen Auf- 
bau so zu machen, da8 allen Anforderungen der intuitionistischen Mathe- 
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matik geniigt wird. Neue Resultate werden nicht abgeleitet. Jedoch ist 
wohl kein einziger der angefiihrten Satze jemals streng bewiesen worden. 

In meiner (hollindisch geschriebenen) Dissertation _,,Intuitionistische 
Axiomatiek der Projectieve Meetkunde“*) habe ich mit Hilfe von Ordnungs- 
und Stetigkeitsaxiomen Koordinaten eingefiihrt, welche sich umkehrbar 
eindeutig auf die gewdhnlichen reellen Zahlen abbilden lieBen. Hier werden 
nur Verkniipfungsaxiome vorausgesetzt; dementsprechend kann nur gezeigt 
werden, da8 die Koordinaten gewissen, eine Zahlenspezies kennzeichnenden 
Postulaten geniigen. In einer friiheren Abhandlung*) habe ich ein System 
solcher Postulate gegeben und fiir ein Zahlensystem, das diesen geniigt, 
die Theorie der linearen Gleichungen und die Anfiange der analytischen 
Geometrie ausgearbeitet. Die Resultate dieser Arbeit werden in § 11 ff. benutzt. 

Bei der Wahl der Axiome habe ich mich von Pieri*), dem auch 
Whitehead‘) die Axiome entnimmt, fiihren lassen; das Pierische System 
muBte aber durchgreifend geandert werden, um zu erreichen, da8 alle Axiome 
in der soeben erwahnten analytischen Geometrie galten. Weiter ist aus- 
giebig Gebrauch gemacht von den Werken von F. Schur, ,,Grundlagen der 
Geometrie“ (hauptsichlich in § 9), und K. Th. Vahlen, ,Abstrakte Geo- 
metrie* (in §§ 11, 12). 

In § 1 werden zuniachst die Axiome angegeben; sodann wird be- 
wiesen, daB sie fiir die in ,,Lineare Gleichungen“ aufgebaute analytische 
Geometrie gelten; dabei ergibt sich zugleich der Grund fiir die Anderungen 
in dem System von Pieri. In § 2 bis 7 werden die Hauptsitze der pro- 
jektiven Geometrie bis einschlieBlich die beiden Satze von Desargues in 
der Ebene abgeleitet. Als Vorbereitung zu der Einfiihrung von Koordinaten 
auf der Geraden behandle ich in § 8 nach dem Vorgang von Whitehead 
(loc. cit. Chapter V, § 30 bis 40) die Projektivitaéten zweiter Stufe und in § 9 
nach dem Vorgang von Schur (loc. cit. S. 25) die zentralen Kollineationen. 
In § 10 werden Koordinaten auf der Geraden eingefiihrt nach einer Methode, 
die im wesentlichen derjenigen von Schur nachgebildet ist. In § 11 und 12 
werden die Koordinaten auf die Ebene und auf den Raum ausgedehnt und 
wird der Zusammenhang mit der analytischen Geometrie hergestellt. In 
§§ 13—15 wird noch der Zusammenhang des sogenannten Pascalschen 
Satzes mit der kommutativen Eigenschaft der Multiplikation einerseits und 
dem Fundamentalsatz andererseits streng bewiesen. 


?) Groningen, P. Noordhoff, 1925. 

*) ,Die Theorie der linearen Gleichungen in einer Zahlenspezies mit nichtkommu- 
tativer Multiplikation*; die Abhandlung befindet sich in diesem Annalenband und 
wird weiterhin zitiert als ,Lineare Gleichungen“ oder ,Lin. Gl.“. 

*) Memorie di Torino, 1898. 
*) ,The Axioms of Projective Geometrie“, Cambridge Un. Press, 1913. 
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Die Forderungen der intuitionistischen Mathematik bringen betracht- 
liche Anderungen in der Reihenfolge der Satze und in den einzelnen 
Beweisen mit sich. Die Zahl der Siatze ist sehr gewachsen, da mancher 
fiir die alte Theorie bedeutungslose, fiir uns aber grundlegende Satz ein- 
geschaltet werden muBte. Auch muBten, weil ich beim Leser keine Ver- 
trautheit mit der befolgten Denkweise voraussetzen durfte, die Beweise 
ziemlich ausfiihrlich gegeben werden. Indessen habe ich mich bemiiht, 
die Darstellung méglichst kurz und einfach zu gestalten. 

Zum Schlu8 sei es mir gestattet, Herrn Prof. Brouwer fiir seine An- 
regungen und allgemeinen Ratschlage zu dieser Arbeit herzlichst zu danken. 


§ 1. 


Die Axiome. 


Wir zahlen zunachst die Axiome einfach auf und geben alle Be- 
merkungen und Erlauterungen nachher. 

Axiom I. Der Raum ist eine mathematische Spezies. 

Definition. Die Elemente des Raumes heiSen Punkte. 

Axiom II. (Aztom der Separation.) 

Ila. AoB (A falit mit B zusammen) und AwB (A ist entfernt 
von B) sind umkehrbare Beziehungen zwischen den Punkten A und B. 

IIb. Fiir jeden Punkt A ist AoA. 

IIc. Die Beziechungen AoB und AwB schlieBen sich gegenseitig aus. 

IId. Wenn AwB ungereimt ist, gilt Ao B. 

Ile. Wenn zwischen den Punkten A und B die Beziehung Aw B 
besteht, so gilt fiir jeden Punkt C entweder AwC oder Bw. 

Saitze. «) Aus AoB, BoC folgt AoC. 

B) Aus AwB, BoC folgt AwC. 

Wir wiederholen hier den Beweis (vgl. ,,Lineare Gleichungen“, § 1, 
Sitze a, f). 

«) Wenn AoB, BoC, so wiirde nach Ile aus AwC folgen Aw B 
oder BwC; beide Beziehungen sind ungereimt; nach IId ist also AoC. 

8) Wenn Aw B, ist nach Ile entweder AwC oder Bw C; da letzteres 
ungereimt ist, gilt AwC. 

Axiom III. Es kénnen zwei voneinander entfernt liegende Punkte be- 
stimmt werden. 

Axiom IV. (Aziom der Geraden.) Die Geraden sind Punktspezies 
mit den folgenden Eigenschaften: 

IVa. Wenn der Punkt P zur Geraden / gehért, so gehért jeder mit 
P zusammenfallende Punkt ebenfalls zu J. 
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IVb. Zwei voneinander entfernt liegende Punkte bestimmen eine Gerade, 
die sie beide enthalt (d. h. man kann eine Gerade / bestimmen, die sie 
beide enthalt, und jede Gerade, die sie beide enthalt, ist mit J identisch), 
ihre Verbindungsgerade. 

IVc. Jede Gerade enthalt zum mindesten drei voneinander entfernt 
liegende Punkte. 


Definition. Der Punkt P ist von der Punktspezies « entfernt (auch: 
liegt auBerhalb der Punktspezies a), wenn er von jedem Punkt dieser 
Spezies entfernt ist; wir schreiben dann Pwc. 

Die Punktspezies « fdllt mit der Punktspezies 8 zusammen oder 
ao, wenn jeder Punkt von « mit einem Punkt von f und jeder Punkt 
von # mit einem Punkt von « zusammenfiallt. 

Die Punktspezies « ist von der Punktspezies f ent/ernt, wenn « einen 
Punkt enthalt, der von # entfernt ist; wir schreiben dann «wf. Diese 
Relation ist nicht umkehrbar. 

Axiom V. AuBerhalb jeder Geraden kann ein Punkt bestimmt werden. 


Axiom VI. Liegt von drei voneinander entfernten Punkten A, B,C 
der Punkt A auBerhalb der Geraden BC, so liegt B auBerhalb AC. 

Definition. Drei Punkte liegen in Dreteckslage, wenn sie vonein- 
ander entfernt liegen und einer auBerhalb der die beiden anderen ent- 
haltenden Geraden liegt. 

Nach VI liegt dann jeder auBerhalb der Verbindungsgeraden der anderen. 

Definition. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage, so ist die Ebene 
ABC die Spezies der Punkte P mit der Eigenschaft, daB ein Punkt Q 
von AB und ein von Q entfernt liegender Punkt R von AC bestimmt 
werden kénnen, derart, daB P, Q und R kollinear sind. 

Axiom VII. Sind A, B,C Punkte in Dreieckslage und hat die Ge- 
rade 1 mit AB und AC zwei voneinander entfernt liegende Punkte gemein, 
deren erster von B entfernt ist, so hat 7 mit BC einen Punkt gemein. 

Axiom VIII. AuBerhalb jeder Ebene kann ein Punkt bestimmt 
werden. 

Axiom IX. Liegt von vier voneinander entfernt liegenden Punkten A, 
B,C, D der Punkt A auBerhalb BC und D auBerhalb ABC, so liegt 
A auBerhalb DBC. 


Bemerkung. Damit DBC bestimmt sei, ist notwendig, daB D 
auBerhalb BC liegt. Dies folgt daraus, daB jeder Punkt von BC zu 
ABC gehért, was unmittelbar aus der Definition der Ebene folgt. 

Definition. Vier Punkte A, B,C, D liegen in Tetraederlage, wenn sie 
voneinander entfernt liegen, A auBerhalb BC und D auBerhalb ABC. 
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Axiom X. Es gibt vier Punkte A, B, C, D in Tetraederlage, derart 
da8 man durch jeden Punkt eine Gerade legen kann, die mit ABC und 
BCD «zwei voneinander entfernt liegende Punkte gemeinsam hat. 

Bemerkungen. In der Abhandlung iiber ,Lineare Gleichungen“ 
ist fiir die meisten Axiome der Beweis, daB sie in der dort aufgebauten 
analytischen Geometrie gelten, erbracht. 

Fiir Axiom II findet man dort den Beweis in § 2,3, da in § 6,1 ein 
Punkt einfach als Zahlenverhiltnis definiert wird. Axiom IV (besonders 
IVc) ergibt sich leicht aus § 6, 1; Axiom V, VI sind in § 6, 2 bewiesen. 
Die Definition der Ebene fordert eine Erliuterung. Die einfachere Defi- 
nition: ,Sind A, B, C Punkte in Dreickslage, so ist die Ebene ABC die 
Spezies der Punkte, welche auf den Verbindungsgeraden von A mit den 
Punkten von BC liegen,“ trifft in der analytischen Geometrie nicht zu. 
Es seien namlich z,, y;,z; (¢ =1,...,4) die Koordinaten von A, B, C; 
dann sind die Koordinaten von einem Punkt D der Ebene ABC: 


p= 42, + wy; + %2,;.- 


Ein Punkt der Verbindungsgeraden von A mit E(ay,-+ 8z,;) auf BC hat 
die Koordinaten 


q, = §2;,+ (ey, + Bz). 
Damit D ein solcher Punkt ist, miissen also «, 8, &, 4 (a oder B und é 
oder 7 +0) sich so bestimmen lassen, daB 
Aw, + my, +%2,= Fa, + (ay, + Bz,), 
oder 
(1) (§—A)a,+ (na —pm)y,+(nB —»)z,=0. 

Da wir nach ,,Lin. Gl.“ §6,2 ohne Beschrinkung annehmen diirfen, 
daB die r. Designante von drei dieser Gleichungen in den Verinderlichen 
(€—A), (ya—4), (nB —¥») von 0 entfernt ist, ist nach ,,Lin. Gl.“ § 5, 
Satz IV fiir jedes 1. Verhiltnis dieser Verinderlichen eines der ersten 
Glieder aus (1) von 0 entfernt; wenn also den Veranderlichen Werte bei- 


gelegt werden, die (1) geniigen, kann keiner dieser Werte von 0 entfernt 
sein. Es folgt, daB mit (1) aquivalent ist: 


(2) &é—i=0, na—nw=O0, 7B—v=0. 
Es gibt Punkte der Ebene, fiir welche weder «+0 noch » +0 bekannt 
ist; fiir diese Punkte ist es nicht méglich, aus (2) @ und # so zu be- 
stimmen, da8 eine dieser Zahlen von 0 entfernt ist. 

Der wesentliche Inhalt dieser Schwierigkeit ist, daB ein Punkt der 
Ebene, der nicht von A entfernt ist, mit A keine Verbindungsgerade be- 
stimmt und also nicht unter die Definition fallt. 
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Es ist zu zeigen, daB die oben (auf Axiom VI folgend) gegebene De- 
finition in der analytischen Geometrie gilt. Es sei wieder P(p; = Az, + py, 
+ »z,) ein Punkt von ABC. Ein Punkt Q von AB hat die Koordinaten 
(gq; = «2,+By,); ein Punkt R von AC die Koordinaten r;= yz,+ 6z,. 
Aus Q@ R folgt QwA oder RwA, also +0 oder 5+0. Auch das 
Umgekehrte gilt, denn, wenn z. B. 8 +0 und 


i% Y 4%; 
4=|2, Y, %| +0 
iy % | 
(,,Lin. GL“, §6, 2), so ist bs 
a 4 % |z; az, +By, 2, 
\t, Me 2%) =| 2 ax,+By, 2,|=4+0 


| 
ah % | 2, ax, +By, 2, | 


——— a — 





—_—> 


(Lin. Gl.“ § 4, 7 [analoger Satz fiir Kolonnen] und 1), also Q liegt 
auBerhalb AC und QwR. Damit nun P auf einer Geraden wie QR 
liegt, miissen a, 8, y, 6, &, sich so bestimmen lassen, daB « oder 8 +0, 
y oder 6 +0, 8 oderd +0,  odery +0 und 


(3) Aa; + wy; +v2,— §(ax,+ By,)+ n(yz;,+ 462,). 
Wie oben ersieht man, da8 (3) aquivalent ist mit 
(4) fat+ny=4, EP=p, d=». 


Wir wahlen 6 +0, 7 +0, weiter beliebig; dann ist 
vr : ie i 
y= (4— Ga); é Ba Gm? 
« kann noch beliebig gewahlt werden. Nun ist entweder 4+ 0 (dann 
wihlen wir «= 0, so daB y +0), oder « +0 (also +0; dann wahlen 
wit a+ #7 so daB y +0), oder » +0, also 6+ 0. Man kann also 
immer allen Forderungen geniigen. 

Durch die neue Definition der Ebene war Axiom VII mitbedingt. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB es in der analytischen Geometrie gilt. Es 
sei wieder A(z;), B(y;), C(z,;); die Gerade 7 habe mit AB den Punkt P 
(p,=a2z,+By,;; «+0) und mit AC den Punkt Q (¢,=y2,;+ 42,; 
y oder 6 +0) gemein; wie oben zeigt sich, daB Pw Q dquivalent ist mit 
B oder 5+ 0. Es ist zu zeigen, daB 4, u,&, 9 sich so bestimmen lassen, 
daB 2 oder wu +0; § cdery +0; 4p, + 4q,= Fy, +92, = %,. 


(5) (Aa+ py) a, + (AB —E)y;, + (4d — 9)2,=0. 








4 
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(5) ist aquivalent mit 
(6) da+py=0, Ap—é&=0, pd—n=0. 
(6) wird gentigt durch +0, weiter beliebig; 4 — py+; £=—py +f; 
n=pd. Da » +0, sind (u,;) die Koordinaten eines Punktes, also & oder 
» + 0 (,,Lin. Gl.“ § 6,1). 
Den Beweis fiir Axiom VIII und IX findet man in ,,Lin. Gl.“ §6, 4. 
Die Form von Axiom X ist durch Analogie mit Axiom VII bestimmt. 
In der analytischen Geometrie gilt es bei beliebiger Wahl der Punkte 


A(z,), B(y;), C(z,), D(u,;) in Tetraederlage. Fiir den Punkt P(p,) 
haben die Gleichungen 


(7) Aut... +4,u, top, =0 
nach ,,Lin. Gl.“ §5, Satz II eine Lésung, in welcher 90 +0 (man erhilt 


namlich fiinf Gleichungen in fiinf Veranderlichen mit verschwindender De- 
signante, indem man die letzte Gleichung (7) doppelt zahit). 


1 
?; = eet o++ $A, &). 


Da (p,) ein Punkt ist, ist nach ,Lin. Gl.“ §6, 1 eime der Zahlen 4, +0, 
also entweder eine der Zahlen ,, 4,, A, oder eine der Zahlen A,, 4,, 4, + 0. 
Ist z. B. das erste der Fall, so ist 


1 5 . as 
?;= (Arti Ag + Mg) + > Ay my. 


P liegt also auf der Geraden, die mit ABC den Punkt Q (4, 2;+ A, y;+ 4,2,) 
und mit BCD den Punkt D(u;) gemein hat. DwABC, also DaQ. 


§ 2. 
Eigensechaften der Ebene. 


1 bis 6. Vorberettende Sadize. 


1. Satz. Wenn zwei Punkte P und Q gegeben sind®), kann man 
auf der Geraden | einen Punkt bestimmen, der von P und Q entfernt liegt. 

Beweis. Nach [Vc bestimme man auf / drei voneinander entfernte 
Punkte. Nach Ile ist P von wenigstens zwei daraus entfernt; ebenso Q, 
also wenigstens einer der drei Punkte ist von P und Q entfernt. 


2. Satz. Wenn durch einen Punkt S zwei Gerade SA und SB 
gehen, wdahrend A auferhalb SB liegt, so liegt jeder Punkt von einer 
dieser Geraden, der von S entfernt ist, auferhalb der anderen. (Axiom VI.) 


5) Wenn nicht ausdriicklich gesagt, wird nicht angenommen, da8 die in einem 
Satz als gegeben angenommenen Elemente voneinander entfernt liegen. 
Mathematische Annalen. 98. 33 
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Korollar. Die Relation @ zwischen Geraden durch einen Punkt 
ist umkehrbar. 

3. Satz. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage, so kann man in 
ABC einen auferhalb AB und AC liegenden Punkt bestimmen. 

Beweis. Nach 2 geniigt ein Punkt von BC, der von B und C ent- 
fernt ist; ein solcher besteht nach 1. 


4. Satz. Wenn P zu ABC gehért, gehdrt jeder mit P zusammen- 
fallende Punkt zu ABC. 

Folgt aus der Definition der Ebene. 

5. Lemma. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage, so liegt jeder 
Punkt von ABC, der von A entfernt ist, entweder auBerhalb AB oder 
auBerhalb AC. 

Beweis. Durch einen beliebigen Punkt P von ABC geht eine Ge- 
rade 1, die mit AB den Punkt X und mit AC den Punkt Y gemeinsam 
hat, wahrend XwY. Also XwA oder YwA; wir nehmen an YoA. 
Aus Pw A folgt Pw X oder Aw X und aus Xw Y folgt Pw X oder Pw Y. 
Wenn Paw X, liegt P auBerhalb AB (2); wenn aber zugleich Aw X und 
Pw Y, so liegt P auBerhalb AC (2). Der Fall Xm A wird ebenso erledigt*). 

6. Lemma. Axiom VII kann wie folgt erweitert werden: Liegen 
die Punkte A, B, C so, daB A und B zur Geraden a gehéren und C 
auBerhalb a@ liegt, so hat jede Gerade /, die mit a und AC zwei von- 
einander entfernte Punkte gemeinsam hat, deren erster von B entfernt 
liegt, auch mit BC einen Punkt gemeinsam. (Es wird also nicht ge- 
fordert Aw B.) 

C Beweis. Es sei X der ge- 
meinschaftliche Punkt von / und a. 
Man wahle auf a den Punkt P, 
von A und X entfernt (1). Ent- 
weder Bw A oder BwP. Im 
ersten Fall erhalten wir Axiom 





i—4 VII; im zweiten ist PA= PB=a 
os AB xy 8sodaB C, P, A und auch C, P, B 
Fig. 1. in Dreieckslage liegen: Durch An- 


wendung von VII auf CAP fin- 
det man einen gemeinschaftlichen Punkt Z von! mit CP; XwZ (2) 
und Xm B; also gibt VII, auf CBP angewandt, einen gemeinschaftlichen 
Punkt von 7 und BC. 





*) Wenn mehrere Fiile zu erledigen sind, die durch einfachen Buchstabenwechsel 
aus einander hervorgehen, so betrachten wir immer nur einen, ohne dieses Verfahren 
jedesmal von neuem zu rechtfertigen. 
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7 bis 10. Die Bestimmung der Ebene durch drei Punkte in Drei- 
eckslage. 

7. Satz. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage und ist A’ ein 
Punkt von AB, der von B entfernt ist, so ist A’BC identisch mit ABC. 


Beweis. Wir nehmen vorlaufig an A’wA. Es ist zu zeigen, daB 
jeder Punkt von ABC zu A’BC gehért und umgekehrt. Durch einen 
beliebigen Punkt P von ABC geht eine Gerade /, die mit AB den 
Punkt X und mit AC den Punkt Y gemeinsam hat, wahrend Xw Y. 
Man hat immer einen der folgenden drei Fille: 


a) Xw/’; b) XwA und PoY; c) XwA und PoX. 


Fall a. Nach 2 liegen A, A’, C in Dreieckslage; wegen VII, an- 
gewandt auf AA’C, hat / einen Punkt Z mit A’C gemeinsam; nach 2 
liegt X auBerhalb A’C, also XwZ; da P, X, Z kollinear sind, liegt P 
in A’BC. 

Fall b (Fig. 2a). Jetzt liegt nach 2 X und also auch P auBerhalb 
AC. CP hat mit CA und XY die Punkte C bzw. P gemeinsam und 
CwA; nach 6 hat dann CP mit XA einen Punkt U gemeinsam. Da 
CwU, wird P durch CU als Punkt von A’BC charakterisiert. 


Sx 











AY Cc AY ai e 
Fig. 2a. Fig. 2 b. 


Fall o (Fig. 2b). Wir wahlen auf AC einen Punkt Y’, von A und 
Y entfernt; nach 2 liegt Y’ auBerhalb XY und X auBerhalb Y’ P. 
Y’P hat mit AC und XY die Punkte Y’ baw. P gemeinsam; Y’wP 
und Y’wA, also nach 6 hat Y’P mit AX den Punkt X’ gemeinsam. 
Da X’w X, verkehrt entweder XY oder X’Y’ im Fall a, wofiir der 
Satz schon bewiesen ist. 

Ist nicht bekannt, ob A’ von A entfernt liegt, so wahlen wir auf AB 
den Punkt D, von A und B entfernt. A’wA oder A’mD; im letzten 
Fall ist ABC= DBC= A'BC. 

33* 
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8. Satz. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage, so ist ABC iden- 
tisch mit BAC. 


Beweis. Es sei A’ ein Punkt von AB, von A und B entfernt; dann 
ist ABC = A’BC(7) = A’AC (nach Def.) = BAC (7). 

9. Satz. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage und liegt D in 
ABC auferhalb AB, so ist ABC=ABD. 

Beweis. Es gibt eine Gerade XY durch D, so daB X auf AB und 
Y auf AC liegt und XwY. Y liegt also auBerhalb AB (2). Nach 7 


kann man B in einen beliebigen, von A entfernten Punkt von AB ver- 
setzen: wir diirfen also annehmen XwB. Dann ist 


ABC=ABY(2)=XBY (7)= YXB(8)=DXB (7) = XDB(8) 
=ADB(%7)=ABD(8). 


10. Satz. Sind A, B, C Punkte in Dreieckslage, und D, E, F Punkte 
in Dreieckslage in ABC, so ist ABC=DEF. 

Beweis. Nach 5 liegt D auBerhalb wenigsten zwei der Geraden 
AB, AC, BC, z. B. auBerhalb AB; dann ist ABC=ABD (9). 
E liegt auBerhalb AD oder BD (5), z. B. auBerhalb AD; dann ist 
ABD=ADE. F liegt auBerhalb DE, aloo DEA=DEF. 


Korollar. Drei Punkte in Dreieckslage bestimmen eine Ebene, die 
sie enthalt ’). 


11 bis 13. Gerade in einer Ebene. 


11. Satz. Hine Gerade, die zwei voneinander entjernte Punkte D und E 
einer Ebene enthdlt, ist ganz in dieser Ebene enthalten. 


Beweis. Die Ebene sei durch die in Dreieckslage liegenden Punkte 
A, B,C bestimmt. Wir diirfen annehmen DwA und D auBerhalb AB (5); 
dann liegt Z auBerhalb DA oder DB(5); z. B. DA, also liegen A, D, E 
in Dreieckslage und ABC=ADE (10). Die Gerade DE gehért zu 
ADE nach Definition. 


12. Satz. Zwei Gerade einer Ebene, deren eine einen auferhalb 
der anderen liegenden Punkt enthdlt, bestimmen einen gemeinschaftlichen 
Punkt (d. h. sie haben einen Punkt S gemeinsam, und jeder ihnen ge- 
meinsame Punkt fallt mit S zusammen’)), thren Schnittpunkt. 

Beweis. Es seien / und m zwei in der Ebene « liegende Gerade; 
auf m sei der Punkt A auBerhalb / gegeben. Wir wahlen auf m den 
Punkt D so, daB AwD, und auf / die Punkte B und C so, daB BwC; 
dann ist «= ABC, also liegt D in ABC und nach 5 entweder auBer- 


*) Vgl. die Bemerkung in Klammern zu Axiom IVb, S, 494. 
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halb AB oder auBerhalb AC; wir nehmen das erste an. Nach Definition 
der Ebene geht durch D eine Gerade, die mit BA und BC die Punkte 
E bzw. F gemeinsam hat, so daB 
EwF; Fiiegt also auBerhalb AB (2). —© ff 
Nun hat / mit AB und DE die J 
Punkte B bzw. F gemeinsam; Bw F 
und BwA, so daB / nach 6 einen 
Punkt S mit DA gemeinsam hat. 
Ein gemeinschaftlicher Punkt 7 
von | und m kann nicht von S ent- 
fernt sein, da dann/ mit m identisch A 
wire (IVb), und fallt also mit S Fig. 3. 
zusammen (IId). 





13. Lemma. Wenn die Gerade / in der Ebene a gegeben ist, so 
kann man in @ einen auBerhalb / liegenden Punkt bestimmen. 

Beweis. Es seien A, B, C Punkte in Dreieckslage in «, D ein 
Punkt von J, der von A entfernt ist. Wegen 6 liegt D auBerhalb AB 
oder AC, z.B. AB. Nun ist der Schnittpunkt von / mit AB (12) ent- 
weder von A oder von B entfernt; je nachdem liegt A oder B auBerhalb / (2). 


§ 3. 
Eigensehaften des Raumes. 

Wir lassen vorliufig Axiom X, das die Dimensionenzahl des Raumes 
auf drei beschrankt, auBer Betracht. 

Im ganzen Paragraphen bedeuten A, B, C, D vier gegebene Punkte 
in Tetraederlage. 

Aus § 2, 8 und Axiom 1X folgt direkt der 

Satz. Vier Punkte, die in einer gegebenen Reihenfolge in Tetraeder- 
lage liegen, liegen auch in jeder anderen Rethenfolge in Tetraederlage. 

1. Definition. R,(ABCD) ist die Spezies der Punkte, die auf 
einer Geraden liegen, welche mit ABC und BCD «ei voneinander ent- 
fernte Punkte gemein hat. 

2 bis 6. Vorbereitende Sadtze. 

2. Lemma. Durch jeden Punkt von R,(ABCD) geht eine Gerade, 
die mit ABC und BCD ewei voneinander entfernte Punkte X’ und Y’ 
gemein hat, von denen Y’ auBerhalb BC und auBerhalb einer in BCD 
gezogenen Geraden BC’, die von BC entfernt ist, liegt. 

Beweis. Es seien X und Y die Punkte, welche die Gerade, die 
P als Punkt von R,(A BCD) kennzeichnet, mit ABC und BCD gemein 
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hat. Wir nehmen Y’ in BCD auBerhalb BC und BC’ so, daB YwY. 
(Nach § 2, 3 gibt es Z auBerhalb BC und BC’; auf BZ liegt H, das 
von B und Z entfernt ist; je nachdem YwZ oder YwH, wahle man Z 
oder H fiir Y’.) YY’ trifft BC in S (§ v, 12). Wir unterscheiden die 
Fille a: XmS; b: YoS. 

Fall a (Fig. 4a). Y’ liegt auBerhalb ABC (IX), also auferhalb 
XS. Demnach liegen X, Y’, S in Dreieckslage, also nach § 2, 2 auch 
X, Y’, Y, also Y’wP. Da PY’ und XS in XSY’ liegen, bestimmen 
sie den Schnittpunkt X’; X’Y’ geniigt der Forderung. 





Fig. 4a. 


Fall b (Fig. 4b). Jetzt liegt Y auBerhalb BC; wir wihlen einen 
von B und X entfernten Punkt S’ auf BC (§ 2,1) und auf S’Y den 
Punkt Y”, entfernt von Y und 8’. S’Y trifit BC’ in M; Mw Y oder 
MwY”", also entweder Y oder Y” liegt auBerhalb BC’. Im ersten Fall 
geniigt X Y der Forderung, im zweiten zeigt man, wie im Fall a, daB 
PY” existiert und ihr geniigt. 

3. Satz. Jeder Punkt E von AB, der von B entfernt ist, liegt 
auperhalb BCD. 

Denn D liegt auBerhalb ABC und ABC= EBC; also liegen D, 
E, B, C in Tetraederlage. 

Derselbe Satz besagt in anderer Form: 

Enthalt die Gerade / den Punkt P, der zur Ebene « gehért, und den 
Punkt Q auBerhalb «, so liegt jeder Punkt von J, der von P entfernt ist, 
auBerhalb «. 


Denn wenn man die Punkte R und S in « so bestimmt, daB Rw P 
und § auBerhalb PR liegt (§ 2, 13), so liegen Q, P, R, S in Tetraederlage. 


Es folgt auch der 
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Satz. Jeder Punkt E von ABC auferhalb BC liegt auBerhalb BCD. 

Beweis. EC trifit AB in dem Punkt F auBerhalb BC (§ 2, 2); 
nach dem vorigen Satz liegt F, also auch HZ, auBerhalb BCD. 

4. Satz. Jeder Punkt von R,(ABCD) liegt auferhalb wenigstens 
einer der Ebenen ABC, BCD, CDA, DAB. 

Beweis. Nach 2 bestimmen wir durch den Punkt 2 von R,(ABCD) 
eine Gerade, die mit ABC und BCD die voneinander entfernten 
Punkte X und Y gemein hat, von denen Y auBerhalb BC liegt. Ew X 
oder Ew Y; im ersten Fall liegt H auBerhalb ABC (3). Im zweiten 
Fall bemerken wir, da8 XmB oder XwC; wir nehmen das erste an; 
dann ist nach § 2, 5 einer der Fille erfillt: 


a) Xw BC; b) XwBA. 
Im Fall a) folgt aus Hw Y nach 3 unmittelbar Zw BCD. 
Im Fall b) liegt X auBerhalb 4 


ABD (3). XA trift BC in 8; 
SwmB (§2, 2), also S liegt auBer- 
halb BD. SY trifit B Din F (auBer- 
halb BC) und AF begegnet XY 
in Z Aus ZwX folgt EwX oder 
EwZ. X liegt auBerhalb ABD und 
Z auBerhalb ABC (3), also ergibt 
EwX nach 3 EwABC und EoZ ‘ 
ebenso Ew ABD. Fig. 5. 


5. Satz. Jeder Punkt von R, (ABCD), der von B entfernt ist, 
liegt auBerhalb wenigstens einer der Ebenen BAC, BAD, BCD. 

Beweis. Wenn wir X und Y bestimmen wie im vorigen Beweis, 
ist Hw X oder Bw X; fiir beide Fille ist der geforderte Beweis soeben 
gegeben worden. 

6. Satz. Jeder Punkt von 
R, (ABCD), der auferhalb BC liegt, 
liegt auBerhalb ABC oder BCD. 

Beweis. Unter Beibehaltung 
der in 4 und 5 eingefiihrten Bezeich- 
nungen ist Ew X oder Ew Y. 

EwX ergibt nach 3 EwABC, 

Falls EwY wiahlen wir X’ in 
ABC auBerhalb BC, so daB X'aX 
(z. B. indem wir aus zwei voneinan- 
der und von B entfernten Punkten 
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auf AB den von X entfernten wiahlen). HwX (ist schon erledigt) 
oder Ew X’. Im letzten Fall trefflen X X’ und BC sich in 8’ und X’E 
trifit YS’ in Y’. Aus Ew BC folgt EwS’, also EwY’ oder S’wY’. Im 
ersten Fall liegt Z auBerhalb BCD (3); im zweiten liegt Y’ auBerhalb 
BC, so daB sich aus Ew X’ ergibt Ew ABC. 

7. bis 10. Die Bestimmung eines R, durch vier Punkte in Te- 
traederlage. 

7. Satz. Wenn C’ in BCD auferhalb BD liegt, ist 

R,(ABCD) = R,(ABC D). 


Beweis. Wir nehmen erst an 
C’w BC. Durch einen beliebigen 
Punkt P von R,( ABCD) ziehen wir 
die Gerade X’ Y’, deren Existenz in 2 
bewiesen wurde. Weiter bestimmen 
wir den Punkt A’ auf BA, so da 
A’wB und A’wm X’ (§ 2,1). A’X’ 
trifit BC inS. Y'S trifft BC’ in T. 
PY’ liegt in A’ Y’T und Y’ auBer- 
halb A’T (denn Y’w ABC’; 3), also 
PY’ schneidet A’ 7 und kennzeichnet 
P als Punkt von R,(ABC’ D). 

Ebenso zeigt man, da® jeder Punkt von R,(ABOC'D) zw 
R, (ABCD) gehért. 

Ist nicht bekannt, daB C’w BC, so wahle man C” in BCD auBer- 
halb BC, BC’ und BD (es sei ©” ein von C und D entfernter 
Punkt auf CD und E der Schnittpunkt von BC’ und CD; entweder 
Ew, also C’w BC, oder Ew", also C” geniigt obiger Forderung). 
R, (ABCD) =R,(ABC" D)= R,(ABC'D). 

8. Satz. R,(ABCD)=R,(ABDC). 

Beweis. Wenn C’ ein Punkt in BOD auBerhalb BC und BD 
ist (§ 2, 3), so ist R,(ABCD) = R(ABC'D) (7) = R,(ABC'C) 
(nach Def.) = R,(A BDC) (7). 

Man folgert leicht, daB R,(ABCD)=R,(PQRS), wo PQRS 
eine beliebige Permutation von A BC D bedeutet. 

9. Satz. Wenn E ein Punkt von R,(ABCD) auferhalb BCD 
ist, so ist R,(ABOD)=R,(EBCD). 

Beweis. Nach 2 bestimmen wir durch Z die Gerade XY mit X 
in ABC und Y in BCD, so daB XwY und YwBC; nach 3 liegt X 
auBerhalb BCD. R,(ABCD)=R,(X-BCY) (nach Def.) = R,(HBCY) 
(8,7) = R,(2 BCD) (nach Def.). 











i -> -_- kk... U6 Fx.hUlC(ti hSllhlC 








Intuitionistische Axiomatik der projektiven Geometrie. 505 


10. Satz. Wenn E, F, G, H Punkte in Tetraederlage von R,( A BC D) 
sind, ist R,(ABCD)=R,(EFGH). 


Beweis. Nach 4 diirfen wir annehmen Ew BCD, also 
R,(ABCD)=R,(EBCD) (9). 
Da Fo£, liegt F nach 5 auBerhalb einer der Ebenen EBC, 
EBD, ECD, 2. B. ECD, so daB 
R,(EBCD)=R,(BECD)=R&,(FECD). 
Da Gow EF, liegt G nach 6 auBerhalb 2 FC oder EFD, z.B. E FD, also 
R,(FECD)=R,(CEFD)=R,(GEFD). 
HoGEF, also 


R,(GEFD) =R,(DEFG@) = R,(HEFG) = R,(EFGH). 


Korollar. Vier Punkte in Tetraederlage bestimmen einen R,, der 
sie alle enthalt'). 


11, bis 14. Schneidung von Geraden und Ebenen in einem R,. 

11, Satz. Hine Ebene, die drei Punkte in Dreieckslage mit 
R,(ABCD) gemein hat, gehért ganz zu diesem R,. 

Beweis. Es seien HZ, F, G die betr. Punkte und £ liege z. B. auBer- 
halb ABO (4). Da Fow£, liegt F auBerhalb einer der Ebenen ZAB, 


EAC, EBC (5), 2.B. EAB. GowEF, also G liegt auBerhalb EF A 
oder EFB (6), z.B. EFA. Also ist 


R,(ABCD)=R,(AEFG) (10). 


DaB EFG wu R,(AEFG) gehért, geht unmittelbar aus den De- 
finitionen hervor, denn eine Gerade, die mit HF und HG zwei von- 


einander entfernte Punkte gemein hat, hat diese auch mit AHF und 
EFG gemein. 


12. Satz. Hine Ebene und eine Gerade, die einen auferhalb der 
Ebene liegenden Punkt enthalt, bestimmen, wenn sie in einem R, liegen, 
einen gemeinsamen Punkt*). 

Beweis. Auf der Geraden/ sei der Punkt F auBerhalb der Ebene « 
gegeben. Wir wiahlen G, H und K in Dreieckslage in a und denken 
nach 10 den R, bestimmt durch F,G, H, K. Weiter nehmen wir auf / 
den Punkt Z an, so daB Ew F, und beweisen zunichst, daB es durch 
E eine Gerade m gibt, die mit FGH und GHK bew. die Punkte U 
und V gemein hat, von denen Um F und V auBerhalb GH liegt. Nach 
2 gibt es eine Gerade n durch ZH, die mit FGH und G HK bew. die 


®) Vgl. die Bemerkung in Klammern zu Axiom IVb, S. 494 und zu § 2, 12. 
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Punkte X und Y gemein hat, waihrend Y auBerhalb GH liegt. XwF 

oder XwE. Wenn XwF, geniigt n den Forderungen fiir m. Wenn 

l Xw E, so liegt zunaichst ZF auBer- 

E halb FGH. Wir wahlen nun 

den Punkt U in FGH, der von 

E F und X entfernt ist und auBer- 

halb G H liegt (wenn L ein Punkt 

von FG ist, der von F und G 

entfernt ist, und M ein Punkt 

von FH, der von F und H ent- 

fernt ist, so ist Lw X oder Mw X ). 

XU trifit GH in 8; UE trifft 

SY in V (§ 2,12). Nach 3 liegt 

Fig. 8. V auBerhalb FG H; UV geniigt 

den gestellten Forderungen fiir m. 

m trifftt nun GH in P und 7 trifft PV in Q, d.h. 1 trifft @ in Q. 

Ein gemeinsamer Punkt von / und « ist nicht von Q entfernt, da / 
dann in « lage (§ 2, 11) und fallt also mit Q zusammen (IId). 

Nach 3 liegt jeder Punkt von /, der von Q entfernt ist, auBerhalb «. 


13. Satz. Zwei Ebenen eines R,, deren eine von der andern ent- 
fernt ist, bestimmen eine Gerade, thre Schnittgerade, die zu betden ge- 
hort. Jeder Punkt von einer der Ebenen, der auferhalb der Schnittgeraden 
liegt, liegt auBerhalb der andern Ebene. 

Beweis. Die Ebene « enthalte den Punkt P auBerhalb der Ebene /. 
Wir wiahlen in « noch die Punkte A, B, C in Dreieckslage und sorgen, 
da8 Aw P. PA trifit BC in Q (§2, 12); QwB oder QwC, z. B. 
Qo B. Dann liegt B auBerhalb PA. PA und PB treffen f in R bzw. 
S. PqwR und PwS und nach §2,2 also RwS. Nach § 2, 11 liegt 
RS in @ und £. 

Ist M ein Punkt von £ auBerhalb RS, so liegen P, R, S, M in 
Tetraederlage, also M auBerhalb c. 

Ein Punkt X von f, der zugleich in « liegt, kann also nicht auBer- 
halb RS liegen; es sei nun Y ein von X und FR entfernter Punkt auf 
PR; XY trift RS in Z. XwZ gabe nun Xw RS, was ungereimt ist, 
also XoZ. X liegt also auf RS. 


Korollar. Die Relation m zwischen Ebenen eines R, ist umkehrbar. 











14. Satz. Liegen in einem R, drei voneinander entfernte Ebenen 
derart, dafi unter thren Schnittgeraden zwei voneinander entfernt sind, so 
tst jede Schnitigerade von der gegeniiberliegenden Ebene entfernt, und die 
Ebenen bestimmen einen gemeinschaftlichen Punkt. 
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Beweis. Gegeben sind die Ebenen «, 6, y und ihre Schnittgeraden: 
lt von 6 und y; m von « und y; m von « und f. lwm. Der Schnitt- 
punkt S von 7 und m gehért zu @ und f, also zu mn. Jeder Punkt von 
1, der von S entfernt ist, liegt auBerhalb m, also auBerhalb « (13), also 
auBerhalb n. Das ergibt lwa und lwmn; ebenso mwf; mwn. Jeder 
Punkt von n, der von S entfernt ist, liegt auBerhalb 1, also auBerhalb y 
(13), so daB nwy. 

Jeder gemeinschaftliche Punkt von a, 8, y gehért zu nm und y und 
fallt also mit S zusammen (12). 

15. Wenn Axiom X gilt (wie wir ferner wieder annehmen), gelten 
die Satze aus 2, 4, 5, 6, 12, 13, 14 fiir beliebige Punkte, Gerade und 
Ebenen. Nr. 10 geht in folgendes iiber: 


Satz. Sind E, F,G,H Punkte in Tetraederlage, so geht durch jeden 
Punkt eine Gerade, die mit E FG und FG H zwei voneinander entfernte 
Punkte gemein hat. Nach 2 kann man noch sorgen, dap einer dieser 
Punkte auBerhalb FG liegt. 


16. Bemerkung. Wir gebrauchen, den Ausdruck, daB zwei Gerade 
sich schneiden, nur dann, und sprechen nur dann von ihrem Schnitt- 
punkt, wenn sie einen Punkt gemein haben und voneinander entfernt sind. 
Eine analoge Bemerkung gilt fiir den Schnittpunkt einer Geraden mit 
einer Ebene, die Schnitigerade zweier Ebenen und die Verbindungs- 
gerade zweier Punkte. 


§ 4. 
Entfernungsbeziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen. 

1 bis 5. Punkt und Ebene. 

1. Lemma. AuBerhalb jeder Ebene kann man zwei voneinander 
entfernte Punkte bestimmen. 

Beweis. Wir wahlen Q in der Ebene « und P auBerhalb a. Auf 
PQ liegt R, so daB Pw R und QwR; R liegt auBerhalb « (§ 3, 3). 

Korollar. Man kann immer einen Punkt bestimmen, der von einem 
gegebenen Punkt und einer gegebenen Ebene entfernt ist. 


2. Satz. Wenn ein Punkt nicht auBerhalb einer Ebene liegen kann, 
liegt er in dieser Ebene. 


Beweis. Es sei die Ungereimtheit der Annahme, der Punkt P liege 
auBerhalb der Ebene «, bewiesen. Wir wahlen @ auBerhalb a, so daB 
PwQ (1). PQ trifft « in 8S; PwS ist ungereimt (§ 3,3), also PoS 
und P liegt in «. 
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3. Satz. Wenn der Punkt A auBerhalb der Ebene a liegt, so liegt 
jeder Punkt entweder von A oder von « entfernt. 

Beweis. Wir wahlen P auBerhalb a, so daB PwA (1). Fiir einen 
beliebigen Punkt B gilt Bw A oder Bw P. Im letzten Fall gibt es einen 
Schnittpunkt Q@ von BP mit @ (§ 3,12), und man hat BwA oder 
BoQ; im letzten Fall folgt aus § 3, 3, daS B auGerhalb a liegt. 

4. Lemma. AuBerhalb jedes Ebenenpaares kann man einen Punkt 
bestimmen. 

Beweis. Es seien a, # die gegebenen Ebenen; wir wahlen zwei von- 
einander entfernte Punkte A und B auBerhalb « (1) und C auBerhalb f. 
CwA oder CwB, 2.B. CwA. AC trifft « in P, B in Q, und enthilt 
einen Punkt D, der von Pund Q entfernt ist. D liegt auBerhalb a und £ 
(§ 3, 3). 

5. Lemma. Wenn zwei Punkte gegeben sind, kann man eine Ebene 
bestimmen, von der beide entfernt liegen. 

Beweis. A und B seien die gegebenen Punkte. Wir wahlen P, so 
da&B PwA; weiter Q auBerhalb PA und R auBerhalb A PQ; dann liegt 
A auBerhalb PQR (Axiom IX). Nach 3 liegt entweder B auBerhalb 
PQR oder BwA. Im letzten Fall wahlen wir C auf AB, so dab 
CwA, B, weiter D auBerhalb AB und £ auBerhalb ABD. A und B 
liegen auBerhalb CDE (§ 3, 3). 

6. Punkt und Gerade. 


Satz. Wenn ein Punkt nicht auBerhalb einer Geraden liegen kann, 
liegt er auf der Geraden. 

Beweis. Es sei die Ungereimtheit der Annahme, der Punkt P liege 
auBerhalb der Geraden 1, bewiesen. Wir wahlen A auBerhalb 1; P kann 
nicht auBerhalb der Ebene AJ liegen und liegt also in dieser Ebene (2 ). 
Nach § 2, 3 bestimmen wir den Punkt B dieser Ebene, von P und/ ent- 
fernt. BP trifft 1 in S (§ 2,12); PwS ist ungereimt da dann P auBer- 
halb J lage (§ 2,2), also PoS und P liegt auf 1. 

7. Zwei Ebenen. 


Satz. Wenn zwei Ebenen voneinander entfernt sind, so ist jede Ebene 
von wenigstens einer der beiden entfernt. 

Beweis. Es seien x und # die gegebenen Ebenen; in a liege D 
auBerhalb 8. y sei eine beliebige Ebene. Man kann einen Punkt Q auBer- 
halb a und y bestimmen (4). DQ trifft «, 8, y in D,Y,X. DoY, 
also XwD oder XwY; im ersten Fall liegt X auBerhalb a, also ywa; 
im zweiten findet man ebenso y wf. 


8. Schneidende Gerade. 
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Satz. Wenn durch einen Punkt 8 zwei voneinander entfernte Gerade | 
und m gehen, so ist jede Gerade entweder von | oder von m entfernt. 

Beweis. Eine beliebige Gerade n enthalt gewiB einen von § ent- 
fernten Punkt P. Durch P bringen wir eine Ebene a, von der § ent- 
fernt ist (5); diese schneidet / und m in Q und R; aus QwS und 
Ra@S folgt QwR (§ 2, 2). Folglich ist entweder PwQ, also nw! oder 
PaR, aiso nwm. 

9 bis 11. Windschiefe Gerade. 


9. Definition. Zwei Gerade, die so liegen, daB jeder Punkt der 
einen auBerhalb der andern liegt, sind windschie/ oder kreuzend. 

Um eine Gerade gu finden, die eine gegebene Gerade / kreuzt, wahlen 
wir P auBerhalb 1, und Q auBerhalb der Ebene P!; PQ und / kreuzen 
sich nach § 3, 3. 


10. Satz. Wenn zwei Gerade gegeben sind, so kann eine die beiden 
gegebenen kreuzende Gerade bestimmt werden. 


Beweis. Auf den Geraden / und m bestimmen wir je einen Punkt; 
dann bestimmen wir nach 5 eine Ebene «, auBerhalb welcher beide Punkte 
liegen. 2 und m treffen « in P bzw. Q. Eine Ebene f, auBerhalb welcher 
P und Q liegen (5), schneidet « in einer Geraden, die / und m kreuzt (9). 


11. Satz. Sind | und m windschiefe Gerade, so entfernt sich jede 
Ebene durch | von jeder Ebene durch m. 


Beweis. Wir wahlen P auf m und legen die Ebene a durch P und J; 
dann wablen wir R auBerhalb a und legen die Ebene # durch R und I. 
Pw (§ 3,13), also m trifft 6 in Q; QwP. Jede Ebene y durch / 
ist entweder von # oder von « entfernt (7), also entweder Q oder P liegt 
auBerhalb y, so daB also jede Ebene durch m (die P und Q enthilt) 
von y entfernt ist. 


§ 5. 
Der erste Satz von Desargues. 


Wir beweisen diesen Satz in folgender Fassung: 

Sind zwei Dreiecke so aufeinander bezogen, da entsprechende Ecken 
voneinander entfernt liegen und die Verbindungsgeraden entsprechender 
Ecken voneinander entfernt liegen und durch einen Punkt gehen, so schneiden 
sich die entsprechenden Seiten in drei Punkten einer Geraden. 

Wenn die Ebenen der Dreiecke voneinander entfernt sind oder zusammen- 
fallen, kann der Satz ungefahr in der iiblichen Weise bewiesen werden. 
Wir miissen aber auch den Fall betrachten, da8 hieriiber nichts bekannt ist. 
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Gegeben. ABC und A B’C" sind Dreiecke. AwA’, Bw B’, CoC’. 
AA’, BB’, CC’ sind voneinander entfernt und gehen durch einen Punkt 0. 


Zu beweisen. Die entsprechenden Seiten schneiden sich in drei 
Punkten einer Geraden. 


Beweis. 1. Aus der Voraussetzung folgt, daB von jedem Dreieck 
zwei Ecken und aus jedem Paar homologer Ecken wenigstens eine von O 
entfernt ist; wir diirfen also annehmen A, B, A’, C’wO. Dann liegen 
sowohl A, B, A’ wie C, B, C’ und A, C, C’ in Dreieckslage (§ 2, 2), 
woraus sich ergibt, daB je zwei entsprechende Seiten voneinander ent- 
fernt sind. Da AA’ und BB’ sich schneiden, liegen AB und A’B’ in 
einer Ebene und bestimmen sie einen Schnittpunkt P. Ehbenso gibt es 
den Schnittpunkt Q von BC mit B’C’ und den Schnittpunkt R von 
AC mit A’C”. 

2. Den Nachweis, daB P, Q und RF in einer Geraden liegen, fiihren 
wir zuerst fiir den Fall, daB die Ebenen ABC und A’B’C’ zusammen- 
fallen; wir bezeichnen diese Ebene, die auch O enthalt, mit «. Nun 
wahlen wir S auBerhalb « und auf OS den Punkt 8’, von O und 8S 
entfernt; dann liegt auch S’ auBerhalb « (§ 3, 3). ‘Vir projizieren 
AABC aus 8S und A A’B’C’ aus 8S’. OwA oder OwA’'; setzen wir 
das erste voraus, so liegen S, A, O in Dreieckslage (denn Swa), also 
S’wSA (§ 2, 2). Dann schneiden SA und §8’A’ sich in A”; diese Folge- 
rung ergibt sich ebenso, wenn Ow4A’. In analoger Weise wie A” be- 
stimmen wir B” und C”. 


3. Aus SwS" folgt entweder A”mS oder A”wS’; das namliche gilt 
fir B” und C”, so daB entweder S oder S’ von zwei der Punkte A”, 
B”, C” entfernt ist. Wir wollen einen Augenblick annehmen A”, B”wS. 
Da S, A, B in Dreieckslage liegen, liegt jetzt A” auBerhalb SB (§ 2, 2); 
ebenso liegt A” auBerhalb SC und B” auBerhalb SA und SC. Die 
Punkte A”, B”, C” sind also voneinander entfernt. Dieses Resultat ist 
unabhangig von der voriibergehend gemachten Annahme Sw A”, B”. 


4. Nehmen wir an, daB A”wS, so liegt nach §3, 3 A” auBerhalb 
SBC, denn S, A, B, C liegen in Tetraederlage. Daraus folgt, daB A”, 
B”, CO” in Dreieckslage liegen; dasselbe ergibe sich, wenn B”wS oder 
C"mS. A”wA oder A”wA’; da S und S’ auBerhalb « liegen, folgt 
aus beiden Annahmen A”wa. Die Ebene A” B”C” ist also von a ent- 
fernt und schneidet « in der Geraden m. Da A”B” sowohl AB wie A’ B’ 
schneiden mu, gehen AB und A’ B’ durch den Schnittpunkt von A” B” 
mit m, d. h. P liegt auf m. Ebenso ergibt sich, daB Q und R auf m 
liegen. 
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5. Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, daB iiber die gegen- 
seitige Lage der Ehenen ABC und A’B’C’ nichts bekannt ist. Der 
Nachweis fiir die Exi- 
stenz der Schnittpunkte : 
P,Q, R aus Absatz 1 f__¥ 
gilt auch dann. PwA 

oder Pw B; wir kénnen 

ohne Beschrankung der 

Allgemeinheit annehmen 

PwB; daraus folgt PaQ oe tA Al 

(§ 2,2). Lage nun R Z| 

auBerhalb PQ, so miiBte e F ><] 

die Ebene PQR mit 

ABC und A’B'C’ m- 

sammenfallen. Fiir die- 

sen Fall ist aber schon 

bewiesen, daB R auf PQ 

liegt; die Annahme, daB R auBberhalb PQ liegt, ist also ungereimt, also 
liegt R auf PQ (§ 4, 6). 

Bemerkung. Bekanntlich trifft der Satz auch zu, wenn von den 
Verbindungsgeraden der entsprechenden Ecken einige zusammenfallen; er 
ist dann trivial. Es gelingt aber nicht ihn zu beweisen fiir alle Fille, 
wo iiber das wohl oder nicht Zusammenfallen von Ecken oder Verbindungs- 
geraden der Ecken nichts bekannt ist. Um das durch ein Beispiel zu er- 
lautern, wahlen wir im gewdhnlichen Cartesischen Raum auf den drei 
Koordinatenachsen je zwei Punkte, vom Schnittpunkt der Achsen, aber 
nicht notwendig voneinander entfernt. Diese Punkte lassen sich zu zwei Drei- 
ecken zusammenfassen, fiir welche die Verbindungsgeraden’) entsprechen- 
der Ecken die Koordinatenachsen sind. Wenn der Satz von Desargues 
zutraife, hatten die Ebenen der beiden Dreiecke immer eine Gerade ge- 
meinsam; die analytische Geometrie lehrt aber, daB nur bei voneinander 
entfernten Ebenen immer eine Schnittgerade bestimmt ist. 


Liegen die Punkte auf einer der Achsen voneinander entfernt, so be- 
steht die Schnittgerade der Ebenen, aber fiir ein Paar homologe Seiten ist 
unbekannt, ob sie von der Schnittgerade entfernt sind, so daB sie mit dieser 
und miteinander keinen bestimmten Schnittpunkt zu haben brauchen. Wenn 
auf zwei Achsen die Punkte voneinander entfernt sind, trifft der Satz zu. 


*) Wir weichen in dieser Bemerkung von der Verabredung des § 3, 16 ab. Ge- 
nauer ware die Bezeichnung ,die homologen Ecken enthaltende Gerade“ statt ,,Ver- 
bindungsgerade der homologen Ecken“. 
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§ 6. 


Der zweite Satz von Desargues. 


Satz. Sind zwei Dreiecke so aufeinander bezogen, daB je zwei ent- 
sprechende Seiten voneinander entjernt sind und die Schnittpnnkte ent- 
sprechender Seiten drei voneinander entfernte Punkte einer Geraden sind, 
so liegen je zwei entsprechende Ecken voneinander entfernt und die Ver- 
bindungsgeraden entsprechender Ecken gehen durch einen Punkt. 

Gegeben: ABC und A’B’C’ sind Dreiecke; ABw A’ B’; der 
Schnittpunkt dieser Seiten ist P; ebenso gibt es die Schnittpunkte Q von 
AC mit A’C’ und R von BC mit B’C’. P, Q und R sind voneinander 
entfernt und liegen auf der Geraden /. 

Zu beweisen: AwA’; Baw B’; CwC'; AA’, BB’ und CC’ 
gehen durch einen Punkt. 

Beweis. 1. AwP oder AwQ; wenn Aw P, liegt A auBerhalb 
A’ B’ (§ 2, 2), also Aw A’; dasselbe Ergebnis folgt aus Aw Q. Ebenso 
zeigt man Bw B’ und Caw (C’. 

2. Wir nehmen zuerst an, daB die Ebenen ABC und A’ B’C’ von- 
einander entfernt sind. Es sei a die Ebene durch AB und A’ B’, £ die- 
jenige durch AC und A’C’; ebenso y durch BC und B’C’. « ist ent- 
fernt von einer der Ebenen der Dreiecke, z.B. von ABC (§ 4, 7); nach 
§ 3, 13 liegt dann C auBerhalb «, also § und y sind von « entfernt; ebenso 
ergibt sich Bwy. Auch hat man CC’ we, also CC’ wm AA’. Es sind 
also alle Voraussetzungen von § 3, 14 erfiillt und «, 8, y bestimmen einen 
gemeinschaftlichen Punkt M, durch welchen auch AA’, BB’ und CC’ 


laufen. 


3. Nunmehr betrachten wir den Fall, daB die beiden Dreiecke in 
derselben Ebene x liegen; J liegt also in x. Wir wahlen den Punkt X 
auBerhalb 2 und legen die Ebene o durch / und X. Dann wihlen wir 
S’ auBerhalb x und g (§ 4, 4) und projizieren A’ B’C’ aus S’ auf o in 
A”, B”,C”. Da 8’, A’, B’, C’ im Tetraederlage liegen, liegen nach § 2, 2 
und §3,3 auch 8’, A”, B”, CO” in Tetraederlage, also A”, B”,C” in 
Dreieckslage. 1 @ BC oder 1m B’O’ (§ 4,8). Im ersten Fall hat man 
BC wo, also BC w B” C0"; im zweiten liegt jeder Punkt D’ von B’C’, 
der auBerhalb J liegt, auBerhalb 9, und der Schnittpunkt D” von 8S’ D’ 
mit @ liegt auBerhalb a (§ 3,3), also B’C” (die D” enthilt) ist ent- 
fernt von BC. Man hat also immer BC w B” C0”. Ebenso ergibt sich, dab 
die anderen entsprechenden Seiten von A ABC und A A” B”C” von- 
einander entfernt sind. Sie treffen sich in P, Q und R, also nach Absatz 2 
gehen AA”, BB”, CC” durch einen Punkt S. — Von A A’ B’C’ liegt 
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eine Ecke, z.B. A’, auSerhalb / ($ 2,13); dann liegt A” auBerhalb x, 
also A”, A’, A liegen in Dreickslage. Nun gilt SmS’ oder Sw A"; 
im letzten Fall liegt S auBerhalb A” A’ (§ 2, 2), also gilt wieder S w 8’. 
SS’ trifit a in O. Die Ebene 8’ BB’ enthalt B”, also BB”, also S; 
daraus folgt, daB BB’ und SS’ sich in O treffen. Ebenso ergibt sich, 
daB AA’ und BB’ durch O gehen. 

4. Um jetzt den Satz 
allgemein zu beweisen, wah- 
len wir O auBerhalb der 
Ebenen ABC und A’ B’C’ 
und projizieren / A’ B’C’ 
aus O auf ABC. Wie in 
Absatz 3 ersieht man, daB hier- 
durch ein Dreieck A” B” C” 
entsteht. 


5. A” B”wAB oder 
A” B" w AB (§ 4, 8); im 
letzten Fall ist P der Schnitt- 
punkt von A” B” und A’ B’. 
Da entweder B’wP oder 
A'w P, liegt B’ oder A’ Fig. 10. 
auBerhalb A” B”, also A” w A’ 
oder B” w B’, d.h. entweder A” oder B” liegt auBerhalb A’ B’C’. Fiir 
diesen Fall, namlich, daB die Ebenen der Dreiecke voneinander entfernt sind, 
ist der Satz schon in Absatz 2 bewiesen. 


6. Es bleibt also nur der Fall iibrig, daB alle Seiten von A ABC 
von den entsprechenden Seiten von A A” B” C” entfernt sind; die homo- 
logen Seiten treffen sich in P, Q, R, also nach Abs. 3 gehen AA”, BB”, 
Cc” durch einen Punkt S. 


7. AwP oder Bw P; nehmen wir das erste an, so liegt A auBer- 
halb OA” B”, also O auBerhalb AA’ B’ (Axiom IX), und OS trifft diese 
Ebene in S’ (§ 8,12). AA’ und OS liegen in OA” A, also AA’ trifft 
OS und geht durch S’. Ebenso ergibt sich, daB BB’ durch S’ geht. 
SchlieBlich muB OS, ebensogut wie AA’ B’, auch AA’C’ schneiden; der 
Schnittpunkt liegt auf AA’ und fallt also mit S’ zusammen. Auch CC’ 
geht durch 8. 











Mathematische Annalen. 98. 
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§ 7. 
Der Involutionssatz. 


1. Definition. Ein vollstandiges Viereck wird gebildet von vier 
Punkten einer Ebene, von denen je drei in Dreieckslage liegen, und von 
deren Verbindungsgeraden. 

2. Satz. Sind zwei Vierecke so aufeinander bezogen, daf durch fiinf 
Punkte einer Geraden je zwei homologe Seiten gehen, wahrend jede zwei 
dieser Punkte, die nicht zu Gegenseiten der Vierecke gehdren, vonein- 
ander entfernt sind, so gehen auch die Seiten des sechsten Paares durch 
einen Punkt dieser Geraden. 

Beweis. Wir bezeichnen die Vierecke mit ABCD und A’ B’OC’ D’. 
AB und A’ B’ gehen durch P,, CD und C’ D’ durch P,, AC und A’C’ 
durch Q,, BD und B’D’ durch Q,, AD und A’D’ durch R,. Diese 
Schnittpunkte liegen auf der Geraden 1; je zwei mit verschiedenen Buch- 
staben bezeichnete sind voneinander entfernt. 

Wir setzen zuerst voraus, da8 sowohl homologe Seiten wie homologe 
Ecken voneinander entfernt sind; dann trifft der iibliche Beweis zu. 
Denn A ABD und A A’ B’ D’ geniigen den Voraussetzungen des zweiten 
Desarguesschen Satzes, also AA’, BB’, DD’ laufen durch einen Punkt 8. 
DaB diese Geraden sich voneinander entfernen, zeigt man z. B. fiir AA’ 
und BB’ so: Aw P, oder A’w P,; wenn Aw P,, 80 liegen A, A’, B’ 
in Dreieckslage (§ 2,2). Ebenso ergibt sich, daB AA’, CO’, DD’ von- 
einander entfernt sind und durch einen Punkt laufen, der also mit S zu- 
sammenfallt. Ist nun P ein Punkt von BC auBerhalb B’C’, so fiihrt 
die Annahme, B oder C liege auBerhalb PB’C’, auf eine Ungereimtheit ; 
folglich liegen BB’ und CC’ in dieser Ebene, also BC triffit B’C’; dann 
zeigt man wie oben fiir AA’ und BB’, daB BB’wCC’. Nach dem 
ersten Desarguesschen Satz, angewandt auf A BCD und A B’C'D’, 
gehen BC und B’C”’ durch einen Punkt von 1. 

Ist nicht bekannt, ob alle homologen Seiten und Ecken voneinander 
entfernt sind, so kann man durch / eine Ebene legen, die von denen der 
beiden Vierecke entfernt ist (§ 4, 4), und in dieser ein vollstandiges 
Viereck X YZU konstruieren, dessen Ecken so auf A, B,C, D bezogen 
werden kénnen, daG fiinf Paare homologe Seiten von ABCD und XYZU 
durch P,, P,, Q,,Q, und R, gehen. Die sechste Seite von XYZU muB8 
dann sowohl BC als B’C’ in einem Punkt von / schneiden. 

3. Definition. Wenn durch A und B je zwei Gegenseiten eines 
vollstindigen Vierecks gehen, und die Seiten des dritten Paares treffen 
AB in C und D, so heiBt D der vierte harmonische Punkt zu A, B 
und C. 
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Satz. Der vierte harmonische Punkt zu drei voneinander entfernten 
Punkten einer Geraden ist eindeutig bestimmt. 


Dieser Satz ist ein Sonderfall von 2. 


§ 8. 
Projektivititen zweiter Stufe. 

1. Definitionen. Eine Projektivitdt erster Stufe zwischen den Ge- 
raden / und m derselben Ebene entsteht durch Projektion der Punkte von 
1 auf m aus einem Punkt S dieser Ebene, der auBerhalb / und m liegt. 

Eine Projektivitdt n-ter Stufe entsteht durch n aufeinanderfolgende 
Projektivitaten erster Stufe. 

Eine Beziehung zwischen den Figuren f, und f, heibt eineindeutig, 
wenn 1. zu jedem Punkt von f, ein Punkt von f, und zu jedem Punkt 
von f, ein Punkt von f, gehért; 2. zu zusammenfallenden Punkten von 
f, zusammenfallende Punkte von f, gehéren und umgekehrt, und 3. zu 
voneinander entfernten Punkten von f, voneinander entfernte Punkte von 
f, gehéren und umgekehrt. 

Aus § 2, 2 folgt, daB jede Projektivitét eineindeutig ist. 

2. Wir betrachten vorlaufig Projektivitéten zweiter Stufe zwischen 
einer Geraden 7 und sich selbst. Eine solche entsteht durch Projektion 
der Punkte von 7 aus S auf 1’ und aus S’ auf / zuriick. 1, l’, 8S, S’ 
miissen in einer Ebene, S und S’ auBerhalb 7 und 7’ liegen. 

3. Die Projektivitét ist von der Identitdt entfernt, wenn ein Punkt 
von seinem Bild entfernt ist. In diesem Fail ergibt sich aus § 2, 2, dab 
sowohl § von S’ wie J von l’ entfernt ist. 1’ und SS" treffen 7 in den 
Punkten O und U, die mit ihren Bildern zusammenfallen: O hei®t der 
erste, U der zweite Doppelpunkt der Projektivitat. 

waar Satze werden durch wiederholte Anwendung von § 2, 2 be- 
wiesen*®): Ein Punkt, der von O und U entfernt ist, liegt von seinem Bild 
peo ‘und sein Bildpunkt ist von O und U entfernt. Ein Punkt, der 
von seinem Bild entfernt ist, liegt entfernt von O und U. 

Wenn O mit U zusammenfiallt, heiBt die Beziehung eine Prospektivitat. 

4. Bei einer Projektivitét zweiter Stufe, von der nicht bekannt ist, 
ob sie von der Identitaét entfernt ist, braucht weder / von l’ noch S von 
S’ entfernt zu liegen; es brauchen also keine Doppelpunkte bekannt zu 
sein. Wir nennen die Projektivitét normal, wenn entweder ein einziger 
oder ein erster und zweiter Doppelpunkt (die 2usammenfallen diirfen) be- 


%) Wir iiberlassen im folgenden dem Leser die Ausfiihrung derartiger Beweise, 
obgleich sie nicht alle ganz einfach sind. 


34* 
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kannt sind und iiberdies feststeht, entweder daB ein Punkt, der von den 
bekannten Doppelpunkten entfernt ist, nicht mit seinem Bild zusammen- 
fallen kann, oder da8 aus dem Vorhandensein eines mit seinem Bild zu- 
sammenfallenden, aber von den gegebenen Doppelpunkten entfernten Punktes 
folgen wiirde, daB die Beziehung die Identitét ist. Jede Projektivitat, 
von der zwei voneinander entfernte Doppelpunkte bekannt sind, ist also 
normal. Die Definition der Prospektivitét kann aber erweitert werden. 

Definition. Eine Prospektivitat ist eine normale Projektivitat zweiter 
Stufe, von der ein einziger Doppelpunkt bekannt ist. 

5. Satz. Hine normale Projektivitat zweiter Stuje ist durch thre 
Doppelpunkte O und U und das Bild A’ eines von den Doppelpunkten 
entfernten Punktes eindeutig bestimmt. 

Beweis. Wir betrachten erst den Fall A’w A. Man kann /’ durch 
O (wenn nur /’w/) und S auBerhalb 7 und 1’ beliebig wahlen, und findet 
S’ durch eine einfache Konstruktion (vgl. fiir die Bezeichnungen Abs. 2). 
DaB das Bild B’ eines von O, U, A entfernten Punktes B von der Wahl von 
l’ und S unabhingig ist, folgt unmittelbar aus dem Involutionssatz (§ 7, 1). 
Ist C ein Punkt, wofiir nicht bekannt ist CwA, und sind ©’, C” die 
Bilder von C durch zwei den Voraussetzungen geniigende Projektivitaten, 
so wiirde aus O’wC” folgen C’wA’ oder C”wA’, also immer CwA 
(Abs. 1); dann ist aber C’m C” unméglich, also C’oC”. Ebenso beweist 
man den Satz, wenn nicht bekannt ist CwO oder CwU. 

Wir nehmen jetzt an, da8 nicht bekannt ist AwA’. Es seien I, 
und I, normale Projektivitaten zweiter Stufe mit denselben Doppelpunkten, 
die A in A’ iiberfiihren; B ein Punkt der Geraden, B’, B” seine Bilder 
durch I, und [,. Aus B’wB” wiirde folgen B’w B oder B’wB, 2. B. 
B’wB. Dann ist I, von der Identitat entfernt, also A’w A. Fiir diesen 
Fall ist schon gezeigt worden B’oB”; die Annahme B’wB” ist daher 
ungereimt, also B’a B”. 

Definition. Die normale Projektivitét zweiter Stufe mit den Doppel- 
punkten O und U, welche den von O und U entfernten Punkt A in 
den ebenfalls von O und U entfernten Punkt A’ iiberfiihrt, werde mit 
(A A’'O*U"*) bezeichnet. 

Die Prospektivitat (4 A’0*O*) werde kurz mit (A A’O*) bezeichnet. 

Ein Sonderfall des vorigen ist der 

Satz. Hine Prospektivitdt ist durch ihren Doppelpunkt und das Bild 
eines von dem Doppelpunkt entfernten Punktes eindeutig bestimmt. 

6. Wir wollen bisweilen auch solche Projektivitéten zweiter Stufe 
(A A’O* U*) betrachten, fiir welche AwQ, U, aber nicht notwendig A’w 0. 
Eine solche wird mittels der in 2 beschriebenen Konstruktion hergestellt; 
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man muB fordern l’wl; Swl,l’, aber nicht S’wl’. Die Transformation 
ist durch die Wahl von O, U, A, A’ eindeutig bestimmt. Denn sind 
B’, B” Bilder von B (BwU) bei verschiedener Wahl von I’ und S, so 
wiirde aus B’w B” folgen B’wO oder B”wO, und daraus leicht A’w0; 
dann ist B’w B” aber ungereimt (5). Es sind nur die Bilder der von U 
entfernten Punkte bestimmt. 

Der hier betrachtete Fall wird im folgenden ausgeschlossen, aus- 
genommen an den Stellen, wo von einer vielleicht ausartenden Projek- 
tivitét die Rede ist. 

7. Satz. Wenn bet zwei normalen Projektivitdten zweiter Stufe die 
Bilder eines Punktes voneinander entfernt sind, so liegen die Bilder eines 
beliebigen Punktes, der von den Doppelpunkten entfernt ist, voneinander 
entfernt. 

Beweis. Man kann zur Konstruktion der Projektivitaéten I’, und I, 
dieselbe Gerade 1’ und denselben Punkt S benutzen. Ist S’ das zweite 
Projektionszentrum fiir [,, S” fiir I,, so gibt wiederholte Anwendung 
von § 2, 2 S’wS”; daraus folgt die Behauptung. 

Man kann also die Beziehungen w und o zwischen normalen Projek- 
tivititen zweiter Stufe mit denselben Doppelpunkten so festsetzen, daB 
sie iibereinstimmen mit denjenigen zwischen den Bildern eines von den 
Doppelpunkten entfernten Punktes. Die Spezies dieser Projektivitaten ist 
dann das eineindeutige Bild von der Spezies der von den Doppelpunkten 
entfernten Punkte der Geraden. 

8. Satz. Die (vielleicht ausartenden) normalen Projektivitdten zweiter 
Stufe mit gegebenen Doppelpunkten bilden eine Gruppe. 

Beweis. Die Beziehung (ZAO*U*) fiihre B in C iiber (E, B wO, U; 
AwU). (EBO*U*) entstehe, indem man die Punkte von 7 aus S auf 
die Gerade 7’ durch O und aus 8S’ auf / zuriickprojiziert. Zur Konstruk- 
tion von (EAO*U*) kann man zuerst aus S’ auf I’ projizieren und das 
zweite Projektionszentram S” durch Konstruktion bestimmen. Die aus 
(ZEAO*U*) und (EBO*U*) zusammengesetzte Transformation entsteht 
durch Projektion aus S auf l’ und aus S” zuriick auf 1; sie fallt also 
mit (EC O*U*) zusammen. 

Es sei jetzt nicht bekannt BwO. Fiir einen von U entfernten Punkt P 
sei Q der Bildpunkt durch (Z BO*U*), ebenso P’ der Bildpunkt von Q 
durch (EAO*U*) und P” von P durch (ECO*U"). Aus P’w P” wiirde 
folgen entweder P’wO oder P’wO, und daraus einfach BwO, was un- 
gereimt ist. Also P’o P”. 


Definition. Die aus (EAO*U*) und (EBO*U") zusammengesetzte 
Projektivitét werde mit (EA O*U*)-(EBO*U*) bezeichnet. 
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9. Satz. Die Zusammensetzung der Projektivitaten zweiter Stufe (8) 
ist assoziativ. 
Beweis. Es seien (EAO*U*), (EBO*U*), (ECO*U") (vielleicht 
ausartende) normale Projektivitéten zweiter Stufe. Wir setzen 
(£AO*U*) -(EBO*U*)=(EDO*U’), 
(EDO*U*)-(ECO*U") =(EFO*U’), 
(EBO*U")-(ECO*U"*) =(EGO°U"), 
(EAO*U*)-(EGO°U") =(EF’0°U"); 
(EBO*U*) fibrt C in G iiber; (EAO*U"*) G in F’, also (EDO*U") 
C in F’; (ED O*U") fiihrt aber auch C in F iiber, also Fo F’. 
10. Satz. Aus AwB und CwO folgt 


(ZAO*U"*)-(ECO*U*)w(EBO*U")-(ECO*U") 
und (ECO0*°U*)-(BEAO*U")w(ECO*U")-(EBO'U"). 


Beweis. Ersteres folgt aus 7; das andere aus der Eindeutigkeit von 
(ECO*U*) (1). 


§ 9. 
Die zentrale Kollineation. 


1. Die ebene zentrale Kollineation (A A’O*l*) wird bestimmt durch 
das Zentrum O, die Achse | und das Bild A’ von A; A und A’ miissen 
von O und / entfernt sein und auf einer Geraden durch O liegen. Ein 
Punkt B auBerhalb OA wird aus A auf / und aus A’ wieder auf OB 
projiziert; so ergibt sich das Bild B’. 

2. Satz. Liegt B auferhalb | und OA und ist B’ das Bild von 
B fiir (AA'O*l"), 80 fallen die Bilder eines Punktes P auperhalb OA 
und OB fiir (AA'O*l*) und (BB’'O*l*) zusammen. 

Beweis. Wir setzen erst voraus AwA’. Es ist klar, daB (BB’O*I*) 
A in A’ iberfiihrt. Liegt nun der Punkt P auBerhalb OA, OB, AB 
und J, und ist P’ sein Bild durch (A.A’O*l*), 80 ergibt der erste Satz 
von Desargues, daB BP und B’ P’ sich auf / schneiden. 

Ist nicht bekannt, daB PwAB, und ist P” das Bild von P durch 
(BB’O*1*), so wiirde die Annahme P’wP” ergeben, daB entweder P’ 
oder P” auBerhalb A’ B’ lage (denn Ow A’ B’), und daraus, daB P auBer- 
halb AB lage, was ungereimt ist, also P’o P”. 

Ist nicht bekannt Pwil, haben P’ und P” dieselbe Bedeutung wie 
oben und ist S der Schnittpunkt von AP mit 1, T von BP mit l, so 
wiirde aus P’wP” folgen P’wS oder. P”wT oder SwT; aus jeder 
Alternative folgt leicht Pwl, also die Absurditét von P’m P”. 
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Ist Aw A’ nicht bekannt und haben P, P’, P” dieselbe Bedeutung 
wie oben, so wiirde aus P’ w P” folgen Pw P’ oder Pw P”. Aus ersterem 
folgt Aw A’ und aus dem zweiten Bw B’, also wieder Aw A’, was aber 
ungereimt ist. 

Der Satz ist nun allgemein bewiesen. 


Definition. Das Bild fir (AA’O*l") eines Punktes, von dem nicht 
bekannt ist, da8 er auBerhalb OA liegt, fallt zusammen mit dem Bild 
durch (BB’O*1*), wo B ein Punkt auBerhalb OA und B’ sein Bild 
durch (A A’ 0° 1’) ist. 

Aus dem Vorhergehenden foigt, daB das so definierte Bild von der 
Wahl von B nicht abhingt. Die Kollineation (AA’O*1*) ist nun be- 
stimmt fiir alle Punkte, die von O entfernt sind. Nach § 8, 1 ist sie 
eine eineindeutige Beziehung der Ebene auf sich selbst. 


3. Satz. Die Bilder der Punkte einer Geraden durch (A A’ 0O*1*) 
liegen, soweit sie definiert sind, wieder auf einer Geraden. 

Beweis. Wenn O und / von der Geraden p entfernt sind, kann man 
nach 2 die Rolle von A von einem Punkt von p iibernehmen lassen; der 
Satz ist dann ohne weiteres klar; auch daB O auBerhalb der Bildgeraden 
liegt. Fiir eine Gerade, von der nicht bekannt ist, ob O von ihr entfernt 
ist, beweisen wir ihn wie folgt. Wir wahlen auf p die von O entfernten 
Punkte L, M,N, so daB LwM; bildeten die Bilder L’, M’, N’ ein Drei- 
eck, so lige O auBerhalb einer Seite (§ 2,5), z. B. L’ M’; L’ M’ entspricht 
dann in (A’ AO*l*) der Geraden L M= p, 80 daB O auBerhalb p= liegen 
wiirde, was zu einer Ungereimtheit fiihrt. 

Ist schlieBlich pw! nicht bekannt, so wiirde (mit denselben Bezeich- 
nungen wie oben), wenn L’, M’, N’ ein Dreieck bildeten, eine der Ecken, 
z. B. L’, auBerhalb | fallen, also Lwl, also pwl, was ungereimt ist. 

4. Fiir den Punkt X sei XwO nicht bekannt. Wir legen durch X 
eine Gerade p, die von J und OA entfernt ist (das ist leicht zu machen 
mit Hilfe von § 2, 3), projizieren X aus A auf / und aus A’ zuriick auf 
das Bild p’ von p; so entsteht das Bild X’ von X. Zwei Bilder von X, 
mit verschiedener Wahl von p konstruiert, kénnen nicht voneinander ent- 
fernt sein, da dann eines von beiden, also auch X, von O entfernt sein 
miBte. 

Der Satz 3 bleibt auch bei dieser neuen Definition giiltig. 

5. Aus dem Satz 3 folgt, daB die zentrale Kollineation eine Projek- 
tivitét zweiter Stufe zwischen den Punkten einer Geraden wieder in eine 
derartige Beziehung zwischen den Bildpunkten auf der Bildgeraden trans- 
formiert. Ebenso wird eine zentrale Kollineation in eine zentrale Kolli- 
neation transformiert. Das gibt weiter den 
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Satz. Projiziert man die Punkte einer Geraden | auf eine Gerade I’, 
die durch den Punkt O von | geht und mit | in der Ebene « liegt, aus 
dem Punkt P, der in « auferhalb 1 und I’ liegt, so werden die Pro- 
jektivitaten zweiter Stufe auf | in derartige Beziehungen auf |’ trans- 
formiert. 

Denn die durch die Projektion vermittelte Beziehung zwischen / und 
l’ ist enthalten in einer zentralen Kollineation mit P als Zentrum und 
PO als Achse. 

6. Raumliche zentrale Kollineation. 

Eine rdumliche zentrale Kollineation (A A’ O*«*) wird bestimmt 
durch die invariante Ebene «, das Zentrum O und das Bild A’ von A; 
A und A’ miissen von O und a entfernt und auf einer Geraden durch 
O liegen. Ist B ein Punkt auBerhalb OA und a, so failt in der Ebene 
OAB die Beziehung (A A’ O*«*) zusammen mit (A A’O*t*), wo t die 
Schnittgerade dieser Ebene mit @ ist. Ist B’ das Bild von B, so be- 
weist man vollig wie bei der ebenen zentralen Kollineation, daB die 
Bilder von jedem Punkt auSerhalb OA und OB durch (AA’O*«*) und 
(B B’ O* «*) zusammenfallen. Dies gibt uns wieder das Mittel, (A A’ 0° «*) 
auszudehnen auf Punkte, von denen nicht bekannt ist, da®B sie auBerhalb 
OA liegen. 

7. Nach 3 liegen die Bilder der Punkte einer Geraden, die in einer 
Ebene durch O liegt, wieder auf einer Geraden; aus der Definition der 
Ebene geht also hervor, daB die Bilder der Punkte einer Ebene, von der 
O entfernt ist, in einer Ebene liegen. Fiir eine Ebene, von der nicht 
bekannt ist, ob O von ihr entfernt ist, wird dieser Satz bewiesen wie in 
3 der analoge Satz. 

8. Um das Bild eines Punktes X zu definieren, von dem XwO 
nicht bekannt ist, legen wir durch X die Ebene 8, auBerhalb welcher A 
liegt (§ 4, 5). Wir projizieren X aus A auf « und aus A’ zuriick auf 
das Bild 8’ von £, wodurch das Bild X’ entsteht. DaB X’ eindeutig 
bestimmt ist, beweist man wie in 4. 

9. Man kann die zentrale Kollineation auch definieren, wenn A’ w O 
oder A’we nicht bekannt ist; wir verfolgen nur den ersten Fall. Die 
Definition bleibt dieselbe wie in 6; das Bild von P ist aber nur dann 
bestimmt, wenn Pwa. Der Satz aus 7 bleibt richtig, denn (mit einer 
analogen Bezeichnung wie in 2) P’wP” ergibe P’wO oder P” wO, 
also A’wO. Das Bild P’ von P wird, wenn PwQO nicht bekannt ist, 
folgendermaBen konstruiert. Man ziehe durch P die Gerade m, die von 
OA entfernt ist und « in §S trifft; Q-sei ein Punkt von m, der von O 
und § entfernt sei und Q’ sein Bild. SQ’ ist das Bild m’ von m. 
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Nun projiziere man P aus A auf « und aus A’ zuriick auf m’; dann 
ergibt sich P’. 

Zeigt sich spiter, dab PwO, so bleibt diese Konstruktion richtig. 

Wenn nicht anders gesagt, setzen wir bei der zentralen Kollineation 
(4 A’ O* a") voraus A’wO, A’ ma. 

10. Satz. Die auch vielleicht ausartenden zentralen Kollineationen 
mit gegebenen Zentrum und Doppelebene bilden eine Gruppe. 

Beweis. Die Transformation, die durch Zusammensetzung aus zwei 
nicht ausartenden zentralen Kollineationen mit dem Zentrum O und der 
Doppelebene « entsteht, fiihrt jede Gerade 1, die von O und @ entfernt 
ist, iiber in eine Gerade J’, die durch den Schnittpunkt von / mit « geht 
und in der Ebene O/ liegt, und jede andere Gerade wenigstens wieder in 
eine Gerade. Daraus ergibt sich leicht, daB der Bildpunkt eines belie- 
bigen Punktes nach den Vorschriften von 6 gefunden wird; die Trans- 
formation ist also eine zentrale Kollineation. 

Wenn die Kollineationen auch ausarten kénnen, wird der Beweis in 
analoger Weise erginzt wie in §8, 8. 


§ 10. 
Koordinaten auf der Geraden. 


1, Auf der Geraden / setzen wir die voneinander entfernten Punkte 
O und U ein fiir allemal fest und definieren die Addition der Punkte 
durch die Festsetzung: Wenn (0 AU*)-(OBU*) =(OCU") (§8, 11,8), 
ist A+ B=C. 

Ist noch der Punkt #, der von O und U entfernt ist, festgelegt, so 
wird die Multiplikation definiert durch: 

Weun (EAO*U") -(EBO*U*)=(ECO*U"), ist Ax B=C. 

2. Es ist zu zeigen, daB die Punkte der Geraden bei diesen Fest- 
setzungen den Postulaten fiir einen nichtkommutativen Kérper geniigen. 


Diese Postulate gab ich in ,,Lineare Gleichungen“ § 1 in folgender 
Form : 

S,. a@=b6 und a+b) sind umkehrbare Beziehungen zwischen den 
Elementen a und b der Spezies 2. 

S,. Fiir jedes Element a von 2 gilt a=a. 

S,. Die Beziehungen a = a und a +a schlieBen sich gegenseitig aus. 

S,. Wenn a+b ungereimt ist, gilt a = b. 

S,. Wenn zwischen den Elementen a und 6 von J die Beziehung 
a+b besteht, so gilt fiir jedes Element c von = entweder a +c oder 
b+c. 
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,» Wenn a und b Elemente von & sind, ist a +6 ein Element 
von 


3» (a+6)+c=—a+(b+0c). 
, Aus «+y folgt fiir jedes Element a von [= a+2+a+y 
und r+a+y+a. 
A,.  enthalt ein Element 0, wofiir 0-+-0=0. 
A,. Zu jedem Element a von = kann ein Element (— a) bestimmt 
werden derart, daB a+ (—a)=0. 
M,. Wenn a und b Elemente von = sind, ist ab ein Element 
von =. 
M,. Aus a=c, b=d folgt ab=cd. 
MA,. a(b+c)=ab+ac. 
MA,. (b+c)a=ba-+ca. 
M,. (ab)c=a(be). 
M,. Aus x+y und a+0 folgt ax +ay und ra+ya. 
M,. & enthalt ein Element 1, wofiir 1 +0 und 11 —1. 
M,. Zu jedem Element a von &, wofiir a+0, kann ein Element 


A 
p A 
A,. Aus a=c, b=d folgt a+b=c-+d. 
A 
A 


bestimmt werden, derart daB a . =]. 


Fiir 8, bis S, ergibt sich der Beweis unmittelbar aus Axiom II. 
A, und M, sind Folgen von §8, 8; A, und M, von §8, 5 und 6; A, 
und M, von §8, 9; A, und M, von §8, 10. 

Der Punkt O hat die Eigenschaft O +O =O und fiir den Punkt £ 
gilt E =x E = EF. Wenn durch (AO U*) O in A’ iibergeht, ist A-+ A’ =O; 
und wenn AwO und (AEO*U") fiihrt EZ in A’ iiber, so ist A =< A’ = E£. 
Es sind also A,, M,, A,, M, erfiillt. 

3. Es bleiben noch MA 

Satz. (MA,.) 


),q 2u beweisen iibrig. 





Ax(B+C)=AxB+AxC. 
Beweis: Es sei 
B+C=D; AxD=F; AxB=G; AxC=H; GiH=F. 
(£AO*U"*) fihrt D in F, Bin G, C in H iber. Ist nun Aw(O, 80 
kann man diese Beziehung so erweitern, da8 man eine zentrale Kollinea- 


tion erhalt, die nach § 9,5 (OBU*) in (OGU") iiberfiihrt. Durch 
(O BU") geht C in D iiber, also durch (OGU*) H in F, d.h. 


F=G+H=F’. 


Ist AwO nicht bekannt, so wiirde aus Fw F’ entweder FwO oder 
F’wO folgen. FoO gibt AwO (§8, 1); F’mO nach ,Lin. Gleich.“ | 





Intuitionistische Axiomatik der projektiven Geometrie. 523 


§ 1, Satz 7*') GwO oder HwO und beide wieder nach §8, 1 AwQO. 
AwO ist aber ungereimt, da dann Fo F’ schon bewiesen ist. 


Satz. (MA,.) 


(B+C)xA=BxA+CxaA. 
Beweis. Wir nehmen erst an AwQO. Es sei 


B+C=D; DxA=F; BxA=G; CxA=H; G+H=F’. 


Wir wiahlen die Gerade 1’ 
durch O, so daB I’ wl; wei- 
ter S auBerhalb 7 und I’. 
SE und SA treffen l’ in P 
und Q@. PC, PB, PD tref- 
fen SU in 8,, S,, S, (8. die 
Figur). Durch die zentrale 
Kollineation (PQO*SU*) 
gehen £, B, C, D baw. iiber 
in A,G,H, F. Nach §9,5 
fiihrt sie (OBU*) iiber in 
(OGU*); durch (OBU*) 
geht C in D, also durch 
(OGU") H in F iter, d.h. 
F=G+H=F’. 

Ist Aw O nicht bekannt, 
und nehmen wir einen Augen- 
blick FoF’ an, so folgt 
FoO oder F’wO. FoO 
ergibt unmittelbar AwQO; 
F’ w O gibt GwO oder Hw O 
(,Lin. Gleich.“ §1, 7) und 
beide geben wieder AwO, 
was zu einer Ungereimtheit 
fiihrt. 

4. Die von U entfernten 
Punkte der Geraden bilden 
jetzt einen nichtkommutati- 
ven Kérper. Will man auch 





S 





~ 


Sw". 
4, \\ 


Fig. 11. 


die Fundamentalpunkte O,U,H angeben, so nennt man das mit dem 
Punkt A korrespondierende Element dieses Kérpers die Koordinate von A 
in bezug auf das System HOU und bezeichnet es mit(A HOU). £ heibt 


**) Dieser Satz ist ohne Benutzung von MA, oder MA, bewiesen. 
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Einheitspunkt, O Nullpunkt, U Unendlichkeitspunkt des Systems. Die 
Koordinate ist also nichts anderes als der Punkt A selbst, in bestimmter 
Weise auf die Fundamentalpunkte bezogen. 

O und U halten wir vorlaufig fest. HZ kann durch einen beliebigen, 
von O und U entfernten Punkt F der Geraden ersetzt werden mittels der 

Definition. Geht F durch (EAO*U") iiber in B, so ist (AEOU) 
=(BFOU). Folglich ist (B FOU)=<(FEOU)=(BEOD). 

5. Es sind jetzt die Koordinatensysteme auf verschiedenen Geraden 
durch O aufeinander zu beziehen. Zu dem Zweck legen wir durch U die 
Ebene «, von welcher O entfernt ist. Auf jeder Geraden m durch O wahlen 
wir O als Nullpunkt, den Schnittpunkt von m mit « als Unendlichkeits- 
punkt des Koordinatensystems. Vom Einheitsprnkt wird selbstverstandlich 
immer vorausgesetzt, daB er von O und « ent’ernt ist. 

Definition. Wenn die (auch vielleicht ausartende) zentrale Kol- 
lineation (ZAO*a*) F in B iberfiihrt, ist (AEOU)=(BFOV). Liegt 
das Bild von F durch (EAO*a*) von B entfernt, so ist (AZOU) 
+(BFOY). 

In dieser Definition ist die vorige (4) enthalten. 

Zu jedem Punkt C auf OV kann man D auf OU bestimmen, so da8 
(CFOV)=(DEOU). Wir definieren weiter: 


(AZOU)+(CFOV)=(AEOU)+(DEOD). 


Es ist zu zeigen, daB bei diesen Definitionen die Postulate fiir einen 
nichtkommutativen Kérper giiltig bleiben. Der Beweis bietet nur einige 
Schwierigkeit fiir 8,, A, und M,. 

Satz. (S,.) Liegt A auf OU, B auf OV, C auf OW, alle aufer- 
halb «, 80 folgt aus (AEOU) +(B FOV) entweder (| AEOU) +(CGOW) 
oder (BFOV)+(CGOW),. 

Beweis. Wir bestimmen B’ und ©’ auf OU so, daB (B’ ZOU) 
=(BFOV) und (C’EOU)=(CGOW); nun ist B’w A, also C’ m B’ 
oder C’w A, woraus man mittels der letzten Definition leicht den Satz 
folgert. 


Satz. (A,.) Aus (AZOU)=(CFOV) und (BEOU)=(DFOV) 
folgt 
(AEOU)+(BEOU)=(CFOV)+(DFOYP),. 
(Wenn dieser Satz bewiesen ist, ist die allgemeine Giiltigkeit des 
Postulats leicht einzusehen. ) 
Beweis. Wir setzen zuerst voraus UwV. Es sei A+ B= P; 
C+-D=Q, also (OAU*) fiihrt B in P und (OCV*) fihrt D in Q 








—= ©. 


a. - ie ee 
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iiber. Durch (EAO*«"*) geht F in C iiber, also wenn S der Schnitt- 
punkt von EF mit a ist, liegt C auf SA; ebenso liegt D auf SB. 
Durch Projizieren aus S auf OV geht (0 AU”) iiber in (OCV’) (§ 9, 5), 
also P in Q. Folglich liegt Q auf SP, d.b. durch (EZ PO*«*) geht F in 
Q iiber, also (PEOU)=(QFOV). 

Ist Uw V nicht bekannt, so ziehen wir die Gerade OW, von OU 
und OV entfernt, usw. 

Satz. (M,.) Aus (AHROU)=(CFOV) und (BEOU) =(DFOV) 
7) 
es (AEOU)x(BEOU)=(CFOV)x(DFOYPD). 

Beweis. Es sei AX B=P; Cx D=Q. Dann entsteht die (auch 
vielleicht ausartende) zentrale Kollineation (Z PO*«a*) durch Komposition 
aus (Z AO*a*) und (EBO*«*); (FQO*«*) ebenso aus (FCO*a*) und 
(FD O*«*); da beide Komponenten gleich sind, ist auch (ZPO*«*) 

(FQO* «*). 
§ 11. 
Koordinaten in der Ebene. 

1. Wir wahlen ein Fundamentaldreieck OUV und einen Hinheits- 
punkt E auBerhalb dessen Seiten. Es sei P ein Punkt auBerhalb UV; 
E,, P, die Projektionen von EZ, P aus V auf OU; E,, P, diejenigen aus 
U auf OV. Wir bestimmen die Koordinaten von P im System ZUVO 
als ein |. Verhaltnis**) durch 


2: %,:%,—=(P,£,0U):'P,£,OV):1. 
x, +0 kann beliebig gewahlt werden;*dann lassen z,, x, sich berechnen. 

Wenn Q(y;) von P(z;) entfernt ist, liegt Q auBerhalb UP oder VP 
(§ 2,5), also P,w Q, oder P, w Q,, dh. = 2, + . y, oder =* + : Pac 

3 3 
also immer (z;) +(y;). Umgekehrt: Aus (2;)+(y,) folgt nach ,Lineare 
Gleich.“ § 2,2, daB y,—y,—2,+0 (¢—=1 oder 2), also = 2, > Ys 
3 3 
also P;w Q; und, da Pw UV, PwQ. 

Wir haben also eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Ebene auf 
die analytische Ebene hergestellt, soweit es Punkte auBerhalb UV betrifft. 
Der Bildpunkt von P werde immer mit P’ bezeichnet. 

2. Gleichung der Geraden. (Nach Vahlen, loc. cit. § 132.) Es sei 
l eine Gerade, auBerhalb welcher O, U und V liegen, und die UV in 7, 
OU in G,, OV in G, trifft; ferner sei P ein von O und UV entfernter 
Punkt. Wir bestimmen P, und P, wie unter 1 und bezeichnen die Pro- 


1%) Lin. Gleich.“ § 2, 1. 
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jektionen von P, und P aus T auf OU bzw. mit Qund R. OP treffe 1 in 
@’ und UV in L. Nun entsteht die Bezichung (OQU*), indem man 
aus V auf UP und aus T zuriickprojji- 








y ziert; sie fihrt also P, in R_ iiber. 
Dann ist 
(P,G,OV)+(P,G,00) 
= (QG,0U0)+(P,G,0U) (§ 10, 5) 
=(RG,OU) (§ 19,1) 
=(PG’OL) (§ 10,5). 
Nach § 10,4 ist noch 
; (P,G,OU) = (P, £,0U) x (£,G,00) 
1 1 
% =" er. 4 : 
oO gar GC U wenn (E£,G,0U)=—&, : gesetat wird. 
7? 3 
F Setzt man ebenso (H,G,O0V) = 
Fig. 12. <a ‘at 
— $9 a? 80 18 
1 — 
(P,G,0V) = 7, 12 — aE 
also 
’ ] 3 , I 
(PG OL)=— z, (taba t 8). 


Liegt P auf 1, so ist (PG’OL) =1, also 
©, + 2,6, + 2,6, = 90, 


und umgekehrt. 
Liegt P auBerhalb J, so ist (PG’OL) +1, also 


z,é,+ 2, &, + 2 &, +0, 
und umgekehrt. Letzteres gilt auch dann, wenn Pw O nicht bekannt ist. 
Die Gleichung einer Geraden durch U oder V 1a8t sich miihelos auf- 


schreiben; z. B. gilt fiir jeden von V entfernten Punkt einer Geraden durch 
V, auBerhalb welcher U liegt, 


= x, = konst. = — & — oder §,27,+§,2,=0. 


Solche Geraden, von denen nicht bekannt ist, ob sie einen der Punkte 
O,U, V enthalten, betrachten wir spiter. 

3. Die Koordinaten der vorlaufig ausgeschlossenen Punkte. 
Es sei P ein Punkt, der von U und V entfernt ist, aber nicht auBerhalb 
UV za liegen braucht. Wir ziehen durch P die voneinander entfernten 
Geraden p und g so, daB O, U und V auBerhalb dieser Geraden liegen 
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(dazu verbinde man P mit zwei Punkten, die bzw. auf OU und OV so 
liegen, daB sie von O und UV entfernt sind). Ihre Bildgeraden p’ und gq’, 
die nach 2 zu bestimmen sind, treffen sich in einem Punkte P’ der nume- 
ralen Ebene, dessen Koordinatenverhaltnis wir auch P zuordnen. Die Bild- 
gerade J’ einer Geraden | durch P geht durch P’. Denn wenn P’ auBer- 
halb J’ lage, wiirde I’ p’ und q’ treffen in A’ und B’; A’ oder P’ liegt 
auBerhalb U’V’. Wenn P’, so liegt auch P auBerhalb UV, was zu einer 
Ungereimtheit fiihrt. Wenn A’ und B’ auBerhalb U'V’ liegen, sind sie 
die Bilder der Punkte A und B auBerhalb UV, so daB 1 p und gq treffen 
miiBte in A und B auBerhalb UV, was ungereimt ist. Das Koordinaten- 
verhiltnis von P ist also eindeutig bestimmt, und zugleich ersieht man, 
daB die Gleichung von / auch in P gilt. 


Satz. Auch nach Hinfiihrung dieser neuen Koordinaten ist die Be- 
ziehung der Ebene auf die numerale Ebene umkehrbar eindeutig. 


Beweis. Es ist schon gezeigt worden, daS aus P(z,;)o Q(y,) folgt 
(2,;)=(y,) und umgekehrt. Es sei nun gegeben P(2,) m Q(y,), wahrend 
P und Q von O, U, V entfernt sind und folglich je auBernalb zweier der 
Seiten des Dreiecks UV W liegen (§ 2,5), so daB es immer eine Seite 
gibt, auBerhalb welcher P und Q liegen. Fiir den Fall, daB diese UV 
ist, ist der Satz in 1 bewiesen. Ist sie OU, so wahlen wir A auf OU, 
von O und U entfernt. O, U, V liegen auBerhalb AP und AQ,**) 
und APw AQ, also auch die Bildgeraden A’ P’ und A’Q’ sind von- 
einander entfernt, so daB P’ w Q’. 

Liegt P(p,) auBerhalb der Geraden /, deren Gleichung nach 2 ist 
Sa,é,=0, so ist Sp,é;+0 Denn P liegt von jedem Punkt von / 
entfernt, also P’ von jedem Punkt von 1’, also nach ,,Lin.Gleich.“ § 6,7 
 p,&,+ 0. Auch die Resultate von 2 bleiben also richtig. 

Die beiden Beweisfiihrungen sind fast ungedindert umkehrbar. 


4. Es sei / eine Gerade, auBerhalb welcher U und V liegen, aber O 
vielleicht nicht; 7’ der Schnittpunkt von / mit UV; A ein Punkt von l, 
der von O und T entfernt ist; C ein beliebiger Punkt von/. Wir nehmen 
einen Augenblick an, da8 die Bildpunkte A’, T’, C’ ein Dreieck bilden; 
dann folgt aus C’wT"’, daB Cw T, also C liegt auBerhalb UV, also C’ 
auBerhalb U'V’. U’ und V’" liegen auBerhalb A’ 7” und C’ 7’, und O’ 
auBerhalb einer dieser Geraden, z.B. A’ 7’. Dann ist A’ 7” nach 2 
Bild der Geraden AT, also nach 2 oder 3 liegt C’ auf A’ 7”. C’wA'T’ 
ist also ungereimt, d. h. C’ liegt auf A'T’; 1 wird also durch eine homo- 
gene rechtslineare Gleichung dargestellt. 





13) Wire nicht bekannt Vw AP und Vw AQ, so lagen (da Vw P,Q) P und Q 
auBerhalb UV. 
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5. Es sei weiter m eine Gerade, auBerhalb welcher V liegt, aber U 
vielleicht nicht; A der Schnittpunkt mit OV, B ein Punkt von m, der 
und U und A entfernt liegt, C ein Punkt von m, der von U entfernt liegt. 
Nehmen wir an, daB A’ B’ C’ ein Dreieck ist, so liegt U auBerhalb A’ B’ 
oder A’C’ und V auBerhalb beider; wir kénnen also eine Ungereimtheit 
herleiten wie in 4. 

6. Der Satz, daB das Bild einer Geraden, auBerhalb welcher V nicht 
zu liegen braucht, eine Gerade der numeralen Ebene ist, wird ebenso 
leicht bewiesen. 

7. Die Koordinaten eines Punktes, der nicht von U und V entfernt 
zu liegen braucht, kénnen jetzt nach der Methode von 3 bestimmt werden. 
Ebenso wie dort sieht man ein, daB die Resultate von 1 und 2 giiltig 
bleiben. 


8. Die Beweise von 1 bis 6 kénnen vereinfacht werden, wenn man 
voraussetzt, daB es mehr als drei voneinander entfernte Punkte auf einer 
Geraden gibt. Wir haben diese Voraussetzung nicht gemacht, weil zwar 
der Fall, daB jede Gerade genau drei Punkte enthilt, trivial ist, nicht aber 
der Fall, daB auf einer Geraden drei voneinander entfernte Punkte bekannt 
sind, wahrend es nicht ausgeschlossen ist, daB es deren mehrere gibt. 


§ 12. 
Koordinaten im Raum. 


1. Wir nehmen ein Fundamentaltetraeder OUVW und den Hinheits- 
punkt E auBerhalb seiner Ebenen. Es sei P ein Punkt auBerhalb UVW; 
E,,. Py, die Projektionen von EZ, P aus W auf OUV; E,, P, diejenigen 
aus VW auf OU; E,, P, aus UW auf OV; £,, P, aus UV auf OW. 
Die Koordinaten von P im System HUVWO werden gegeben durch das 
1. Verhaltnis 

@, 2%: %,:2%,—(P, £,OU):(P,£,OV):(P,£,0W):1. 
2, :%_:2x, sind also die Koordinaten von P,, im System ZUVO. 

DaB diese Abbildung zwischen dem Raum und dem numeralen Raum 
eineindeutig ist, zeigt sich wie in § 11, 1. 

2. Die Gleichung der Ebene. Es sei 6 eine Ebene, auBerhalb welcher 
O,U, V, W liegen; P ein Punkt, der von OW und UVW entfernt liegt. 
Neben denen aus 1 fiihren wir noch die folgenden Bezeichnungen ein: 
6 trifit OP, OP,,,0U, OV, OW baw. in D, D,,, D,, D,, Dy; OP, trifit 
UV in L; OP trifft UVW in M. Nach § 11, 2 ist 

(P,D,OU)+(P,D,OV.) =(P,.D,0L); 
(P,,D,,0L)+(P,D,OW) =(PDOM); 
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also 
(P,D,OU)+(P,D,0V)+(P,D,OW)=(PDOM). 
Ziehen wir noch die Formel 
(P,D,OU) =< (D,£Z,0U)=(P,Z,OU) (§ 10, 4) 


heran und setzen wir (Z,D,OU) = — &, — usw., so folgt 


i 
1 &, 
mhz +o%hy +2287 +(PDOM)= 0. 

Somit ist Sz, &, = 0 not- 
wendig und hinreichend, damit 
P in 6 liegt, und Sa; &; +0, 
damit P auBerhalb 4 liegt. 

Ist nicht bekannt, daB P 
auBerhalb OW liegt, aber ist 
P von O entfernt, so liegt P 
auBerhalb OV, und der obige 
Beweis gilt nach Vertauschung 
von Vmit W. Ist PwO nicht 
bekannt, so liegt P auBerhalb 
6 ($4, 3) und 2, &, +0, also 
>» 2,§,+0, oder Pw. 

3. Da die Ausdehnung auf 
die vorlaufig ausgeschlossenen 
Punkte und Ebenen analog verliuft wie in § 11, wollen wir diese nicht in 
Einzelheiten ausfihren. 








Fig. 13. 


§ 13. 
Koordinatentransformationen. 

1. Dieser Paragraph kmiipft an die Abhandlung ,Lineare Glei- 
chungen“ an. Wir beschrinken uns auf den Fall n=4. Vier Punkte 
A(a;), B(b;), C(e;), D(d;) in Tetraederlage bestimmen zu je dreien die 
Ebenen BCD (S2,§;=0), ACD (S2,9,=0), ABD (S2,6;=0), 
ABC (S2,9,=0). Zum beliebigen Punkt (z;) kann man J, yu, », @ 80 
bestimmen, daB z, = 4a, + wb, +¥re,+ od, (,,Lin. Gleich.“ § 6, 5), also 
SS 2;,§,=14 Sa,é,. Da Sa;&, +0 (,,Lin. Gleich.“ § 6, 7), folgt aus 4 +0, 
daB S’z,&,+ 0. Folglich ist fiir jedes 1. Verhaltnis der x; eines der ersten 
Glieder von den Gleichungen der Ebenen von 0 entfernt; dann kann man 
aber nach ,,Lin. Gleich.“ § 5, Satz IIIT A, B,C, D so permutieren, dab 








EY 
4= -» |. 
Py +++ % 
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Wir fiihren nun neue Koordinaten ein durch 


, 


(1) aoe S265 z= Dan,; = D270; w= D2; 9;. 
Satz. Die Beziehungen des Zusammenjallens und der Entfernung 
zwischen Punkten sind dieselben fiir die neuen Koordinaten wie fiir die 
urspriinglichen. 
Der Beweis beruht auf den Identitaten 


(2) » (x — ey)& = 2 —ey;, usw. 


Wenn z;= oy, ((=1,...,4), ist ae—oyj (¢=—1,...,4). Wenn 
a=—eoy; (i=1,..., 4), so folgt, wegen 4 +0, aus ,Lin. Gleich.“ § 5, 
Satz IV, da® fiir keinen Index ¢, z;— oy, +0 sein kann. — Wenn fiir 
jedes o fiir einen Index i, z,— oy; +0, so ist nach ,Lin. Gleich.“ § 5, 
Satz IV fiir einen Index k, 2} — oy; +0. Wenn schlieBlich fiir jedes 0 
fiir ein gewisses k, x; — oy; +0, so ist das erste Glied der betreffenden 
Identitaét, also wenigstens ein Term daraus, von () entfernt. 


2. Aus (1) folgt das aquivalente System 


i i , 
4, §,+ 27,6 +27,6+2,€,—2, = 0. 











Ee Eg B&! 1& 2 
|S, Sa} 1 $3 | Ss $y 7 
Z| + 2 + 2%, | 0. 
1% | " " % 9, Va | 
> - > +> a} 
< FS EEE ie ¢£ , 
&, sy és Si Se | Ss Sa 7% 
' | 
Zi % Ye Us) 7%) Ye Ne | — | M1 Ye Xe | =. 
a - , 
C, oe os C, Cy &, 10, Cy 2% 
> > > 
! t id , 
é, Se %3 z, 
, 
"1 Ya "3 % | 
a4—-|> > 2° 5 =0, 
'- bq Cs ts 
, 
Pi Po Ps % 
ate oa Ss 8 


aus welchem sich nacheinander z,,...,2,, und zwar nach ,,Lin. Gleich.“ 
§ 4, 8 als homogene rechts lineare Funktionen von z{,..., 2{, berechnen 
lassen. 

Man sieht jetzt leicht ein, dab, wenn P(z;), Q(y;), R(z,;) Punkte 
in Dreieckslage sind, die Ebene PQR identisch ist mit der Spezies der 
Punkte S, deren neue Koordinaten uj in der Form uj= Ai2j+ pwyj+ vz; 
darstellbar sind. Wahlt man fiir P,Q, R die Punkte A, B, C (1), so ist 
die Gleichung der Ebene in den neuen Koordinaten 2; = 0; die Geometrie 
in einer Ebene « des R, ist also eine zweidimensionale Geometrie, in der 
die Geraden die Schnitte von « mit den von « entfernten Ebenen sind. 
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3. Nachdem die Punkte A, B, C, D (1) festgelegt sind, kann man 
durch die Substitution 


1 
ai’ = % 


sorgen, daB die Koordinaten eines Punktes H(e;) auBerhalb der Tetraeder- 
flachen (1, 1, 1, 1) werden. 

4. Analoge Satze fiir die Ebene lieBen sich jetzt leicht aussprechen 
und beweisen. Beziiglich 3 muB bemerkt werden, da8 man fiir Z z. B. 
den Schnittpunkt von BQ und CP (Pauf AB, Q auf AC) wahlen kann; 
dann wird P (1,1, 0), Q (1, 0, 1). 


§ 14. 
Der Satz von Pascal. 


1. Wir geben diesen Satz zuerst in der engen Fassung: 

Liegen die Eckpunkte eines Sechsecks abwechselnd auf zwei sich 
schneidenden Geraden und liegen diese Eckpunkte voneinander und vom 
Schnittpunkt der beiden Geraden entfernt, so liegen die Schnittpunkte 
der Gegenseiten auf einer Geraden. (Aus der Voraussetzung folgert man 
leicht, daB diese Schnittpunkte bestehen und voneinander entfernt sind. ) 

Eine weitere Fassung ist: 


Sind A, A’ sowie B, B’ und C,C’ Gegenecken eines ebenen Sechs- 
ecks, von denen A,B,C und 4’, B’,C’ je auf einer von zwei vonein- 
ander entfernten Geraden durch O liegen, wahrend B, C, A’, B’, C'w 0; 
AwB,C und C’w A’, B’, so bestehen die Schnittpunkte der Gegenseiten 
des Sechsecks und sie liegen auf einer Geraden. 


Satz. Die weitere Fassung des Satzes folgt aus der engeren. 
Beweis. DaB8 die Schnitt- 
punkte der Gegenseiten bestehen, 
folgt aus Aw A’B und Aw A’C 
und C’wB’C. Es sei P der g 
Schnittpunkt von BC’ und B’C; 8 
Q von AC’, A’C; R von AB’, 
A’B. Aus C’ w B’ Cfolgt C’ wP, 
also Pw 0’ A, also PwQ. Wir 
wollen nun einen Augenblick an- RA 
nehmen, es liege R auBerhalb 
PQ. Dann ergibt sich aus QwR 
entweder QwA’ oder Rw A’; aus beiden folgt AwO. Ferner ergibt sich 
aus QPwaQR 


Fig. 14. 


35* 








532 A. Heyting. 


entweder Q Pw A'C | oder QRwA’'C (§2, 5). 
PwA'C, also B’wA’ RwA'C, also BoC 
und PwC, also PwOC, und Ra@A’, also B’w A’. 


also Pw B, also Ba C. 


In beiden Fallen sind alle Voraussetzungen des engeren Satzes erfiillt; 
es ist also ungereimt, daB R auBerhalb PQ liegt; R liegt also auf PQ 
(§ 4, 6). 

2. Der Satz von Pascal in der analytischen Geometrie. 





Vahlen hat allgemein bewiesen, da8 in einer Koordinatengeometrie 
der Satz von Pascal dquivalent ist mit der kommutativen Eigenschaft der 
Multiplikation (,,Abstrakte Geometrie“ II, Art. 83, 101). Der folgende 
Beweis verlauft etwas einfacher und ist eine Anwendung unserer Desig- 
nantentheorie. 


Es seien zwei voneinander entfernte Gerade durch O gegeben und auf 
jeder von diesen drei voneinander und von O entfernte Punkte A, B, C 
baw. A,, B,, C,. Nach § 13, 4 gibt es ein Koordinatensystem, wofiir die 
Koordinaten dieser Punkte die folgenden sind: 

0(1,0,0); A (1,0,1); B (1,0,p); C (0,0, 1); 

A, (0,1,0); B,(1,1,0); O,(1,g,0). (p,q+0, 1). 

Man findet dann fiir die Koordinaten der Schnittpunkte: 

von AB, mit A,B: (1,1—>p, p), 
»n AC, » A,C: (0, —gq, 1), 
» BC, » B,C: (9, 9 9p? —P). 

Die Bedingung dafiir, daB diese Punkte auf einer Geraden liegen, ist 
nach ,,.Lin. Gleich.“ § 6, 2 
{Do me 
0 —q 1 = 0. 

'q q @P-—P 


+ 


4= 








Wir multiplizieren die erste Reihe links mit g und die erste Kolonne 
rechts mit : (,,Lin. Gleich.“ § 4, 1, 2). 


\l q—qp 4qp 
4=|0 —q 1 
1 q @p-—pPp 
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Wir subtrahieren die erste Reihe von der letzten (,,Lin. Gleich.“ § 4, 7). 
1 q@-qP 4@pP 
—¢ 1 


4='|0 
0 qP at 





Hier subtrahieren wir die erste Kolonne, nach Multiplikation mit 
bzw. (¢ —qp) und gp (links) von der zweiten und dritten Kolonne (,, Lin. 
Gleich.“ § 4, 7). 


j1 0 





_ 1 
4=|0 —¢ 1 - q | (olin. Glech.« § 8, (5). 
7. =F 
|\0 gp —p + 
Peat an TO I 


PDE ess So ot arf = Le 
Pp IP-7 Pq IP) 7° 


Der Satz von Pascal ist also aquivalent mit pg = gp, wenn p,q + 0,1. 
Fiir alle Werte von p,q folgt aber aus pg—qp+0 sowohl p +0 
als g+0, und, da p(q—1)—(q¢q—1)p +0, auch g—1+0; ebenso 
p —1+0. Wenn der Satz von Pascal gilt, ist also fiir alle Werte von 
p,q unmdglich, daB pq +qp, also pg = qp. 


§ 15. 
Der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. 


Wir wollen noch den Beweis von Schur (Grundlagen der Geometrie 
§ 4, Nr. 17) einer Revision unterziehen. Zur Vereinfachung nehmen wir 
hier und da mehr als drei, aber héchstens fiinf, voneinander entfernte Punkte 
auf einer Geraden an. 

Hilfssatz 1. Eine Projektivitét zweiter Stufe, zwischen zwei von- 
einander entfernten Geraden 1, und J,, welche entsteht, indem man die 
Punkte von J, aus S, auf J, und dann aus S, auf |, projiziert, ist eine 
Perspektivitaét (Projektivitat erster Stufe), wenn J, durch den Schnittpunkt 
A von I, und J, geht. 

Beweis. Nach Definition der Projektivitét mu8 vorausgesetzt werden 
lL@wl,; S,owl,,1,; S,wl,,1,. AuBerdem setzen wir vorlaufig voraus 
l,wl,,l,; S,@S8,. Den Schnittpunkt von /, mit 8,8, bezeichnen wir 
mit P. Sind B,, C0, Punkte von /,, die voneinander und von A und P 
entfernt liegen, B,, C, ihre Bilder auf /,, so folgt unmittelbar aus dem 
ersten Satz von Desargues, daB B,B, und C,C, sich schneiden in S 
auf S,S,; S liegt auBerhalb 7, und /,. Nun gilt fiir jeden Punkt D, 
von /,, der von A und P entfernt liegt, D,w B, oder D,wO,, z. B. D, w B,; 
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ist dann D, das Bild von D,, so schneiden auch B, B, und D, D, sich 
auf S, 8,, also D, D, geht durch S. Es sei weiter £, ein Punkt von l,, 
der nicht von P entfernt zu 
liegen braucht; Z, sei sein Bild 
und £, seine Projektion aus S 
auf 1,. Aus E,w E, wiirde fol- 
gen S, E,wSE,, also entweder 
S, E, w 8, 8, oder 8S E,w 8, S,; 
aus beiden folgt £,wP, also 
ein Widerspruch. Ist schlieBlich 
F, ein Punkt von J,, der nicht 
von A entfernt zu liegen braucht, 
Fig. 15. und bestimmen wir F, und F, 
wie oben #, und £,, so wiirde 

aus F,a F, folgen F,wA oder F,wA und aus beiden einfach F, w A. 
Wir lassen jetzt die Voraussetzungen S, mS, und /l,q@l, fallen. Wenn 
wir B, und C, auf 1, so bestimmen, da8 sie voneinander und von A ent- 
fernt liegen, und B,,C, haben die obige Bedeutung, so treffen sich 
B, B, und C,C, in S auBerhalb 7, und J,. D, sei ein Punkt von l,, 
entfernt von A; D, und D, werden bestimmt wie oben. Nun ist entweder 
l,wl, oder S,wl, und entweder S,wS, oder S,wl,; wir brauchen nur 
den Fall S,wil, noch zu betrachten. Aus D,wD, wiirde nun folgen 
D, D,wD, D,, also 8,wD,D, oder Sym D,D,. Aus dem ersten folgt 
D, ao D,, also l,wl,; aus dem zweiten 8, S,, also C,wC,, also wieder 
l,wl,; auch liegt S, auBerhalb S,C, oder S, D,, also S,wS,. Fiir den 
Fall l,wl,, S,@S, ist aber schon D,oD, bewiesen, so daB D,w D, zu 

einem Widerspruch fiihrt. 








Ein Punkt F,, welcher nicht von A entfernt zu liegen braucht, wird 
behandelt wie oben. 


Statt 1,1, kann man auch die Forderung /,m/, fallen lassen; das 
gibt einen analogen Beweis. 


Hilfssatz 2. Fiir die Konstruktion einer Projektivitét zweiter Stufe, 
wie im Hilfssatz 1 umschrieben, kann |, ersetzt werden durch jede Ge- 
rade 1;, von welcher der Schnittpunkt O von l, und J, entfernt ist und 
deren Schnittpunkt mit 1, von dem Bild des Schnittpunktes mit J, ent- 
fernt liegt. 


Beweis. l! treffe l, in Z,, 1, in F,. AuBer den notwendigen An- 
nahmen |, w/,; S,l,,1,; S,wl,,l,; 4oO; F,w EH, setzen wir vorlaufig 
noch voraus l,wl,; E,wD,, wo D, derjenige Punkt von J, ist, dessen 
Bild mit dem Schnittpunkt D, von 1, mit 1, zusammenfallt, Nun liegt Z, 
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auBerhalb 8S, D,, also Z,D,wS,D, und S,wD,, also 8S, liegt auBer- 
halb £,D,; die letztgenannte Gerade nennen wir 1,. Die Projektivitat 
zwischen J, und J, entsteht nun auch so: man projiziere die Punkte von 
1, aus S, auf 7,; dann aus S, auf J,; dann aus S, auf J,. 1,,1,,), 
gehen durch einen Punkt und J, @l,, also die Beziehung zwischen J, und l, 











5; 


Fig. 16. 


ist eine Perspektivitét, deren Zentrum S, auBerhalb J, und J, liegt ( Hilfs- 
satz 1). Da 2, E, durch S, geht, folgt aus H,wF,, daB S,wl. Die 
Projektivitét zwischen 7, und |, entsteht nun auch so: man projiziere die 
Punkte von J, aus S, auf J,, dann aus S, aufl;, dann aus S, auf J,. 
Dabei ist, wieder nach Hilfssatz 1, die Beziehung zwischen J, und 1; eine 
Perspektivitat, w. z. b. w. 

Wir lassen nun die Annahme £Z, D, fallen; dann wihlen wir H, 
auf J, so, dab H,wO, D,, E, und G, auf 1, so, dab G,wO, H,, H,; dann 
kénnen wir erst 1, durch H,G, ersetzen und nachher (da FE, w H,, G,) 
H,G, durch 13. 

Wir miissen uns nur noch von der Voraussetzung 1, wl, frei machen. 
Ist diese nicht erfiillt, so ist doch bekannt 1,@/, und man kann, von F, 
statt von EH, ausgehend, den Beweis in analoger Weise wie oben zu Ende 
fiihren. 

Hilfssatz 3. Jede Projektivitat dritter Stufe zwischen zwei von- 
einander entfernten Geraden derselben Ebene fallt mit einer Projektivitat 
zweiter Stufe zusammen. 

Beweis. Die Projektivitaét dritter Stufe entsteht, indem man die 
Punkte von /, nacheinander aus S, auf /,, aus S, auf /,, aus S, auf J, 
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projiziert. S,wl,,l,; S,wl,,l,; 8,ol,,l,; l,owl,. Wir ziehen die Ge- 
rade J,, von welcher S,,1,,1, entfernt sind, und projizieren die Punkte 
von i, erst aus S, auf /,, dann aus S, auf/,. Nach Hilfssatz 2 kann man 
fiir die Konstruktion der Beziehung zwischen /, und 1,, 1, ersetzen durch 
eine Gerade J,, von welcher 1, und die Schnittpunkte von J, mit J, und J, 
entfernt sind. Die Punkte von /, werden also nacheinander auf /,, 1,, J,, l, 
projiziert. Nun ersetzen wir /, durch eine Gerade l,, die durch den Schnitt- 
punkt von J, und/, geht, aber von welcher die Schnittpunkte von 1,, 1, , 1, 
mit J, entfernt liegen. Da nun /,,1,,%, durch einen Punkt gehen, ist 
die Beziehung zwischen 1, und lL, eine Perspektivitat. Endlich ersetzen 
wir J, durch eine Gerade 1, durch den Schnittpunkt von J, mit 1,; dann 
ist die Beziehung zwischen J; und 1, eine Perspektivitat; die Projektivitat 
zwischen J, und J, also zweiter Stufe. 


Hilfssatz 4. Jede Projektivitat zwischen zwei voneinander entfernten 
Geraden derselben Ebene fallt mit einer Projektivitaét zweiter Stufe zu- 
sammen. 


Beweis. Die Projektivitat sei gegeben durch 
1, 2(S,)1,2(S,)l,2 eee m(S,)li4s (n > 3); L4,@l, 


(d. h. die Punkte von J, werden projiziert aus S, auf /, usw.). J, wl, 
oder /,m1,,,; im letzten Fall ist 1,m1, oder 1,wl,,,; so weitergehend 
erhalt man immer J, w/,,, (p< mn). Nun besteht entweder/,_, oder J, , 5; 
wir nehmen das erste an. 1, ,wl, oder J,_,ml,,,; nach Hilfssatz 3 
kann im letzten Fall die Stufe der Projektivitét um 1 herabgesetzt werden. 
Im ersten Fall mu8 untersucht werden, ob /,_, oder J, ,, besteht. Besteht 
L42, 80 ersetzen wir /,_, nach Hilfssatz 2 durch eine von J, ,, entfernte 
Gerade. Besteht/,_,, so unterscheiden wir, ob /,_,w1,,, oder 1,_,ml,. 
Im ersten Fall ersetzen wir J, durch eine von /,_, entfernte Gerade; 
im zweiten ist 1,_,mwl,_, oder 1,_,wi,. Im ersten dieser Fille ersetzen 
wir /,_, durch eine von J, ,, entfernte Gerade. Wir erhalten also jeden- 
falls eine Projektivitét dritter Stufe zwischen zwei voneinander entfernten 
Geraden, die nach Hilfssatz 3 mit einer Projektivitét zweiter Stufe zu- 
sammenfallt. 


Hilfssatz 5. Eine Projektivitaét zwischen zwei voneinander entfernten 
Geraden ist eine Perspektivitaét, wenn der Schnittpunkt der Geraden mit 
seinem Bild zusammenfiallt. 


Beweis. Nach Hilfssatz 4 fallt die Projektivitat zusammen mit einer 
Projektivitét zweiter Stufe, welche wir mit 1, 7(S, )1,2(S,)1, bezeichnen. 
Schur gibt zwei verschiedene Beweise, die gelten, der eine, wenn /, durch 
den Schnittpunkt von 1, und 1, geht, der andere, wenn dieser Punkt von /, 
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entfernt ist. Nur im zweiten Fall wird der Pascalsche Satz gebraucht. 
Das alles bleibt auch fiir uns richtig; wegen der Zerlegung in zwei Fille, 
von denen nicht immer einer erfillt zu sein braucht, ist der Satz aber 
nicht allgemein bewiesen. Man kann aber immer den zweiten Fall erhalten, 
indem man nach Hilfssatz 2 1, ersetzt durch eine Gerade 1;, von welcher 
der Schnittpunkt A, von 
1, und J, entfernt ist und 
welche diese Geraden bzw. 
in P, und Q, trifft. Wir 
andern die Bezeichnung so, 
da8 die neue Entstehungs- 
weise der Projektivitat jetzt 
1, 2(S8,) 1, «(S,)1, heiBt; insbe- 
sondere A, 1(S,) A,2(S,) A,. 
Lage nun SS, auBerhalb 
S,A,,sofolgtedarauseinfach ,,; oP ¥ 
A,@ A, gegen die Voraus- Fig. 17. 

setzung; S, liegt also auf 

S, A, (§ 4,6). Aus 8,1, folgt nun 8, A, wl,, also 8, w1,; ebenso S,wl,. 
Wir wahlen nun B, auf J, so daB B,wA,; B,2(S8,)B,2(S,)B,. Das 
Sechseck A, P, S, B, 8S, Q, erfiillt alle Voraussetzungen fiir den Satz von 
Pascal in seiner weiten Fassung (denn A,,8S,,8,, B,, P,, Q,wA,; 
A, ow 8,, 8,; Q,0 B,, P, oder P,wB,,Q,), also B, und B, liegen mit 
dem Schnittpunkt S von S,Q, und S, P, in einer Geraden. Da S nicht 
von der Wahl von B, abhiangt, ist die Beziehung zwischen B, und B, 
eine Perspektivitat. 

Ist C, ein Punkt von /,, der nicht von A, entfernt zu liegen braucht, 
C, sein Bild wie B, von B,, C, die Projektion von C, aus S auf l,, 
so ist C,wC, ungereimt, da sowohl aus C,wA, als aus C,w A, folgen 
wiirde C, w A,. 

Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, Eine Projek- 
tivitét zwischen zwei voneinander entfernten Geraden derselben Ebene ist 
eindeutig bestimmt durch die Bilder von drei voneinander entfernten 
Punkten. 

Beweis. Die Bilder der voneinander entfernten Punkte A,, B,, U, 
auf J, seien A,,B,,C,. Wenn A,,C,,B,, C, vom Schnittpunkt O von /, 
und /, entfernt sind, gilt der Beweis von Schur. Es sei nimlich /,= A, B,; 
8, der Schnittpunkt von B, B, und 0, C,; 8, derjenige von A, A, und OC, C,; 
dann liegt O auBerhalb 1,; S,wl,,1,; S,ol,, |. 

Die Beziehung 1, 2(S,)l,2(S,)l, ergibt fiir den Punkt P, von 1,: 
P,x(8,) P,2(S,)Ps3; die gegebene Projektivitét fiihre P, in P, iiber. 
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Durch Projektion von A,, B,, C,, Ps aus S, auf J, erhalt man A,, B,,C,, Ps. 
Die so entstandene Projektivitét zwischen J, und J, fallt, da A, mit 
seinem Bild zusammenfallt, 
mit einer Perspektivitét zu- 
sammen, d. h. P; liegt auf 
S,P, und fallt mit P, z- 
sammen; dann aber auch P,; 
mit P,. 

Durch Buchstabenwechsel 
kann man immer entweder 
obige Voraussetzung erfiillen 
oder B,, C,, B,,C,aO. In 

Fig. 18. diesem Fall wahlen wir X 

auf 1,, so daB XwA,, B,, 

C,,O und Y auf 1, unter den analogen Bedingungen; weiter F auBerhalb 

i,,4, und XY. Es seien nun zwei Projektivitiéten gegeben, welche 

A,, B,,C,, P, in A,, B,,C,, P, bzw. A,, B,, C,, Ps tiberfiihren. Durch 

Projektion der Punkte von J, aus F auf X Y erganzt man diese zu Pro- 

jektivitaten, welche A,, B,,0,,P, in A’, B’,C’ P’ baw. A’, B’,C’, P” 

iiberfiihren. Da nun B,,C,,A’,C’mX, sind die Voraussetzungen des 
vorigen Absatzes erfiillt, also P’oP”, also P,oP3. 

Der entsprechende Satz fiir zwei Gerade, die nicht voneinander ent- 
fernt zu liegen brauchen, ist leicht zu folgern. 





(Eingegangen am 15. 12. 1926.) 
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Uber die Reziprozititsgesetze fiir ungerade 
Primzahlexponenten. 


Von 


Ph. Furtwiangler in Wien. 


Bei meinen Untersuchungen iiber die R.G.*) fir Primzahlpotenz- 
exponenten habe ich gefunden, daB sich mein Beweis fiir das allgemeine 
R.G. fiir ungerade Primzahlexponenten 7, den ich in diesen Annalen*) 
entwickelt habe, unter Beibehaltung des Grundgedankens wesentlich kiirzen 
148t. Dies soll im folgenden ausgefiihrt werden. Der Beweis stiitzt sich 
neben dem Eisensteinschen R.G. auf zwei R.G.:in ,,beschrinkter Fassung“. 
Um diese zu formulieren, werde angenommen, daB der algebraische Zahl- 
kérper &*) e unabhangige Klassenverbinde enthalt und daB r,, r,,..., t, 
Primideale ersten Grades aus diesen Verbinden seien. Ist dann a ein 
beliebiges Ideal aus k, so kann man 


a=ar{'...rff!—a[r] *) 
als Zahl aus k wahlen. Sind speziell die 1, so gewahlt, daB die Zahl yu 
aus k l-ter Potenzrest der 1, ist, so soll {[r] gegen « normiert heiBen 
oder umgekehrt. Es gilt nun: 
Satz 1. Ist p ein primdres Primideal aus k mit zugehériger Primar- 
zahl x und q ein beliebiges Primideal und x= q[t], so ist, wenn [tr] 
gegen x normiert ist, 


(1) (2)=(2), n=0(2). 


*) Wir setzen R.G. fiir Reziprozitatsgesetz, R.N. fiir Relativnorm. 

*) Math. Annalen 67 (1909), 8S. 1—81; 72 (1912), 8. 346—386, zitiert R.G. I, IL. 
5) & enthilt stets den Kérper der /-ten Einheitswurzeln. 

*) Bezeichnung und Benennung nach T. Takagi. 
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Satz 2. Haben p,2,q, x dieselbe Bedeutung wie in Satz 1 und 
ist p* ein primdres Primideal aus k mit zugehdriger Primdrzahl x* und 
ist ferner 


(Fett, (Fe) +1, 


so folgt aus {x,2*}={2,2*}=1 stets {x,2}=—1°), wenn [tr] gegen 
a und x* normiert ist *). 


$1. 
Das einfache R.G. in volistindigen Galoisschen Kérpern. 


Unter dem einfachen R.G. in einem Kérper k verstehe ich das Be- 
stehen der Beziehung {x,«}=—1, wenn 2 Primarzahl eines Primideals 
ist. Daraus folgt dann auch, dab (2) =1 ist, wenn @ eine singulire 
Primarzahl aus k ist. Ein Galoisscher Kérper K soll vollstindig heifen, 
wenn er folgende Eigenschaft hat: Ist q eine natiirliche zu / prime 
Primzahl, die in K 1™-te, aber nicht /”*'-te Idealpotenz wird, so enthilt 


Kjq (m=>1). Selbstverstindlich mu8 K auch eine Einheitswurzel ge- 
niigend hoher Ordnung enthalten, damit er Galoissch ist. Da die Prim- 
zahlen g als Teiler der Kérperdiskriminante nur in endlicher Zahl vor- 
handen sind, ist offenbar jeder algebraische Zahlkérper als Unterkérper 
in einem vollstaindigen Galoisschen Kérper enthalten. Mit den vorstehen- 
den Festsetzungen lautet 

Satz 3. In jedem vollstdndigen Galoisschen Korper K gilt das ein- 
fache R.G. 

Beweis. Es ist die Giiltigkeit von {x,«}—1 in K nachzuweisen. 
Es ist klar, daB man sich beziiglich der Zahlen « auf die Betrachtung 
von Zahlen vom Typus x =q([r] beschranken kann. Ferner sieht man 
sofort, daB man p als zur Diskriminante primes Primideal ersten Grades 
annehmen kann. Denn ist p ein beliebiges primares Primideal mit Primar- 
zahl 2, gegen die [r| normiert ist, so bestimme man ein primares zur 
Diskriminante primes Primideal ersten Grades mit gegen [rt] normierter 
Primarzahl 2* so, daB 


(Fe) +1, Ge) +1. 


Es folgt dann aus {x,*}={n,2*}=1 nach Satz 2 {a,x}=1. 


-1 

‘) Es ist {a, 8} = (5) (4) , 

*) Die Satze 1 und 2 sind spezielle Fille der Sitze 1 und 2 in R.G. II, $1. Sie 
sind hier im Anschlu8 an T. Takagi in speziellerer Fassung gegeben, da diese fiir das 


Folgende ausreicht. 
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Es sei also p ein zur Diskriminante primes primires Primideal ersten 
Grades mit der gegen [r] normierten Primarzahl 2. Der Beweis unseres 
Satzes gliedert sich in mehrere Abschnitte nach der Beschaffenheit von q. 

1. q sei ein zur Diskriminante primes, nicht mit p konjugiertes Prim- 
ideal ersten Grades mit der Norm g und es sei Nx = qa. Man bestimme 
dann ein primares Primideal p* in K so, daB 


(2) (S)+1, (S)+1, (B)=(%)=1 @=2,3...m), (%)=1, 


wo x,,2, die konjugierten Zahlen zu x,” bedeuten. Ist dann x* eine 
gegen [r] normierte Primarzahl von p*, so ist nach Satz 1: 
(3) {x ,a*}=1 (6=2,3,...,m), (5)=(),  n,320(0), 


woraus durch Multiplikation: 


a a*\™ 
(%) = (3) 
folgt. Da aus dem Eisensteinschen R.G. {qa, x*}=1 folgt, ist n,=1 
und {x,2*}=1. Analog beweist man {x,2*}=—1, was nach Satz 2 
{x, x} zur Folge hat. 

Ist q und p konjugiert, so bestimme man ein nicht mit p konju- 
giertes primires Primideal p* so, daB (*) +1, (=) +1. Hat dann 2* 
dieselbe Bedeutung wie oben, so folgt aus dem schon Bewiesenen 
{x, 2*} = {, x*} =1 und daraus nach Satz 2 {x,2} = 1. 

2. q sei ein beliebiges Primideal und g = (q q,...q,)°, e==0(1). Es 
sei q,[t] = %, und (xx,...%,)° =f, wo B, abgesehen von J-ten Ideal- 
potenzen, nur durch Primideale ersten Grades teilbar ist. Man bestimme 
nun ein primares Primideal p* wie unter 1. gemaB den Bedingungen (2), 
nur tritt an Stelle von x,, @ jetzt %,, 6. Man kann dann, da nach 1. 


(4) = (=) = 1 ist, wie unter 1. zu der Beziehung {x, 2} —1 gelangen, 


a 


was fiir den Beweis geniigt. 


3. Es sei g= (qq,---a,)''*, @>0, e=_0(1). Man kann den Beweis 
genau wie unter 2. fiihren, wenn es gelingt, die Beziehung {g,,2}, = 1 


zu beweisen, wo g, = y q ist. Der Nachweis dieser Beziehung laBt sich 
wieder zuriickfiihren auf den Nachweis der analogen Beziehung oder des 
einfachen R.G. im Kérper k, =(q,,¢,,), wo ¢,, eine 1-te Einheitswurzel 
(m=>s) bedeutet. In k,=(¢,,) gilt nach 1. und 2. das einfache R.G. 
Wir kénnen daher annehmen, daB es bereits fiir &,_, bewiesen sei und 
seine Richtigkeit fiir k, beweisen. Dazu geniigt das Folgende. Es sei q 
ein Primfaktor von g in k, und x=qra’, wo r ein zur Diskriminante 
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von k, primes Primideal ersten Grades aus k, bedeutet. In k,_, gilt 
dann x=qta', wenn durch die Querstriche die Bildung der R.N. bez. 
k,_, bezeichnet wird. Wir wahlen nun ein primiares Primideal p* in k,_, 
so, daB 

(4) (431) +1, (=) +1, (*) +1. 

AuBerdem legen wir ihm noch folgende Bedingung auf. Liegt g und 


_— . . . - \ 

daher auch t in &,_, im Hauptverbande und ist za; — 6, so soll (-°.) 1 
a~1 P p*/ 

sein. Man kann dann stets eine Primirzahl 2* zu p* ink,_, so wahlen, 


daB (=")—1 ist. p* bleibt in &, Primideal und es folgt {2*, x}—1, 
also auch {x*,x}, = 1. Da ferner {x*, 2}, =1, folgt dann nach Satz 2 
{x, a}, = 1, was fiir den gewiinschten Nachweis geniigt. 


§ 2. 
Das allgemeine Reziprozitatsgesetz. 

Wir beweisen zunichst den folgenden Ubertragungssatz. 

Satz 4. Ist K ein relativ Galoisscher Oberkérper von k und gilt 
in K das einfache R.G., so gilt es auch in k. 

Beweis. Es sei p ein primfres Primideal aus k mit Primarzahl 2, 
ferner q ein beliebiges Primideal aus & und q[r] = x. 

1. p und q werden in K nicht /-te Potenzen von Idealen. Es mége 
in K gelten r,{#] =P, (¢ = 1, 2,...,€), wo [RM] die analoge Bedeutung 
fiir K hat, wie [r) fiir &. Wir bestimmen dann ein primares Primideal 
ersten Grades %* in K so, dab 


(5) (<3) +1, (<3) +1, (f.) —1 16 es 


Wahlt man dann eine zu $* gehérige Primirzahl J/* normiert gegen [R] 
mit der R.N. 2* in k, so gilt: 

(6) = {1I*, x}, = {II", x}, = {x*, 2}, = {2°, x}. 

Da x* gegen |r] normiert ist, folgt dann nach Satz 2 {x,x}=1. 

2. Es sei speziell K =(k, Vn), wo mw eine Zahl aus & ist, und p 
werde in K nicht l-te Idealpotenz. Gilt dasselbe von q, so ist 1. an- 
wendbar. Es mége also q =! in K gelten, es ist dann uw nicht /-te 
Idealpotenz in k. Man wahle jetzt ein zur Diskriminante von K primes 
Primideal ersten Grades O, in K so, daB O0,=—K eine Zahl aus K 
wird und setze N,(K)=xx,. Bestimmt man dann ein primiares Prim- 
ideal p* in & so, daB 


(7) (S)+1, (S)+1, (4) 41, 
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so bleibt p* in K Primideal und es gilt, wenn x* eine gegen [tr] nor- 
mierte Primarzahl von p* in & ist: 1=—{K,2*}, ={xx,,2*},. Da 
nach 1. {x,, 2*}, = 1, folgt {x, a*}, =1. Da ebenfalls nach 1. {x,2*},=1, 
ergibt sich schlieBlich nach Satz 2 {x, x}, =—1. 

Wird p in k l-te Idealpotenz, so bestimme man ein zur Diskrimi- 
nante voh K primes primiares Primidel p* mit gegen [r] normierter 
Primarzahl 2* in k so, daB 


x“ x \ 
(*.)+1, (%)+1. 
Es folgt dann aus dem schon Bewiesenen, da p* in K nicht /-te Ideal- 
potenz wird: {x, 2*} = {2,2*}=1, also auch {x,2}=1. 
8. Es wird im allgemeinen zu / prime Primideale in k& geben, die in K 


l-te Idealpotenzen werden. Man erweitere dann den Koérper K zu einem 
Galoisschen Kérper K* durch Adjunktion der konjugi::+en Kérper und dann 


, -—, = 
zu einem vollstandigen Galoisschen Kérper K = (K*, Vq,, LR a? 


mM 
Es wird dann kein zu / primes Primideal des Kérpers k = (k, Va» VQ» ea 
in K l-te Idealpotenz. Nach §1 gilt in K das einfache R.G., daher 
nach 1. in & und nach 2. in k. 

Damit ist das einfache R.G. fiir alle algebraischen Zahlkérper k 
bewiesen, womit das Bestehen der Gleichung (2) =1 verbunden ist, 


wenn w eine beliebige singulire Primarzahl und a@ eine zu / prime Zahl 
aus k ist. Aus dieser Gleichung l4Bt sich aber in wenigen Zeilen das 
allgemeine R.G. und sein erster Erginzungssatz herleiten, wie in R.G. I 
§ 11 gezeigt ist. 


(Eingegangen am 16. 12. 1926.) 











Die Aufstellung der Klassen- und Ringklassen-Gleichungen 
der absolut invarianten Modulfunktion. 


Von 
Max Gut in Ziirich. 


In folgendem soll eine Methode entwickelt werden, wie man fiir die 
quadratisch imaginaéren Kérper mit (absolut genommen) kleiner Diskrimi- 
nante rasch Klassen- und Ringklassen-Gleichungen und Klassen- und Ring- 
klassen-Invarianten (sowie iibrigens auch die Klassenzahlen) erhilt. Der 
theoretische Weg, einfach in der Transformationsgleichung die absolut in- 
variante Modulfunktion gleich ihrer Transformierten zu setzen und dann 
zuzusehen, wie die Transformationsgleichung eben ,,im singularen Fall“ in 
Klassen- und Ringklassen-Gleichungen zerfallt, ist wegen der zu groBen 
Zahlkoeffizienten nicht gangbar. Man hat daher fiir Beispiele immer Trans- 
formationsgleichungen von Modulfunktionen betrachtet, die nur unter Unter- 
gruppen der Modulgruppe invariant sind. 

Nun gab schon Klein*) auf Grund von Uberlegungen aus der Theorie 
der algebraischen Funktionen einen ,,Ersatz“ der Transformationsgleichunger 
der absolut invarianten Modulfunktion, und dieser geniigt gerade, um den 
singuléren Fall bei kleinen Transformationsgraden einfach zu bekommen. 

Die Bedeutung der Wurzeln der Klassengleichung, die den ,,Klassen- 
kérper“ festlegen, fiir die komplexe Multiplikation und dadurch fiir die 
beziiglich eines quadratisch-imaginaren Kérpers relativ-Abelschen Gleichungen 
sind in einem Lehrbuch von Fueter*) in knapper und independenter Weise 
dargestellt worden. Wir leiten unsere Resultate auf Grund der dort ent- 
wickelten Theorie her, da sich dadurch wesentliche Vereinfachungen in der 


1) F. Klein, Uber die Transformation der elliptischen Funktionen und die Auf- 
lésung der Gleichungen fiinften Grades. Math. Annalen 14 (1879), 8. 111f.; vgl. 8. 129f. 
Oder: Werke, 3. Bd., Berlin 1923, 8. 13f.; vgl. besonders 8. 31. 

*) R. Fueter, Vorlesungen iiber die singuliren Moduln und die komplexe Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. Erster Teil. Leipzig und Berlin 1924. Im 
folgenden durch Angabe des Autornamens zitiert. 
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Darstellung ergeben, und wir benutzen die dort verwendeten Bezeich- 
nungen. 


Wir beschrinken uns auf den Fall, wo das Geschlecht g (p dient 
zur Bezeichnung der Primzahlen!) der algebraischen Kurve, die durch die 
Transformationsgleichung definiert ist, gleich Null ist. Das liefert ziemlich 
viele konkrete Beispiele, wie sie uns wertvoll sind fiir das Verstandnis 
der allgemeinen Theorie. Und da dabei schon alle typischen Gedanken- 
gange auftreten, entwickeln wir die nétigen Uberlegungen zuerst fiir die 
Transformationsgleichung n = 5-ter Stufe: 


(1) ®, (t,r) = 0. 


Hier bedeutet: t= 7(Tz), t =j(z); Tz = Set); a,b,c,d sind ganze 


cz 
rationale Zahlen, deren gréBter gemeinschaftlicher Teiler gleich 1 ist und 
fiir die ad — be =n=5 ist; j(z)=12°J(z), J(z)= eRe in der 
bekannten Bezeichnung von WeierstraB; z= “* ist eine in der oberen 
komplexen Halbebene variierende GréBe. 


Wir abstrahieren nun zunichst vollstandig davon, daB ¢ und r in (1) 
Funktionen einer Variablen z sind. Wir betrachten 1 als einen Parameter, 
der in einer schlichten komplexen Ebene variiert, und ¢ als algebraische 
Funktion dieses komplexen Parameters. Nun konstruieren wir iiber dieser 
t-Ebene die zugehérige y(n) = y(5) = 6-blattrige Riemannsche Flache. 
Hier ist, wie immer, y(n) =n J] (1+ =) wo das Produkt iiber alle 

(p) 
Primteiler p von n zu erstrecken ist”). 

Die Transformationsgleichung ist im Ké6rper + irreduzibel (Fueter, 
37. Satz, 8.42). Es folgt daraus, iibrigens fiir beliebigen Transformations- 
grad n, daB diese Riemannsche Flache nicht zerfallt. Wir bezeichnen sie 
im folgenden mit %. 

Nun iiben wir auf ¢ eine Tschirnhaus-Transformation von der Form 
(2) v* =a,+a,t+a,t*?+ a,t*+ a,t*+a,t° 


aus, wo die Koeffizienten a, (k= 0,1, 2,3,4,5) rationale Funktionen 
von rt sind. 


Durch (2) geht (1) bekanntlich iiber in eine Gleichung von der Form: 
(3) v**+ b.v*® + bo v** + bv** + b,v** + b.0*+5,=—0, 
wo die Koeffizienten 6, (1 =1,2,3,4,5,6) dem Kérper rt angehéren. 


5) Fueter, 8. 37. 
Mathematische Annalen. 98. 36 
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Man wei®, warum man (2) gerade jene Form gibt: Einen Nenner 
kénnte man auf Grund des Euklidschen Algorithmus mit (1), héhere Po- 
tenzen in ¢ direkt mit Hilfe von (1) wegschaffen. 


Nun ist es von grundlegender Bedeutung, daB sich durch die Tschirnhaus- 
Transformation (2) die Riemannsche Flache %, also insbesondere auch die 
Lage und Ordnung der Verzweigungsstellen iiber der schlichten 1- Ebene, 
wie wohl bekannt ist, nicht andert. % dient, um einen treffenden Klein- 
schen Ausdruck zu wiederholen, als ,,gemeinsames Charakteristikum “ ‘) 
aller Gleichungen (3). Denn es gilt eben auch das Umgekehrte: Wenn 
v* in bezug auf + dieselbe Riemannsche Flache besitzt wie ¢ in bezug 
auf rt, so ist v* als Funktion von ¢ und rt eine rationale Funktion’). 
Daher nennt man ja bekanntlich auch die Gesamtheit aller Funktionen v* 
die zu % gehérenden algebraischen Funktionen. Wir wollen diese Funktions- 
menge mit v> bezeichnen. 


Wir werden weiter unten, unabhingig von den bis dort entwickelten 
Tatsachen, sehen, da8 im Falle n = 5 das Geschlecht Null hat. Sucht 
man folglich durch geeignete Wahl von v* aus v¥* unter der Menge der 
Gleichungen (3) diejenige aus, in der t am einfachsten auftritt®), so ist 
die einfachste Funktion diejenige, welche wir als Abbildungsfunktion er- 
halten, falls wir % auf eine schlichte Ebene eindeutig und (im allgemeinen) 
konform abbilden. Diese bis auf eine gebrochen lineare Substitution wohl- 
bestimmte Funktion werden wir mit v bezeichnen. 


Jedem Werte tr entsprechen (abgesehen natiirlich von den Verzweigungs- 
stellen der % iiber der r-Ebene) auf 9% sechs Werte, also sechs Werte v, 
jedem v entspricht aber nur ein Wert rt. Es ist mithin: 


¢ (v) 
(4) = v(e) 
resp. 
(5) t-y(v)—o(v)=0, 


wo ~(v) und w(v) zwei zueinander teilerfremde Polynome in v sind, von 
denen mindestens eines vom 6. Grade, das andere ebenfalls vom 6. oder 
von einem niedrigeren Grade ist. Die mehrfachen Wurzeln der Gleichung (5) 
bei veranderlichem 1+ miissen genau den Verzweigungspunkten entsprechen, 
welche % iiber der r-Ebene besitzt. 


*) Klein, loc. cit. 8.127, oder Werke loc. cit. 8. 29. 

5) Vgl. z. B. Klein-Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen, 1. Bd., Leipzig 1890, 8.498 unten. 

*) Wie man das ja immer tut, wenn man Riemannsche Flichen konstruiert. 
Vgl. z. B. Osgood, Funktionentheorie, 1. Teil, 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1912, 8. 368 f., 
wo z unserem rt, w unserem ¢ resp. v* entspricht. 
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Wir gehen nun iiber zur Untersuchung dieser Verzweigungsstellen, 
wobei wir — wie absichtlich weitliufig ausgefiihrt wurde — irgendeine 
der Gleichungen (3), also sechs zusammengehérende Wurzeln v* irgend- 
einer Funktion von v# herbeiziehen kénnen. Wir nehmen die Funktion 1. 
Jetzt erst wollen wir uns wieder erinnern, daB ¢ und r eindeutige Funk- 
tionen einer Variablen z sind. 

Die sechs Wurzeln sind: 


(2 z+1 .(z+2 .(/z+8 
w=i(5), ami), ss). as). 
.(z+4 , 
t,=3(224), t, =7(52). 

Diese Wurzeln sind invariant unter gewissen Untergruppen der Modul- 
gruppe @ und kénnen, da sie identisch in z doch voneinander verschieden 
sind, nur einander gleich sein, falls t=, 12* oder co ist. 


Genauer ergibt sich, falls wir auf den konventionel] gebrauchten Dis- 
kontinuitatsbereich (D.-B.) der Modulgruppe reduzieren: 


a) Verzweigung bei r= 0. 


i(2) =5 (24*) =1(5e)=5(5e+2), i 


8 } 
oe iF 
(SF )=i(}) -i()- i(*#*) 


Die Wurzeln sind je zu dreien einander gleich. 





b) Verzweigung bei r= 12°. 
i(E) =4(58), 


+1 .(t+4 .(5i-—1 
i(* 5 )=i( 5 =i ), 
2 .(i+8 ose 
i(*) = 1 (FF) - i= 12". 

Uber dem Punkte t= 12° ist mithin die Verzweigung so: Zweimal 
hangen je zwei Blatter zusammen fiir die ersten vier Wurzeln dieser An- 
ordnung. Dagegen tritt fiir die beiden letzten Wurzeln ein besonderer 
Fall auf. Hier hat nimlich auch die Wurzel t = j(7'z) eine Verzweigungs- 
stelle erster Ordnung, so da8 man nicht nur in der Umgebung der Stelle 
t = 12° diese beiden Wurzeln trennen kann, sondern auch im Punkte tr = 12° 
selbst. Die beiden korrespondierenden Blatter der Riemannschen Flache § 


verlaufen demnach isoliert iibereinander weg ohne jede Verzweigungsstelle. 
M.a.W.: Nimmt man an Stelle von ¢ eine andere Funktion v*(z) aus 


vz, so sind i. A. die beiden Wurzeln vt (242) und v o(2+*) fir z=1 
voneinander verschieden, 


> we. 














36* 
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c) Verzweigung bei t= oo. 
Fiir z= ico, wo das Symbol oo eine iiber alle Grenzen wachsende 
Folge positiver Zahlen bedeuten soll, werden alle sechs Wurzeln co: 


(5) —s(EE4) = s(t) msl) mil) 





. -¥ 
= j(5%00) = j (#00) =o. 


Gehen wir um den unendlich fernen Punkt, d. h. also in seiner Um- 
gebung herum, indem wir ico um reelle GroBen wachsen lassen, bis es 
tcoo-+1 wird, so vertauschen sich die ersten fiinf Wurzeln zyklisch, da 


die fiinfte wegen 
(A) iF) 

in die erste iibergeht. Die letzte Wurzel j(5% 00) aber ist dabei wieder 
(im ganzen iibrigens fiinfmal) auf ihr Ausgangsargument zuriickgekommen. 
t= j(z) ist fir z—#0o auch oo, und wir befinden uns daher in einem 
analogen Fall, wie wir ihn unter b) betrachtet haben. Die Interpretation 
unseres Resultates betr. die Umschreitung des Punktes t= co auf der 
Riemannschen Flache liefert uns daher: 

Fiinf Blatter sind im Punkte t = oo zyklisch miteinander verbunden, 
eines ist isoliert. 

Bedeutet », je die Anzahl der in einem Verzweigungspunkte der § 
iiber ta miteinander zyklisch verbundenen Blatter, »,— 1 daher die 
Verzweigungsordnung, so ist fiir: 


t=Q0 ;: % =3; 3 vy, —~1l=2; 2 
t= 12°: Vyq3 = 2; 2 ¥3q3 — ] == 1; 1 
T=CO : ¥, =5 %, —~l=é4. 


Ist N die Blatterzahl, g das Geschlecht und » wie eben die Anzahl 
der in einem einzelnen Verzweigungspunkte zusammenhangenden Blatter 
einer Riemannschen Fliche, so besteht die Beziehung: 


g=—N+14+5 5 (r-1). 
(¥) 


Da N=y(n)=y(5)=6 ist in unserem Falle, so folgt fiir unsere 
Flache %, wie oben schon erwahnt: 


g=0. 


Wir gehen nun iiber zur Aufstellung der Gleichung (5): 


— #() 
y(v)’ 


oder j—129= 29 wo z(v)= p(v) — 12% y(v). 
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Nach unseren Ausfiihrungen haben diese Funktionen die Form 

p(v) =(v° + Av + B) 
(6) y(v)=C(v+D)(v+£B)° 

z(v) = F(v*® + Gv + H)*(v* + Ivo + K) 
und keine Gleichung von der Form 

d-p(v)+ w-y(v)=0, 

wo 4 und wu beliebige Konstanten sind, die von g(v)=0, y(v)=0 und 
z(v)=0 verschieden ist, darf mehrfache Wurzeln besitzen. 

Die Funktion v ist invariant unter einer gewissen Untergruppe der 
Modulgruppe und, da iiberdies algebraisch verkniipft mit t= j(z), eine 
Modulfunktion. Um den unendlich fernen Punkt entwickelt, wird sie da- 
her durch eine gewisse Potenzreihe in g = e**** darstellbar sein, wo auch 
rational gebrochene Exponenten bei g auftreten kénnen, aber nur endlich 
viele negative. Sie ist andererseits nur bis auf eine gebrochene lineare 
Substitution bestimmt, und wir haben fiir ihre Normierung noch drei 
Freiheitsgrade. Man kann auf Grund dieser beiden Tatsachen vermuten, 
daB es méglich ist, v jedenfalls so festzulegen, daB alle Koeffizienten in 
(6) ganze rationale Zahlen sind. Denn auch t=j(z) hat ja nur ganze 
rationale Zahlkoeffizienten, wenn es als Potenzreihe von g dargestellt wird. 

Wir verfiigen jetzt: 

1. Fiir v= oo soll der fiinffache Faktor in y(v) verschwinden. 

2. Fiir v=0 soll der einfache Faktor in y(v) verschwinden. yw(v) 
erhalt mithin die Form: y(v)= Cv. 

3. B kann nicht null sein, weil sonst g(v) und y(v) einen gemein- 
samen Faktor besiBen. Wir setzen als letzte Bedingung noch fest: B = 5. 
Dadurch wird v bis aufs Vorzeichen festgelegt. Sei C>0, so ist auch 
iiber dieses Vorzeichen verfiigt. 


Der Erfolg wird zeigen, daB diese Wahl zweckmaBig ist. Darunter 
verstehen wir, da8 dann immer noch in den Gleichungen (6), die jetat 
folgende Form haben: 

p(v)=(v*+-Av-+5)° 
(7) y(v)=Cv 
z(v)=(v° + Gv+ A)*(v*+ 10+ RK), 
wobei identisch in v 
(8) p(v) — 12° y(v) — z(v)=0 
ist, die Koeffizienten ganzzahlig und eindeutig bestimmt sind. Es ist noch 
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etwas zu begriinden, warum wir auf die Festsetazung B = 5 kommen. Es 
wurde schon bemerkt, daB v eine Modulfunktion und natiirlich von fiinfter 
Stufe ist. Es zeigt sich, daB v im wesentlichen eine Potenz der Funk- 


tion Yn, ist, die Fueter auf S. 40 einfiihrt. Wir fassen die Gleichung 
9(v) — r-y(v) =0 

ins Auge. B° ist die Norm von v. Bilden wir andererseits die Trans- 

formationsgleichung zwischen », und j, so ist die Norm der », gewiB 

eine rationale Funktion von j(z). Auf Grund des 32. Satzes, Fueter, 8. 40 

ist die Norm der 7, sogar eine ganze rationale Funktion von j(z). Das- 


selbe gilt aber auch fiir die Norm von 1 Das ist nur méglich, wenn 


diese Norm eine Konstante ist, die natiirlich nicht Null sein kann, da ja 
keine der Funktionen 7, identisch verschwindet. Aus der Formel fiir »,, 
Fueter, 8.48 geht sofort hervor, daB diese Norm die 12. Potenz der 
Zahl 5 ist, da nur die Wurzel fiir 7,z = 5z einen von einer Einheit ver- 
schiedenen Zahlfaktor liefert fiir das konstante Glied in der Entwicklung 
nach Potenzen von g. Da wv eine gewisse Potenz von y n, ist, kann B 
nur den Primteiler 5 enthalten ’). 
Fiihrt man die Polynome (7) in (8) ein, so liefert die Koeffizienten- 
vergleichung : 
84—1-—26=0 {5} 
15+3A*— K—G*—2H-—2GI=0 {4} 
380A + A* — 2GH— G*I— 2HI-— 2GK=0 {3} 
75 + 15A* — H* — 2GHI—G* K—2HK=0 {2} 
75A — 2GHK — H*I]— 12°C=0 {1} 
5*— H*K=0 {0}. 
Aus {0} folgt entwederr H= +1, K=5*, oder H= +5, K=5. Aus 
{5} folgt I=G@ (mod3) und daher aus {4}: K=H(mod3). Also 
bleiben nur die beiden Méglichkeiten H= —1, K=5* und H= K= +5. 
Die zweite Lésung ist auszuschlieBen, weil sonst aus {5} und {1} folgen 
wiirde, daB C= 0 ist gegen Voraussetzung. Mithin ist 
H=-—1, K=5* 
und die Gleichung {0} ist erfiillt. 





") Da der Ansatzg B=5 sich als durchfiihrbar erweisen wird, ergibt sich dann 
auch, daB v= V2, sein muB. Doch brauchen wir all das nicht zu wissen, weil es sich 
nur darum handelt, jenen Ansatz plausibel zu machen. Man vergleiche hier auch die 
Uberlegungen fiir die Umrechnung der rechten Seite der Gleichung (4), S. 898, in 
G. Vivanti, Elementi della teoria delle funzioni poliedriche e modulari, Milano 1906. 
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Setzt man diese Werte ein und eliminiert zugleich J vermége {5}, 
so erhalt man folgende vier Gleichungen fiir die drei Unbekannten A, C 
und G, wobei iiberdies C nur in der letzten auftritt: 


86 = (A — G)° {4’} 

36(A —7G)+(A+2G6)(A—G)*=0 {3’} 
108 = 48G* — 24G —5A® {2°} 
24+7G=48C>48 {1'} 


Setzt man die rechte Seite von {4’} in {3’} ein, so ergibt sich 
2A=5G>0 


mit Riicksicht auf {1'}. Hieraus folgt in Verbindung mit {4’}: G = 4, 
A=10. Dann ist auch {2°} erfiillt und aus {1’} ergibt sich C=1, 
endlich aus {5}: J = 22. 

Wir haben damit folgende Darstellung von t=j(z) als Funktion 
von v erhalten: 


(9) t:t—129:1=(v2+ 100 + 5)*:(v® + 40 — 1)" (v0? + 220 + 5%): 0. 
Abstrahieren wir jetzt wieder davon, daB in (1) ¢ und rt eindeutige 
Funktionen einer Variablen z sind, und erinnern wir uns der Tatsache, 


daB ® (t,t) in ¢ und +t symmetrisch ist (Fueter, 38. Satz, 8. 43), so 
kénnen wir sofort folgern, daB auch 


(10) #:¢ —12%:1—(u?+ 10u+5)*:(u?+ 4u—1)*(u*+ 22u4 5%): 4, 
wo u ebenfalls auf der Riemannschen Fliche § eindeutig, also 


. av+b 
(11) a7 
ist; a, b, c,d sind gewisse Konstanten, ad — be + 0. 

Die Substitution (11) bedeutet eine eineindeutige Transformation 
der § in sich. Sie ist die Interpretation der Aussage: Wir vertauschen 
¢ und t im Ideenkreis der Riemannschen Funktionentheorie. Die Trans- 
formation (11) ist, nebenbei bemerkt, von der Periode 2. 

Nun entsprechen, wie wir weiter oben sahen, t= co nur zwei Punkte 
der %, und fiir diese war auch too. Bei der Transformation (11) 
werden diese beiden Punkte der { miteinander vertauscht. In der Tat 
braucht man nur wieder um den Punkt t= .0o herumzugehen, also wie 
weiter oben z=icoo, um reelle Argumente wachsen zu lassen. Dann 
geht auch in der Umgebung des Punktes ¢ = co die GréBe j(T'z) = 7 (52) 


wieder in ihren Anfangswert iiber, wenn z um } zugenommen hat, so daB 
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sie fiinfmal ihren Wert angenommen hat, wenn t= j(z) zum ersten Male 
wieder seinen Anfangswert erreicht hat. Fiir die andern 5 Wurzeln ¢ 


i). ACH) C42) CH ACE 


gilt gerade das umgekehrte: Sie gehen in ihren Ausgangswert erst wieder 
tiber, wenn t = j(z) dies bereits fiinfmal getan hat. Mit Riicksicht auf 
die Form des Polynoms y(z) hat also (11) die Gestalt 





oe konst. + 0. 


Endlich behaupten wir °- 5°, 


Denn die beiden Stellen der %, welche durch Nullsetzen des einfachen 
Faktors von z(v) in (9): 


v?+ 220 + 5°*=0 


bestimmt sind, fiir weiche also t= +t = 12* ist, miissen entsprechend der 
Relation (10) durch dieselbe Gleichung in u gegeben sein: 


und folglich ist ihr Produkt, ob nun jede einzelne dieser beiden Stellen 
der Riemannschen Flaiche Fixpunkt der eineindeutigen Transformation 


der % in sich sei, oder ob die beiden Punkte der % dabei vertauscht 
werden : 


(12) u-v= 5%. 


(9), (10) und (12) liefern uns die gesuchte Parameterdarstellung der 
durch die Invariantengleichung in ¢ und + definierten algebraischen Kurve. 
Man bemerkt, daB sie eben unikursal ist. 


Wir erhalten die singulare Gleichung 
(13) ®, (t,t) = 0 


offensichtlich, falls wir t= t, oder, was mit Riicksicht auf unsere Be- 
merkungen zweckmaBiger ist, r — 12* = #¢—12* setzen. Dann wird unter 


Beriicksichtigung von (12): 
(14) (v*+ 220+ 5°) (v*9—4-5°v—5*)* = (v*+-220+ 5°) v4 (vp? +40 —1)*. 


Zunachst erhailt man, was wir schon wissen, durch Abspaltung des 


gemeinsamen quadratischen Faktors auf beiden Seiten von (14) fiir v die 
Werte 


wee mepetl 
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und dafiir fiir (13) den entsprechenden Faktor 
(t — 2*-3%)* %). 
Durch Ausziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten der so ver- 
einfachten Gleichung (14) wird: 
(15) v*+ 40° — vo? Fo? t 4-550 4+ 5°= 0. 
Nehmen wir hier zunichst das untere Zeichen, so folgt: 
(v?— 5*)(v?+ 40+ 5%) =0. 
Der erste Faktor dieser Gleichung liefert die weiteren Wurzeln 
v,,%= +575, 
und daher fiir (13) den Faktor 
(4? — 27.5%.79¢ — 219.5%. 114), 
der zweite die weiteren Wurzeln 
%,%= —-2t1le 
und daraus fiir (13) den Faktor: 
(¢ — 2%-3%.118)*. 
Hier und in analogen Fallen kann man natiirlich bei der Berechnung von j 


direkt die Gleichung v* + 4v-+ 5*=0 verwenden, ohne iiberhaupt je auf 
ihre Wurzeln zuriickzugreifen. 


Nehmen wir in (15) das obere Zeichen, so folgt die symmetrische 
Gleichung 4. Grades: 


(v4 + 5°) + 40(v* + 5°) — 20° = 0 
oder 


5° 5*\ 
(9+ 3) +4(0+ =) —2=0. 
Setzt man folglich V = v + =, so erhailt man fiir V die zwei Werte 


V,=—18, V,=—14. 





*) Hier kénnen wir auch die oben offen gelassene Frage entscheiden, ob sich 
die beiden Stellen der %, fiir die r=¢=12* ist, vertauschen. Denn vermige (12) 
wird der Punkt 


v,=—11+2% 
auf den Punkt —11— 2%, und der Punkt 
v,=—11-—2i 


auf den Punkt — 11+ 2% geworfen. Die beiden Stellen vertauschen sich mithin, wenn 
wir die eineindeutige Transformation der Riemannschen Fiiache in sich ausiiben. 
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Der erste Wert liefert die weiteren Wurzeln | 
v,, %& = —9+2y/—11, | 
und daher fiir (13) den Faktor 
(¢+ 2%)’, 
der zweite Wert die beiden letzten Wurzeln 
UV, Wp = 742 y—19, 
und daher fiir (13) den Faktor: 
(¢ + 275.3%)?, 
Mithin lautet die gesuchte Gleichung (13): 
(16) ©, (t,t)— —(t — 2%-3%)*-(2? — 27-58-79 — 27°-55-118) 
>< (¢ — 2%-3%.11%)*-(# + 2%5)*-(¢ + 28.33)? 
Da8 hier auf der rechten Seite das Minuszeichen auftritt, ergibt sich aus 


dem 39. Satz Fueter, 8. 45. Wir haben damit direkt die Zerfallung der 
Gleichung (13) in die Klassen- und Ringklassengleichungen. 


Es ist leicht, auf Grund der Ausfiihrungen bei Fueter, 8S. 58 ff. und 
allgemeiner 8. 77/78 die Zerfallung der Gleichung 


(17) ® (t,t) =0 


in Klassen- und Ringklassengleichungen gerade fiir den allgemeinen Trans- 
formationsgrad nm anzugeben. Wir werden im folgenden die Ideale als 
Ringideale mit dem Fiihrer f=1 auffassen, dann subsumieren sich die 
Untersuchungen iiber die Klassenkérper unter die der Ringklassenkorper. 

Die Gleichung (17) hat so viele Wurzeln ¢, als es Substitutionen 
n-ter Ordnung 7 und Werte z gibt, fiir welche 


(18) Tz=2z 


ist, wo z dem D.-B. der Modulgruppe angehéren soll und die 7' als von- 
einander verschieden aufgefaBt werden sollen, falls sie verschiedene Trans- 
formationsgruppen {, (7') hervorrufen. 

z ist gewi8 eine Zahl, die einem quadratisch imaginaren Zahlkérper 
k(ym) angehért. Denn um die Wurzeln t =co haben wir uns nicht zu 
kiimmern, da sie nur den Grad in ¢ von 2y(n) auf denjenigen der linken 
Seite von (17) erniedrigen. DaB die linke Seite von (17) nicht identisch 
verschwindet, wissen wir nach Fueter, 8.64 oben, da dies gegen die Irre- 
duzibilitét der Transformationsgleichung der absoluten Invarianten in 
k(j(z)) verstoBen wiirde. 

Die Relation . 
D=(a+d)*—4n=u*f*m< 0 
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der 8.77 zeigt uns, welche endlich vielen Kérper k(¥m) und dann je- 
weilen Ringfiihrer f> 0 héchstens in Betracht kommen. 

Wir werden die ganze rationale Zahl x nacheinander alle die endlich 
vielen Werte 0, 1, 2,... durchlaufen lassen, die kleiner sind als 2y/n. Fiir 
jeden einzelnen dieser Werte bilden wir die GréBe x* — 4n und stellen 
alle méglichen Lésungen 


{m; f} 


x*—4n=u'*f*m 


der Gleichung 


zusammen, Hier bedeutet u, wie immer, eine ganze rationale Zahl und f 
den positiv ganzzahlig rationalen Fiihrer. Falls sich fiir verschiedene x 
ein {m; f} mehrmals ergeben sollte, so schreiben wir es nur einmal auf. 

Es sei ferner y(n; m,f) die Anzahl der voneinander verschiedenen 
eigentlichen Darstellungen von n als Norm einer ganzen Ringzahl des 
r(f) im Kérper k(ym). Dann kénnen wir auf Grund des 87. Satzes, 
Fueter 8.78 behaupten, da8 nur der im D.-B. von & befindliche Quotient 


z= -* der Basiszahlen jeder beliebigen Ringidealklasse des Kérpers k()m) 
mit dem Ringfiihrer f eine Lésung von (18) darstellt, zu der iiberdies genau 


y(n; m, f) 
er 


, wo e,= Anzahl der Einheiten in r(f) von k(ym), 


T gehéren, die verschiedene Transformationsgruppen T, (7') hervorrufen. 


Die Gesamtzahl der Wurzeln der Gleichung (17) ist daher, falls h, 
die Ringklassenzahl im r(f) von k(/m) bedeutet: 


y(n; m, f) 
(19) Pe D4, 
Die Anzahl der Ringeinheiten ¢, ist immer = 2 mit folgenden beiden 
Ausnahmen: Wenn m= —1, f=1, so ist e.- = 4, wenn m= — 3, f=1 
ist, so ist e, = 6. 

Mit der Formel (19) hat man aber nicht nur die Anzahl der Wurzeln der 
Gleichung (17), sondern genauer noch die Struktur dieser Gleichung: Wir 
kennen jetzt genau die Zerfallung der singuléren Gleichung in Ringklassen- 
gleichungen, denn die Ringklassengleichung des Kérpers k(m) mit dem 
Ringfiihrer f tritt eben genau 

»v(n; m, f) 


ey 
oft auf. 


Jetzt handelt es sich noch darum, die einzelnen {m; f} den Faktoren 
in (17) baw. (16) zuzuordnen. Dies ist aber leicht. Denn die Ring- 
klasseninvarianten, bzw. -gleichungen von {m;f}, die schon bei nie- 
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drigerem Transformationsgrad n vorkommen, kann man sofort zuweisen. 
Fiir die neuen Faktoren, oder natiirlich fiir alle, wenn man jene Glei- 
chungen nicht berechnet hat, wie es hier nicht nétig ist, geht man am 
besten von den Klasseninvarianten selbst aus, die uns je direkt von 
einem einzelnen Werte v geliefert werden. Es bieten sich dann zwei 
Wege, die bei unseren Beispielen sofort zum Ziele fiihren: Entweder man 
betrachtet die konforme Abbildung von j(z), insbesondere, daB j(z) stetig 
von —co zu 0, von 0 zu 12°, von 12* zu + oo durch reelle Werte 
geht, wenn z von —}-+ #00 zu 9, bzw. von @ zu i, bzw. von ¢ zu too 
auf der Berandung der linken Halfte des D.-B. geht. Oder man be- 
trachtet, wozu meist ein Blick geniigt, die Zerfallung der Klassengleichung 
nach den Geschlechtern*), d. h. wohin die bei den j(f), eventl. auch 
die bei den v-Wurzeln, beziiglich k(y¥m ) neu auftretenden Irrationalitaten, 
soweit sie absolut abelsch sind, gehéren. 

So erhaiJt man im Falle unseres Musterbeispieles sofort fiir die Fak- 
toren von (16): 


Der 1. Faktor ist die Klassengleichung von k(y—1 ) im Quadrat. 


ee fal i » k(y—5). 

, 3 4 »  » Bingklassengleichung von k(¥—1), f=2 im 
Quadrat. 

» 4 » »  » Kilassengleichung von &(V—11) im Quadrat. 

ea 4 oes " » k(¥—19) , 


Entsprechend ergeben sich folgende Klassen- bzw. Ringklassen- 


invarianten : 


j(é) = 2°38 

j(4) = -(ey5as—sy5)", (=) =(2¥5 08 +575)" 
j(2s) = B88. 118, 

j (EM) — om, 





j (-4Es) =— — 23.33 

Fiir die v ergibt sich, wie man gesehen hat, eine analoge Zerfillung, 
weil jedem Werte von v eine Stelle der Riemannschen Flache entspricht 
iiber t und iiberdies j = co fiir v = oo. 





*) Diese wird auseinandergesetzt im § 5 des VI. Kapitels des demnichst erschei- 
nenden zweiten Teiles des erwihnten Buches von Fueter. Vgl. auch Weber, Algebra, 
8. Bd., 2. Aufl, Braunschweig 1908, S. 513. 
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Wir geben nun unten die Resultate fiir mehrere Werte von n, 
wollen aber vorher noch angeben, wie sich fiir allgemeines n die Ver- 
haltnisse gestalten. 

a) Die Verzweigung bei t= 0 wird natiirlich so sein, da8 im allge- 
meinen immer je drei Blatter zusammenfallen iiber dieser Stelle. Denn 
fiir die Umkehrfunktion von j(z) hangen in den Punkten z= So, S be- 
liebig aus G, je drei Blatter zusammen. Ferner ist j(7'z) eine eindeu- 
tige Funktion von z. Eine Ausnahme kann nur eintreten, falls auch 
i(Te)=j(e)= 0 ist. In diesem Falle ist das beziigliche Blatt ¢ unver- 
zweigt iiber r=0. Wir haben demnach 


1 (y(n) — » (m3 —U} 


Verzweigungsstellen 3 — 1 = 2-ter Ordnung. 

b) Analog hangen fiir r=12* im allgemeinen je zwei Blatter zu- 
sammen. Eine Ausnahme kann nur eintreten, falls 7(7¢)=7(¢)=12* 
ist. In diesem Falle ist das Blatt der Riemannschen Flache iiber 12*, 
das ¢ =12* entspricht, unverzweigt. Wir haben demnach 


y(n) — ee zhn} 


Verzweigungsstellen 2 — 1=—1-ter Ordnung. 





c) Fiir t= co wollen wir den allgemeinen Repriasentanten 


= i(=) 


betrachten. Man fasse die Riemannsche Fliche vom Geschlechte Null ins 
Auge, die wir aus dem D.-B. der Modulgruppe & erhalten, wenn wir seine 
Kanten aneinander kniipfen (Fueter, Fig. 11,8.18). Sie deckt sich, auf 
die schlichte Ebene ausgebreitet, mit der t-Ebene. Geht man, wie in 
unserem speziellen Beispiele, auf ihr um den unendlich fernen Punkt herum, 
indem man also in z = z+ #00 die GréBe x um reelle Werte wachsen JaBt, 
so geht nach « Umkreisungen 


(ef) in (bee 





iiber. Wir kommen also auf der Riemannschen Flache dann zum ersten 


Male wieder zur Ausgangswurzel j(“+*) zuriick, falls aw = 0 (mod d) 
ist. Dabei ist von den Lésungen wu dieser Kongruenz die kleinste po- 
sitive gemeint. Ist ¢, wie immer, der gréBte gemeinschaftliche Teiler 
von a und d, so muB 


+ . 4 =0(mod 4), d. h. also u = 0 (mod 4) 
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sein, d.h. u = =. Wir haben (Fueter, 8.37 unten) y(t)4 Reprasen- 
tanten mit gleichem festen d. Folglich haben wir y(t) Zyklen mit gleichem 
festen d. Es hangen mit unserem Reprisentanten <—1 andere Wurzeln 
zyklisch zusammen und diese Zahl gibt die Verzweigungsordnung. Fiir 
jedes fest gewahlte d ist die gesamte Verzweigungsordnung 


p(t): (¢ ~_ 1). 
Diese GréBe ist nun iiber alle Teiler d von n zu summieren, was (Fueter, |. c.) 
y(n) — x v(t) 
ergibt. 
Die Summe = aller Verzweigungsordnungen wird demnach: 
2 y(n;—3,1)), 1 y(n; — 1, 1 
= 5 { (0) — ON fyi) ht v(m) — Slt), 


djn 
= Fyn) - ‘on = =) 4 cites Diya o(t)}. 


M 








Fiir das Geschlecht g der Riemannschen Flache erhalt man, da y(n) ihre 
Blatterzah] ist, die Beziehung: 
, oe 
g= —y(n)+1+ 52 
oder 
12(g—1) = y(n) — {47 ERD 4 gD 46 sony). 
dn 
Der Bau dieser Formel 148t erkennen, warum wir mit Vorteil zuerst 


den speziellen Fall n = 5 behandelt haben. 
Fiir Primzahlgrad p wird 


¥ ;—3,1 ¥ ;-1,1 
12g —p+1—{4°Piee 2) 4 3° ; N, 


Das Geschlecht wird, wie man sofort nachrechnet, gleich Null fiir: 
n= 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 16, 18, 25. 2) 

Wir werden nur Beispiele ins Auge fassen, wo das Geschlecht wesent- 
lich Null ist. Was die Aufstellung der den Relationen (9), (10) und (12) 
entsprechenden Gleichungen anbetrifft, so werden wir sie hier einfach hin- 
schreiben diirfen™). Denn das Verzweigungsschema kann man nach dem 





) Klein, loc. cit. 8. 133, bzw. Werke, loc. cit. 8.35. J. Gierster, Notiz iiber 
Modulargleichungen bei zusammengesetztem Transformationsgrad, Math. Annalen 14, 
8. 537 ff., siehe besonders 8. 538. 

1) Sie finden sich fir die Werte, fir welche g gleich Null ist: Klein, loc. cit. 
S. 148; bzw. Werke, loc. cit. 8. 45/46. J. Gierster, loc. cit. 8. 541/543. 
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Vorausgegangenen leicht aufstellen und hat dann wegen der eindeutigen 
Lésung des Resolventen-Ansatzes nur noch die Richtigkeit der Identitat in v: 
j=(j — 12%) + 12%, 
wo jeder Term als Funktion von v aufzufassen ist, nachzupriifen, um eine 
legitime Ausgangsformel zu haben. Doch wollen wir immerhin darauf 
hinweisen, da8 man fiir die Uniformisierung von ®, (t,t) = 0 mit Vorteil 
gruppen- resp. invariantentheoretische statt zahlentheoretische Uber- 
legungen verwendet**). Dies entspricht natiirlich dem Umstande, daB v 


eine Modulfunktion ist, die unter einer gewissen Untergruppe Ul der Modul- 
gruppe @ invariant ist. Falls 


(20) G=U-8,4+U-8,+...+U-Sy,w; S, =e 

in bekannter symbolischer Bezeichnungsweise ist, so werden die unter der 
Modulgruppe © invarianten Polynome oder Formen von v eben solche 
sein, die unverindert bleiben unter den y(n) Substitutionen, die v(z) 
erleidet, falls wir v(S,z) bilden, wo S, die in (20) explizite hingeschrie- 
benen Substitutionen durchlauft. 

Zur Dokumentation erwahnen wir ferner noch: Falls n nicht mehr 
eine Primzahl oder das Quadrat einer Primzahl ist, ist v, abgesehen von 
einem Zahlfaktor, nicht mehr eine bloBe Potenz der GréBe "Vn - 18) Die 
Uniformisierung von ®, (t,t) = 0 fiir m, die nicht Primzahlen sind, hingt 
natiirlich mut denjenigen von ®,(t,c) = zusammen, wo p die Prim- 


teiler von n durchlauft, woraus sich evidente Vorteile bei unseren Be- 
rechnungen ergeben**), 


Da8 man die unten angegebenen Beispiele iiberaus einfach berechnen 
kann, liegt endlich oft daran, daB man zum Zwecke der Zerfillung der 
singularen Gleichung der v gleichzeitig die Relationen t=¢ und r—12° 
= t — 12° ins Auge faBt. Denn so ergeben sich gegenseitige Reduktionen der 
Gleichungen in v durch Abspaltung von Faktoren. 

Wir werden in folgendem fiir jedes m je die vollstandige Zerfallung 
der singularen Gleichung der v angeben, von den Ringklassen-Invarianten 
nud -Gleichungen dagegen nur die neu hinzugekommenen auffiihren. 

Wir wollen zum Schlusse noch kurz angeben, wie man die Klassen- 
zahlen h, die wir ja auch brauchen fiir unsere praktischen Beispiele, fiir 
Kérper mit (absolut genommen) kleiner Diskriminante rasch berechnen 


#2) Klein, loc. cit. 8. 141/142; bzw. Werke, loc. cit. S. 44. 

18) J. Gierster, Bemerkung zu dem Aufsatze: ,,.Notiz iiber Modulargleichungen bei 
zusammengesetztem Transformationsgrad“. Math. Annalen 26 (1886), 8. 590 ff. 

4) Vgl. die beiden erwahnten Arbeiten von J. Gierster, Math. Annalen 14, 
8. 540/541 und die Richtigstellung in Math. Annalen 26, 8. 592. 
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kann, da sich diese Bemerkung hier ganz natiirlich anschlieBt. Die Ring- 
klassenzahl h, ergibt sich aus der Klassenzahl A vermége der Formel des 
84. Satzes, Fueter, 8. 76: 


(21) h, -7ar (t—($))-hs fH... Bs, 


wo d die Diskriminante, e die Anzahl] der Einheiten von k()m) bedeuten. 
Der Ausdruck (19) liefert uns den Grad der Gleichung ®, (t, t) = 0 
in ¢. Wir suchen nun anderseits diesen Grad G zu berechnen vermége 


der Darstellung von 
az+b 
Tie) —-i(“=P)). 


wo das Produkt iiber alle y(n) Tre Pie T zu erstrecken ist, als 
ganze rationale Funktion von j(z). Dabei greifen wir selbstverstindlich 
auf die Potenzreihenentwicklung nach steigenden Potenzen von g = e**# 
zuriick. Die Entwicklung von ®, (1,1) beginnt dann mit 


(22) C-q-? 
wo C eine Konstante ist, als niederstem Term. 
Sei 
J .faz+b 
7 (z) =<" ( d 


ein Faktor der Transformationsgleichung der absolut invarianten Modul- 
funktion j(z). Dann ist die Reihenentwicklung dieses Ausdruckes: 


= ote falls a < d ist; 


= — —_——_ + ..., falls a>dé ist; 


-2x¢°) 1 ~ : ” 
= (1 —e ee -..., falls a—=d= yn, n eine Quadratzahl ist. 


Mithin wird G@ (vgl. die Ausfiihrungen betreffend die Verzweigung im 
Punkte t = co!): 
G= »’ t).4 +- z (4). 2.8 _ fe (yn), falls n eine Quadratzahl ist; 
=,?' "ae 2? vfs 0, falls n keine Quadratzahl ist. 


t bedeutet, wie immer, den gréBten gemeinschaftlichen Teiler von a und d. 
Da die Summen gleich groB sind, wird 
(23) y(n —2 Sot) 

(mi a<d 


my p(y¥n), falls n eine Quadratzahl ist; 
' 10, falls n keine Quadratzahl ist. 





> i nia, pie 
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Das ist eine Form der einfachsten und beriihmtesten Formel von 
Kronecker, welche Relationen zwischen Klassenzahlen verschiedener Kérper 
gibt, und die wir hier abgeleitet haben, weil sie nicht in dem Fueterschen 
Buche angegeben ist, sich aber hier ganz natiirlich anschlieSt und man 
durch sukzessive Aufstellung der Relationen (23) fiir n = 2,3,4,... die 
Klassenzahlen ziemlich weit hinauf berechnen kann**), Mit jedem Schritt 
treten zwei neue Unbekannte A resp. h, auf, aber unter Beriicksichtigung 
der Formel (21) und vermége einiger einfacher Kongruenzbetrachtungen 
— es handelt sich ja bei denh um ganze rationale und positive Zahlen — 
kommt man ziemlich weit. 


Man beachte, daB die eben durchgefiihrte Uberlegung auch das C des 
Ausdrucks (22) zu berechnen gestattet. 


pean Beispiele. 
t:t—12°:1 = 2°(4v —1)*:2*(v —1)(8v +1): 
t:¢—12%:1 = 2°(4u—1)*:2°(u—1)(8u ee core 
v, =1 liefert j(¢)= 128; k(V—1), f=1. 

v, = —1 liefert j(¥—2) = 2°-5%; k(Y—2), f=1. 


0, = tol" lietert je j(—40 1) — 33.58; &(y—7), f=1. 
@, (t, t) = —(t — 2°-8%)(# — 2°-5*)(¢ + 8°-5%)*. 
n=3. 


t:t — 12*:1 = 3*(v+1)(9v+1)°:39(270? + 180 —1)*: 0] 


8 e 1 is Sema 
t:¢—12%:1 = 39(u+1)(9u+1) :39(27u*+ 18u—1)°:4u 

v, = —1 liefert j(g2)=0; k(¥—3), f=1. 

v, = +1 liefert j(/—3) = 2*-3*-5%; k(f—3), f=2. 

s,,, = 29) —"" jiefert je j(—2+1—™) _ —2"%; k(y—11), f=1. 
% <= -Siei- gehért je zu k(V—2), f=1. 


®, (t, t) = — t(t — 2*-8*.5%) (¢ + 215)* (¢ — 2°-5%)’, 
%*) Man kann ihr, von (23) ausgehend, natiirlich noch andere Formen geben, 
vgl. Weber, loo. cit. § 116, 8. 4284. Geht man, wie bei Fueter, von der Idealtheorie 


des quadratisch imaginaren Kérpers aus, dann ergibt sie sich unter dieser Form un- 
mittelbar. 
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nm == 4, 
t:t — 12%: 1=2*(16v*—16v+1)° : 24(640*—96v"+ 300+1)* 


:o(v—1)pu-v—1. 
t:t-— 12*:1— ebenso in u 


v=—1 liefert j(2¢) = 2*-3°-11°; k(y¥—1), f=2. 
Der Faktor 32v* — (17 + 21/5) v+ 32 = 0 liefert doppelt 
;(=4) =) an (UE) S-STS.. 


4 ee 
der Faktor 32v* — (17 — 21 /5)v + 32 = 0 folglich doppelt 
an Bek Hee =, 8 , 
j (2+ 3) - — ge(yayt ree, 


und die Klassengleichung von k(V—15) f—=1 lautet daher 
t? + 3°.5*-283¢ — 3°-5*-11°9=0. 
v?—v+1=0 liefert doppelt den zu &k(¥—3), f—2 gehdrenden Wert. 
16v* — 31v+ 16=0 liefert doppelt den zu k(¥—7), 
f=1 gehérenden Wert. 

®, (t, t) = — 2(# — 2*-3%- 11%) (#2 + 3%-5*-288¢ — 3*-5%- 11%)? 

-(¢ — 2¢-8%.5%)* (¢ + 3°-53)*. 
n = 5. 
Berechnung im Text. 
®, (t, t) = — (t — 2°-3*)* (¢2 — 27-58-79 ¢ — 218-5. 11%) (¢ + 2-38)? 


-(# — 28-3.118)* (¢ + 278). 
% == 7. 


t:t — 12°: 1=(v* + 180+ 49) (v? + 50+ 1)° 
(vt + 1408 + 680° + 700 — 7)*: 0) u-v = 49. 
t:t—12*%:1— ebenso in u 


v* + 18v+49=0 liefert natiirlich doppelt j(0)=—0. 
v=7 liefert j(¥—7)—3*-5*-178; k(¥—7), f=—2. 
v= —7 liefert den zu k(¥—7), f—1 gehdrenden Wert. 
v*—1lv+49=0 liefert doppelt i(=" +r") = — 2.3.53; 
k(y—3), f=8. 

Der Faktor v* + (5+6)/2)v+49=0 liefert doppelt 

(55) = 2*.3%.(1399 — 988 72), 
der Faktor v*+ (5 —6/2)v+49=0 folglich doppelt 
j (¥—6) = 2*-3*.(1899 + 988 72), 
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und die Klassengleichung von k(/—6), f=1 lautet daher 
t? — 27.3%. 13992 + 2'*-3°.17 =. 
v* + 5v+ 49 = 0 liefert doppelt den bei n = 5 berechneten, zu k(V—19), 
f=1 gehérenden Wert. 
v? + 1lv+ 49 = 0 liefert doppelt den zu k(V¥—3), f=2 gehdrenden Wert. 
®, (t,t) = — t*(¢ — 88-53-178) (¢ + 38-5%) (t+ 23*.8.58)* 
-(¢? — 27-85. 189944 2%*.3%.17%)* (¢4 21.3%)*.(¢ 24.38.58)*, 
n=9. 
t:t —12*:1 = 3*(v+1)*(9v* + 2702 + 270+ 1)° 
: 39(270°+ 162 v°+-4050'+-504v*+ 297 v* +540—1)* 
:v(v* + 30+ 3) 
t:t—12*:1= ebenso in u 
v=: +Y38 liefert 7(3%) = 2*-(73)*(2+/8)-(20+778)*; und daher 
v= —Y8 den Wert j (—*+5*) — — 2¢.(/3)*-(2 —/3)*- (20 - 7/3)" 
also lautet die Ringklassengleichung von k(Y—1), f=3: 
t? — 27-3*. 1332832 — 2'*.3%-11°-23% = 0. 


Der Faktor 3v*+ 4/5v+9=0 liefert doppelt 


u-v=8. 





Pe ee ee ira 1—y5\2*. 
j (EEE) = 2078) 
der Faktor 3v0°—4/5v+9=0 folglich doppelt 
y5 


j(—1+ 1-8). — 2%.(75)*. (4 
die Klassengleichung von k(/—35), f=1 lautet daher 
t? + 2.397.594 — 2.5% =— 0. 
Der Faktor 3v*+(2+572)v+9=0 liefert doppelt 
j(=2¢8t-3 = (2-5-(19 —18 y))*; 
der Faktor 30*+(2—572)v+9=0 folglich doppelt 
j(2¥—2) = (2-5-(19-+ 18 2))*; 
die Ringklassengleichung von k(/—2), f= 2 lautet daher 
t? — 2*.5*-11-19¢-+ 2°-5°-23% = 0. 
3v*+ 100+ 9=0 liefert doppelt den zu k(V—2), f=1 gehdrenden Wert. 
v?+3=0 liefert doppelt den zu k(Y—3), f=3 gehdrenden Wert. 
Der Faktor 3v*+ (7+ ¥5)v+9=0 lieiert doppelt 
j (=24IE*) = — (275 (13 — 5 95)"; 


37* 


s 


4 
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der Faktor 3v*+(7—y5)v+9=0 folglich doppelt 


j (¥—5) = (275 (18 + 5 75))* 
das sind die beiden Wurzeln der Klassengleichung von k(y—5), f=1. 
Der Faktor 3v*+ 8v+9=0 liefert doppelt den zu k(y -11), f=1 
gehérenden Wert. 
®, (t,t) = — 3(t* — 27-3?- 1332834 — 21*-3%-11%- 23%) 

-(#? + 27.3.5 %¢ — 29.58)? 
-(#®? — 24-5%-11-19¢ + 2°-5%-23%)* (¢ — 2°-5%)* 
-(¢ + 2%5.3-5%)*.(#2— 27.5%.79¢ — 239.5 %.11%)*(¢4+2%)*, 
n =13. 
tit — 128:1 =(v* + 50 +13) (vt + 703 + 2002+ 190+1)° 
:(v? ++ 6v-+ 13) 4 
-(v°+100°+ 46 t+ 108 ov? + 12207 + 380— 1)° 70 
t:t — 12:1 = ebenso in u 
v?+5v+13=0 liefert natiirlich doppelt j(9)—0 und 
v?+6v+13=0 doppelt j(¢)=—2*-3°. 
v= + 713 liefert j (Y—18) = 2*-3%.59. (6 + yis)*. (S418), 
v= —/i8 daher j (= =4F2)- —2°.38.58.(6 — yia)*. (24 118)", 


die Klassengleichung von k(y—13), f=1 lautet daher 
t* — 27.35.54.31-103¢ — 23*-3*-5*-23% = 0. 


1+3)T 
2 


Der Faktor v* — v+13=0 liefert doppelt 


PS ER psy: g" —,.s 11+8)17 
j (AE) = -28-3.(4 +77)? SE, 


1-3y17 


der Faktor v? — 5 


v+13=0 folglich doppelt 
i(= ess. _ 238.38.(4 —17)*. i 
die Klassengleichung von k(¥—51), f=1 lautet daher 
t® + 27°.3%.62632 + 2%*.3° = 0. 
Der Faktor v?— 3/3v+13=0 liefert doppelt 
j(2+ 4) = 2?-(73)"-59(17 + 10 73)’; 
der Faktor v?+ 3 /3v+13=0 folglich doppelt 
j (2442) — 92. (y8)*.5*(—17 + 1078)’; 
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die Ringklassengleichung von k(Y—3), f= 4 lautet daher 
t® — 2*.3°-5*-389¢ + 24-3°-5°- 119 = 0. 

Hier bedeutet 9, wie immer, die GréBe — 
v?+7v+13=0 liefert doppelt den zu &k(/—3), f=2 gehdrenden Wert. 
v? —3v+13= 0 liefert doppelt 

j (=A) — — 2.89.59; e(V— 48), f=. 
Der Faktor v* + (3 — 2/3)v+13=0 liefert doppelt 

j(34) = 2°(¥8)".(2+73)-(1+ 278)*-(2+873)" 
der Faktor v? + (3+ 273)v+13=0 folglich doppelt 

j (=F) = — 2°. (/8)*.(2 —3)*-(—1 4 298)"(-2 + 87/8)"; 

das sind die schon bei n = 9 erhaltenen Wurzeln der Ringklassengleichung 
von k(jy—i), f=8. 
v?+2v+13=0 liefert doppelt den zu k(—3), f=3 gehdrenden Wert. 
v* + 4v+13=0 liefert doppelt den zu k(—1), f=2 gehdrenden Wert. 
®,, (t, t) = — t?(t — 2°.38)*.(¢? — 27.83.54.31-108¢ — 21?.3°.5%.238) 


-(t? + 2%.3%.6263t + 2%-3°)* 

ae 3°.54. pg 3°.5%-11%)*.(¢ — 24.8%.5%)* 
-(¢ + 228.38. wy — 27.3*. 1332834 —21*.3%.11%.23%)* 
«(t+ 2%5.3.5%)*.(¢ — 28.33.1183)? 


(Eingegangen am 30. 12. 1926.) 











Eine invariante Formulierung des Newtonschen 
Gravitationsgesetzes und des Grenziiberganges 
vom Einsteinschen zum Newtonschen Gesetz. 


Von 
Kurt Friedrichs in Géttingen. 


Das Einsteinsche Gravitationsgesetz kann nur dann Anspruch auf 
Giiltigkeit erheben, wenn es das Newtonsche Gesetz als Grenzfall enthalt. 
DaB dies in der Tat der Fall ist, hat man auf verschiedene Weisen ge- 
zeigt, die alle im wesentlichen auf folgendes herauskommen. Man legte 
ein spezielles Koordinatensystem zugrunde, nimlich dasjenige, in dem das 
Newtonsche Gesetz seine gewohnliche Gestalt annimmt, und machte fiir 
die Einsteinschen Gravitationspotentiale g,, in erster Naherung den Ansatz 


911 =9s=9s=1, 9.=A—-2U, g,=0 (¢+&).") 


In erster Naherung bedeutet dabei, da8 noch Zusatzglieder auftreten, die 
mit wachsendem A gegen Null gehen. Die geoditischen Linien der durch 
das obige g;,-Feld bestimmten Metrik gehen bei unbeschrinkt wachsen- 
dem A *) gegen die raum-zeitlichen Kurven einer Bewegung im Newton- 
schen Gravitationsfeld mit dem Gravitationspotential U. 

Im folgenden soll dieser Zusammenhang dadurch wiedergegeben werden, 
da8 auch fiir das Newtonsche Gesetz ebenso wie fiir das Einsteinsche eine 
gegeniiber raum-zeitlichen Transformationen invariante Formulierung zu- 
grunde gelegt wird. Eine solche Darstellung fiihrt dann zu einer invarianten 
Formulierung eines Grenziiberganges, durch den aus Einsteinschen Gravi- 
tationsfeldern das allgemeinste Newtonsche Gravitationsfeld entsteht. Da8 
es fiir das Newtonsche Gesetz eine invariante Darstellung geben muB, ist 
von vornherein klar. Es scheint aber bisher niemals eine solche angegeben 


*) Dies gilt auch fiir den kugelsymmetrischen Fall, wo man das Feld g,, expli- 
zite kennt. : 
*) Es la6t sich YA mit der Lichtgeschwindigkeit identifizieren. 
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worden zu sein. Insbesondere ist die Bemerkung zu vermissen, da8 ebenso 
wie beim Einsteinschen auch beim Newtonschen Gravitationsfeld im materie- 
freien Raum der verjiingte Kriimmungstensor verschwindet. 


1. Das Newtonsche Gesetz in der alten Form. 


Das Newtonsche Gesetz besagt, daB die Beschleunigung eines _,,Probe- 
kérpers“, der nur der Gravitation unterliegt, nicht von seiner Natur und 
von seinem Bewegungszustand abhangt, sondern allein durch das ,,Gravi- 
tationsfeld“ bestimmt ist*), das in bestimmter Weise von der anziehenden 
Materie abhingt. Hierbei ist aber ein bestimmtes Koordinatensystem, das 
der Tragheitsbewegung, vorausgesetzt. 

Mathematisch kénnen wir dies Gesetz in folgenden drei Stufen for- 
mulieren. Wir verstehen dabei unter 2,, x,, x, die drei raumlichen Koordi- 
naten, unter ¢ die Zeit. 

I. Die Gravitation bestimmt an jeder Stelle zu jeder Zeit einen 
Vektor p’, p’, p*, die ,,Feldstirke*, so daB in einem gewissen ,,aus- 


gezeichneten* System — wir brauchen nicht zu untersuchen, wie wir zu 
ihm kommen — fiir die Bahn z;(t) (¢= 1, 2,3) eines Probekérpers die 
Gleichung 

d* ° 

aye = Pt (« = 1, 2, 3) 
gilt. 


II. Die Feldstarke p* lé8t sich aus einem Potential ableiten, d.h. es 

gibt einen Skalar U, so dab 
p= (i= 1,2, 8) 
ist. 

III. Gegeniiber diesem Gesetz, das mehr die inneren Eigenschaften 
des Gravitationsfeldes charakterisiert, betrifft das dritte den Zusammen- 
hang des Feldes mit der felderzeugenden Materie. Wir greifen nur heraus, 
daB im materiefreien Gebiet die Divergenz der Feldstérke verschwindet. 


ap* , ap? 
E+e+e= 0 oder 40 =e e+ m0. 


2. Das Newtonsehe Gesetz in invarianter Form. 
Wir wollen diese drei Gesetze jetzt fiir ein beliebiges System von 


raum-zeitlichen Koordinaten z,, z,,2,, 2, formulieren. Das Gesetz J lautet 


*) Kigentlich ist diese Eigenschaft eine Definition der Gravitation, durch die sie 
aus anderen Naturkriften herausgehoben wird. 
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bekanntlich invariant folgendermaBen: Die Gravitation bestimmt ein Feld 
von Pseudotensoren Ij,, so daB bei geeigneter Wahl des Parameters t 


d* x, i dita dxg . ‘ 
(1) 747 ab it 7) == (0 (¢=1, 2, 3, 4) 
gilt‘). In unserem ausgezeichneten System wird ¢ = z,, 
ri, = — pt (¢=1, 2, 3) 
und sonst 
ry =0. 


Wir wollen nun zunichst Gesetz IJ] invariant formulieren. Wir rechnen 
zu dem Zweck die ,,kleine“ Kriimmung F,, von Ij, aus und erhalten: 


F,,—— (22! + 28" 4 2") 
eo az, | dx, ' Oz,/’ 
F,, = 0 in den anderen Fallen. 


Wir finden somit, da8 im leeren Raum der verjiingte Kriimmungstensor 
verschwindet. 


(2) F,,()]=0. 


Wir bemerken nun, daB das Newtonsche Gesetz (im Gegensatz zu 
dem Eindruck, den man aus den iiblichen Darstellungen gewinnt) in den 
Anteilen I und III vollkommen mit dem Einsteinschen Gravitationsgesetz 
iibereinstimmt. Der Unterschied liegt allein im Antes! IJ. Das Einsteinsche 
Gesetz stellt hier die einfache Forderung, daB sich das I’- Feld als Christoffel- 
symbol eines Tensorfeldes g;, darstellen laBt. 

4 1 6. (20pe , Ma =D 
(3) Th = 308" (FE tn - 32). 
wofiir wir auch die Abkiirzung 
r hi ad {9}, 


*) Wollen wir uns von der Notwendigkeit, den Parameter ¢ geeignet zu wiahlen, 
freimachen, so schreiben wir ,,parameterinvariant“ 


dx; d*x, 4 dxa dx 
ae ae toe ae ae : 
jdm d*z , pe dtu dap | 
dt dt ° de dé | 


Durch das Verschwinden dieses Ausdrucks ist der Pseudotensor I _- nicht eindeutig 
bestimmt. Die Gravitation liefert also unmittelbar nur die Schar der ,projektiv gleich- 
wertigen“ ['-Felder, unter denen es eins gibt, fiir das die folgenden Gesetze II und III 
gelten. Ob dies ausgezeichnete J’-Feld durch diese Forderung eindeutig bestimmt ist, 
oder ob dazu der Zusammenhang mit anderen Naturkraften (Elektrizitét) herangezogen 
werden muB, braucht hier nicht erértert zu werden. 
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verwenden wollen; wir merken noch an, daB diese Beziehung mit der 
Gleichung 


(4) fet — Halts — Malis =0 
aquivalent ist. 

Das Newtonsche I-Feld 14Bt sich, wie man leicht einsieht, nicht in 
dieser Weise aus einem Tensorfeld g;, ableiten. Betrachten wir nun die 
Werte, die der Newtonsche I’-Tensor in einem ausgezeichneten Koordinaten- 


system annimmt, so erscheint es als natiirlich, in diesem Koordinaten- 
system den Ansatz 


ta aU 
Din = Phi — 
zu machen, wo Pj!" sich als Tensor transformieren und in unserem Ko- 
ordinatensystem die Werte Pjf—1 fiir i+4 und sonst Pj” —0 an- 
nehmen soll. Es ist zweckmaBig dies durch die Darstellung 

Pet = — mh" 
zum Ausdruck zu bringen, wobei der Tensor h** dadurch bestimmt ist, 
da8 er in unserem System die Werte 
AM=—h*™ —h™—1 und sonst h* —0 

annimmt, wahrend fiir den Tensor 7,, die Beziehungen 


%44= —1 und sonst 9,,=—0 
gelten. Der Pseudotensor 


i ja 0U 
(5) Air =I + merh* iz 


verschwindet also in unserem ausgezeichneten Koordinatensystem iiberall. 

Nun ist es notwendig und in der Tat méglich, fiir die GréBen 4s, 
n;,» h** derartige invariante, also von unserem speziellen Koordinaten- 
system unabhangige Bestimmungen anzugeben, da8 durch die Gleichung (5) 
das Gesetz II invariant dargestellt werden kann. 


Offenbar ist der Pseudotensor 4}, durch das Verschwinden seiner 
Kriimmung gekennzeichnet, 


(6) Fiim(4] = 0. 


Der symmetrische Tensor h** hat den Rang 3 und den Realitats. 
charakter (1, 1, 1,0); wahrend »,, auch symetrisch ist, den Rang 1 und 
den Charakter (0,0,0,—1) besitzt. Diese beiden Tensoren sind durch 
die Beziehung 


(7) Mah** = 0 
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verkniipft. Ferner verschwinden die mit dem Pseudotensor 4;, gebildeten 
kovarianten Ableitungen von h** und »,,: 


(8) Ga tA 4a +h**43,=0, 
on; = i 
t= — Ma Sei — Mee 4 = 9. 


Hierfiir kénnen wir auch, wie wir unter Beachtung von (5) und (7) 
finden, die Gleichungen 





ik : 

(9) ao +h" +h" Th = 0, 
Ong, a +a 
bz, — male: — Malti = 0 


setzen. 


Wir behaupten nun, daB der zweite Anteil des Newtonschen Gesetzes 
sich folgendermaBen invariant formulieren laBt: 


Es gibt einen Skalar U, symmetrische Tensoren %;,, h** von dem 
angegebenen Realitatscharakter und einen Pseudotensor Aj,, von der durch 
die eben angegebenen Bedingungen (6), (7), (8) charakterisierten Art, 
so daB sich der Tensor If, der Gravitationsfeldstarke in der Form: 

@U 


(10) If, = 4h, — mi h* — 
darstellen 1aBt. 


Diese Darstellung braucht nicht die einzig mégliche invariante Dar- 
stellung zu sein®); doch sie erweist sich dadurch naturgema8, daf man 
den Pseudotensor 4}, als Tragheitsfeld deuten kann, wahrend die Tensoren 
n,, und h** die Zeit- und Raummetrik wiedergeben. 

Wir miissen zeigen, daf jedes I'- Feld, das sich in der angegebenen 
Weise darstellen laBt, auch ein Newtonsches Feld ist, wenn es noch der 
Bedingung III (2) geniigt. Wir brauchen zu dem Zweck nur ein aus- 
gezeichnetes Koordinatensystem nachzuweisen, d.h. ein System, in dem 


5) So sind z. B. zu einem gegebenen Gravitationsfeld I; ¢; die GréBen 4,;, Mk, 
hk", U nicht eindeutig bestimmt. Diese Mehrdeutigkeit laBt sich jedoch leicht disku- 
tieren. Es zeigt sich, daB der Tensor 7,, bis auf einen konstanten Faktor und damit 
auch die Aufspaltung in Raum und Zeit eindeutig bestimmt ist. Der Tensorh™ laBt 
lineare Transformationen der drei raiumlichen Koordinaten zu; natiirlich muB die 
Funktion U entsprechend mittransformiert werden; schlieBlich kann zur Funktion U 
noch eine in den drei rdumlichen Koordinaten lineare Funktion addiert werden, wenn 
eine entsprechende Transformation des Pseudqtensors 4,, zugleich vorgenommen wird. 
Dies sind die einzigen Unbestimmtheiten, vorausgesetzt, daB die Kriimmung a [I] 
nicht verschwindet. 








i a - sie 
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die GréBen 4},, "ins n** gerade die Werte annehmen, von denen wir 
ausgegangen sind. Das ist in der Tat leicht méglich. Wegen (6) gibt 
es sicher ein System, in dem Ag, verschwindet. Daran andert auch eine 
lineare Transformation nichts, die wir so wahlen kénnen, daB h** in einem 
Punkte die Werte h“™=h* —h™ —1 sonst h**—0 annimmt. Die Be- 
ziehung (7) zeigt dann, daB in diesem Punkte »,,—0 ist auBer fiir 
t=k=4. Durch eine konstante Dehnung der Koordinate z, erreichen 
wir, daB »,,—-—1 wird. Aus den Gleichungen (8) entstehen wegen 
Aj, =0 die Gleichungen 

aht* 

i= 


Ong, 
é zx 


= (0; = Q, 





welche besagen, daB die Tensoren h** und 7,, konstant sind und iiberall 
die gewiinschten Werte annehmen. 

SchlieBlich merken wir noch an, daB der dritte Anteil des Newtonschen 
Gesetzes (2) F,,[I"] = 0 sich unter Benutzung der GréBen U, h**, n,,, 4}; 
auf die Gleichung 


ap { @U* yr oU\ _ 
(11) h (da,05, — 4°*35,) =° 
zuriickfiihren la8t, wie man durch Einsetzen des Wertes (10) von I}, in 
(2) erkennt. Diese Gleichung (11) ist eine der méglichen invarianten Dar- 
stellungen der dreidimensionalen Laplaceschen Gleichung 4U = 0, in die 
sie in einem ausgezeichneten Koordinatensystem iibergeht. 


3. Der Ubergang vom Einsteinschen zum Newtonschen Gesetz. 


Nun. ist es nicht schwer, auch eine invariante Formulierung des Grenz- 
iiberganges vom Einsteinschen zum Newtonschen Gesetz zu finden. Vor- 
erst bemerken wir, da8 umgekehrt aus dem Newtonschen das Einsteinsche 
Gesetz einfach dadurch entsteht, daB man von den verschiedenen Bestand- 
teilen des Gesetzes II nur die Gleichung 


| Hes 


on, - 
(9), a ea ki 


Ax, t1 "a = 6 


beibehalt, dafiir aber verlangt, daB der Tensor y,;, nicht mehr ausgeartet 
ist. Genauer kénnen wir uns das so vorstellen, daB wir die Tensoren h** 
und »,;, durch nicht ausgeartete Tensoren g‘* und y,, vom Charakter 
(1, 1,1, —1) ersetzt denken, die sich von ihnen nur wenig, etwa um 
Glieder von der GréBenordnung des Parameters «, unterscheiden, und die 
an Stelle von n,,4™* = 0 der Relation 


“ag = ed) (@f=1, 6 =0, i+k) 
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geniigen. Wir wollen an Stelle von y,, den Tensor g,, = : Y;, einfiihren, 
so daB g,, und g** durch die Relation 


(12) Hag” =o 
verbunden sind. Geniigt dann der Tensor g,, der Gleichung 


2%a 
Ox, 


(13) — Galt — Gal ii=, 


so geniigt von selbst der Tensor g** der Gleichung 
agtk 
On 


(14) +g9*ri,+9"*rs,=0, 


dem Analogon von (9),. 
Allerdings wird dann der Pseudotensor 


: i ia OU 
Mir = Tei t+ e919 dae 
im allgemeinen nicht mehr in einem geeigneten System zum Verschwinden 
gebracht werden kénnen; doch kénnen wir annehmen, da8 er sich bei 


kleinem « beliebig wenig von einem solchen Pseudotensor unterscheidet. 

Diese Vorbetrachtungen fiihren uns zu der Erwartung, da durch 
folgenden Grenziibergang das Einsteinsche in das Newtonsche Gesetz iiber- 
geht °). 

Wir nehmen an, wir haben eine Folge von Einsteinschen Gravitations- 
feldern vor uns, die in folgender Weise gegen ein Grenzfeld konvergieren. 

1. Der Tensor g** des Einsteinschen Feldes geht gegen einen aus- 
gearteten Tensor h** vom Rang 3 und vom Charakter (1,1, 1, 0), wab- 
rend die Determinante g**| iiberall von derselben GréBenordnung, etwa 


wie eine Konstante «, gegen Null geht. 
2. Es gibt einen Skalar U, so daB der Pseudotensor 
fa aU 


{9}, +e %19 Aza 


gegen einen Pseudotensor 4{, konvergiert”), der in einem speziellen System 
verschwindet, d.h. fiir den Fi,_,[4] = 0 ist®*). 


Wenn dies erfiillt ist, so, behaupten wir, konvergieren die Pseudo- 


*) Einige wesentliche Vereinfachungen verdanke ich hier Herrn Prof. Bernays. 

*) Man kann auch z. B. verlangen, daB es einen Skalar U gibt, so daB das Christoffel- 
symbol einer zu g,, konformen Metrik g,,¢~**", nimlich {g-e~** "¥ ; segen einen 
solchen Pseudotensor 4 Me , geht. 

*) Da der Tensor g,, nicht beschrinkt ist, enthalt diese Forderung eigentlich zwei 
Anteile; vgl. Nr. 4. 








—————— a =~ 
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tensoren {9}i, des Einsteinschen Feldes gegen einen Pseudotensor Ij;, 
der ein Newtonsches Feld darstellt mit U als Gravitationspotential. 


Um dies einzusehen, bemerken wir, daB der Tensor ¢g,, gegen einen 
Tensor »;, konvergiert, wie wir aus der Darstellung ¢g,, = en @ 


| 9# | 
kennen, wo die GréBen G;, die Unterdeterminanten der GréBen g** sind. 


Da der Tensor A** den Rang 3 hat, kénnen nicht alle Unterdetermi- 
nanten G,, gegen Null gehen; also kann auch nirgends der ganze Tensor 7,, 
verschwinden. Aus der Relation g,, g* = 3} wird 7,, h“* —0. Hieraus 
schlieBen wir, daB y,, den Rang 1 hat, und aus den Charakteren von g,, 
und h* folgern wir, daB »,, den Charakter (0,0,0,—1) besitzt. Nun- 
mehr erkennen wir aus der Forderung 2, daB der Pseudotensor {9}f , 
gegen den Pseudotensor 


l= 43,- My ** as 
konvergiert. Die Relationen (9) fiir ,, und h** erhalten wir in der Grenze 
aus den entsprechenden (identischen) Relationen fiir g;, und g** (vgl. (3), (4)). 
Fiir den Pseudotensor 4}, gilt nach Annahme Ffim (4) =0, und die 
Gleichung (2) F,,[I"]=0 bleibt bestehen. Damit ist der Nachweis er- 
bracht, daB der Grenzpseudotensor ré, ein Newtonsches Feld darstellt. 


4. Darstellung des Grenziiberganges in einem ausgezeichneten 
Koordinatensystem. 


Nachdem wir einen Grenziibergang vom Ejinsteinschen zum Newton- 
schen Gesetz invariant formuliert haben, wollen wir uns klarmachen, wie 
dieser Grenziibergang in einem ausgezeichneten Koordinatensystem aus- 
sieht. Wir nehmen dabei der Einfachheit halber an, da8 sich die Kom- 
ponenten des Einsteinschen Feldes nach dem Parameter « in der Um- 
gebung des Newtonschen Feldes entwickeln lassen. Wir setzen also 


ik pék ik 
(15) g =h"+eH’ +... 
£9, =, teh, +--- 
und denken uns diese Entwicklungen in den Ausdruck {9}; 1+ 29,, g** ~ 
eingesetzt. Das erste Glied dieses Ausdruckes wird 


1 L A** OM eMa i One; oni 
e 2 02, Ox, dz, 


wegen (8), und (7). Da nun das von e freie Glied gleich 4;, sein muB, 
so erhalten wir die Gleichungen 








. «oH oH éH é é é 
fa ak al kl 1 priaf °%ak al "ei 
rsa) a4 ‘tar Fa ta hta® Ge +5 ~ ae} 


a dU ‘ 
+ Mh i. Ay. 


Aus der Beziehung g,,g°* = 4? erhalten wir als das von « freie Glied 
die Relation: 
(17) AH, + A. =). 


Die beiden Gleichungen (16) und (17) dienen uns zur Bestimmung von 
H,, und H**, Gehen wir nun auf ein ausgezeichnetes Koordinatensystem 
iiber, so erhalten wir aus den Gleichungen (17) die Relationen: 


H,, =1 [¢ + 4], H, =0 [,&+ 4], 
H,=H [i+4), g**=1, 
und aus den Gleichungen (16) entstehen dann fiir k—=4, i+4 die Be- 


ziehungen 


oft ) 
om, ” (3 Nas? 
Ox, Ox, 


a 
7 = =0 [,l+4], 


wahrend die anderen Gleichungen aus (16) von selbst erfiillt sind. Wir 
erhalten somit fiir g,, und g** in zweiter Naherung die Darstellungen 


=O, 








100 € 
z, 
01 0 oP 
Ix. ~ ’ 
oo1 FF 
25 
@P aP @aP 1 aP 
de, Om, O, -7-30-5), 
/14+eH™ eH™ eH™ Pe 
Ox 
eH™ 1+eH™ eH™ off 
g** ~@ F 
eH™ eH™ 1+eH™ ese 


ap ,2P ,2P 
\ 7 oz, Oz, Oz, . 








— = wa 
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womit wir, abgesehen von dem Auftreten der GréBe P*), auf die bekannte 
Naherungsdarstellung eines Einsteinschen Feldes in der Umgebung eines 


Newtonschen Feldes zuriickkommen, wenn wir : mit dem Quadrat der 
Lichtgeschwindigkeit identifizieren *°). 





®) Alle die MaSbestimmungen, die sich nur in P unterscheiden, besitzen also in 
erster Naherung dieselben Cristoffelsymbole {g}‘,. 


10) Es wire noch wichtig zu entscheiden, ob ein Einsteinsches Feld {9} ,» das gegen 


ein Newtonsches Feld I" . , geht, auch stets in der hier angegebenen Weise konvergiert. 
Es ist nur gelungen zu zeigen, daB das sicher dann der Fall ist, wenn man z. B. 
noch fordert, daB das Grenzfeld der GréBen gi# mindestens den Rang 3 hat. 


(Eingegangen am 16. 11. 1926.) 











Le théoréme de Whittaker sur l’existence d'une solution 
périodique dans un probléme conservatif 4 2 degrés de 
liberté. 


Von 


Octav Onicescu in Bukarest. 


Considérons un systéme mécanique dont la force vive soit 


1 — 1 ds* 
(1) T=5 D> On4:%,—=35 90 
ou 
(2) ds*= S) a,dz,dz,,  #,—% 
1 


et dont le potentiel soit U. 

I] est généralement connu comment on peut réduire ce probléme 
général & un probléme de géodésiques. Supposons que le probléme y a 
été réduit; soit donc U= 0. 

Nous nous proposons de rechercher les conditions 4 remplir par 
Pespace (2) pour que parmi les extrémales de l’intégrale 


(3) A=Jds, 
P,Q 
c’est-a-dire parmi les solutions du systéme 
d (eT éT ° 
(4) ai (aa,) — 35, = 9 (¢=1,2,...,n) 


on trouve des courbes fermées. 

Le procédé de Whittaker, pour le cas n = 2, consiste essentiellement 
en ceci (aprés les perfectionnements de Signorini e Birkhoff): 

On considére une région & deux dimensions non-simplement connexe 
et l’on démontre que, si le contour est tel que tout arc de trajectoire 
entre deux points suffisamment rapprochés l’un de l’autre et aussi voisins 
que l’on veut du contour, reste en entier dans la région, il existe, dans la 
région, au moins une courbe fermée, solution du probléme. 
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On arrive & cette conclusion par un processus de limite dans lequel 
la dimension de la variété ne joue pas de réle essentiel, 

En retournant au probléme dans le cas général je me propose de 
trouver des conditions pour le contour qui soient équivalentes 4 celles de 
Whittacker dans le cas n = 2. 

Soit R une région fermée, multiplement connexe, dans la variété (2). 
Supposons qu’elle soit limitée par des contours réguliers dans le domaine 
de chacun de leurs points. Les conditions de Whittaker seront: 

1°. Aucune ligne du contour ne doit étre géodésique de la variété (1). 

2°. En nous éloignant du contour vers |’intérieur de la région avec 
un are queleonque PQ assez petit, nous trouverons au moins une direction 
pour laquelle la valeur de A diminue. 

Dans ces conditions on pourra appliquer les considérations de limite 
précisées par Birkhoff pour démontrer l’existence d’une trajectoire fermée 
dans la région R. 

Si nous posons 


ds = L-dt 
et, avec cela ; 
L = 34;,%;4,, 


l'expression de l’action devient, pour un segment de courbe c, 


(4) A=Jfds=fLdt. 


Supposons, en plus, que le paramétre ¢ soit égal A s, ce qui nous 
donne encore 


(5) L=1. 
Si nous varions l’intégrale (4) nous aurons 
(6) 6A=— fds 5, L,dz, 
ol nous avons posé 
doL 3oéL 
L;= hi 34, ~ om, 


ou, en vertu de (5) 


(7) L.=-ih4 éL* #éL*\ 


i" 2 dt 04; Ox, f° 

Considérons, 4 présent, une n"?© orthogonale de lignes de coordonnées. 
En particulier supposons que la congruence [n] soit formée de géodésiques 
normales & la surface du contour, les lignes des autres n — 1 congruences, 
qui passent par un point de la surface, se trouvant sur celle-ci. 

Soient a{* (¢,h=1,2,...,m”) les n systémes (h=1,2,...,m) de 
paramétres des congruences de |’n"?*, 

Mathematische Annalen. 98. 38 
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Supposons, en plus, que les n — 1 congruences orthogonales a la n*™* 
forment un systéme canonique. 
Soient 
5 (a) 


Z,=A4 (sam 1,2,...,%) 


le systéme de paramétres contrevariants de la ligne Cpg sur la surface 
du contour. 


On aura 
n 
10L* Vv > (k) ; . 
= r == = = 2 
2 a4, = Di Gint = Dd, %n4 A, (t#=1,2,...,), 
1 


1 
et cela donne 


ds2 32%, ds <j ax; 
et 
7 " . 
1éL° a 1 Cay ) 3) ae fij 4; 
2 @2, aaj 2 az, jr\l I 


L’égalité (7) deviendra 
ary Tg faa, Cy (ej 
L;= d;4 az, D\ l },}. 


Dans cette égalité figure l’expression de dérivation covariante 


n 
04 cy fa 
oy We de 
tj aay 5 8 t 
ce qui donne alors 
n 
VW’ io 
L,= — ij 


Nous allons chercher maintenant 4 introduire les cosinus des angles 
que la ligne C fait avec les lignes de coordonnées, en appelant «, le 
cosinus de l’angle que C fait avec la ligne [{h]}. 

On aura 

«, = 0 
et 


A, = Sa, dns (¢ =e i, 2, ..., %). 


Si nous effectuons une dérivation covariante, nous aurons 


4, = 


"9 


-Ms 


(@p,j Ana + Op Anay)- 


En rappelant la relation 


n @) n 
Dj Anji de = 5) Yrin Avi 
1 1 
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ow figurent les invariants y,,,, appelés coefficients de rotation, l’expression 
de ZL, prend la forme 


n d n-1 
a) y’ . 
L,= DXF — Seton te 
i 1 

Si nous désignons par uw (¢=1,2,...,m) les paramétres contre- 

variants de la variation dz,;, nous avons 
bz, = ep, 
Si l’on pose encore 


n 
eu 
B= SHO Aa, 


1 


les 6, étant les cosinus des angles que ces variations font avec les con- 
gruences de coordonnées, nous pouvons conclure & la relation 


n n 
7 d 7 
(8) >), Loz; = > Atat— Sraraenerh 
1 1 1 

Soit 


nan 
da 
C, —_ de a a Vink &n %y 
La valeur de c, ne dépend pas de la variation, mais seulement de la 
surface du contour et de la ligne de départ C. En particulier 
a~1 
oma t maT Yank rn %- 
Supposer que 
c,=0 (¢=1,2,..., 2) 
équivaut & supposer que la ligne de départ soit géodésique, ce que nous 
excluons pour toute ligne de la surface, donc pour toutes les valeurs des 
paramétres «,, comme nous l’avons supposé dés le commencement. 
Dans l’expression (8) de la variation élémentaire séparons deux parties: 


n n-1 n-1 
= L,bx,=e = B, ce, — eB, Dae Yank &n %,- 


La premiére partie dépend seulement d’éléments du contour, la 
seconde partie dépend aussi de #,, qui est le cosinus de l’angle de la 
variation (que nous supposons vers l’intérieur du contour) avec la direction 


positive de la congruence [m] que nous prenons dirigée vers l’intérieur 
de R; donc 


B, > 9. 
é mesure la variation vers |’intérieur de R, il sera donc aussi positif. 
38* 
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Pour arriver & une condition simple et expréssive supposons que nous 
nous occupons seulement de variations normales, telles que 


B,=1, B,=0 (d= 1,2,...,m—1). 
Alors 
n-1 
a: L,b2;,= — € ne Yuh “nx - 


Supposer que, en allant vers |’intérieur, l’action diminue quelle que soit 
la courbe de départ C, équivaut & supposer que la forme quadratique 
n~1 
= a York “nM 
soit définie et négative. 
Si nous choisissons les n—1 congruences normales 4 [n] telles 
qu’elles forment un systéme canonique, nous avons 
TeaatYan=0 (h+ké=1,2,38,....8—1) 
et la forme @ se réduit aux termes carrés 
"—1 
ciate an Yuna Ge - 
La condition d’étre définie et négative s’exprime par les inégalités 
Yanan <0 ( = 1,23,...,%— lL). 
Pour donner & la conclusion une forme définitive et compléte, con- 


sidérons maintenant la variation de l’action en supposant variées aussi 
les extrémités de l’are de courbe C: 


cr “@ 
aR dnl Dee + fepas. 
1 | <i 4, an EP 8 


Cpe 
Nous avons vu que 


et alors 
n n 


Dz b2,—¢ Siu. 
1 


Si nous supposons que la variation se fait le long des lignes de la 
congruence [n], 
3, 4,p® = 0, 
1 
done 
6,A=fepds 


et la considération de la variation dés extrémité n’ajoute rien de nouveau 
ad nos conditions. 

















ah,ime### me es 


QaoadqdaQadw 











Solutions périodiques des problémes conservatifs. 581 


Nous avons vu que l’on ne doitp as avoir en méme temps tous les 
q 


¢,= 0 (l=1,2,...,”). Si en particulier nous avons 
¢.=—gy=0 
cela peut arriver ou pour des valeurs toutes nulles des a, (k= 1,2,...,»—1) 
ce qui est exclu, ou encore si 
Yakk 0, 
et cela revient & supposer — si les m —1 congruences [1],[2],..., [m — 1] 
ne forment pas un systéme canonique — que la congruence [n] soit 


normale. La condition que [n] ne soit pas normale, avec celles qui 
expriment que p sott une forme définie négative suffisent pour définir 
un contour de Whittaker. 


Sil arrive que [n] soit normale, alors 
n—1 
6A——feS\f,c,ds. 
e 1 
Comme les c, ne peuvent pas étre tous nuls 4 la fois, il existent toujours 


=f 
des valeurs des f,(1 = 1, 2,....m — 1) pour lesquelles l’expression > 6, C, 
soit négative. ; 

Mais pour éviter la considération de ces diverses possibilités, nous 
pouvons toujours faire subir au contour une petite modification telle que 
les y,,, ne soient pas tous nuls. De cette fagon nous pouvons énoncer 
la condition qui définit un contour de Whittaker de maniére assez simple: 

gy doit étre une forme définie négative sur ce contour — excluant 
par cela la possibilité qu’elle y soit égale a zéro. 

Dans ces conditions on peut vérifier — comme dans le cas n = 2 — 
que la géodésique qui passe entre deux points assez voisins entre eux et 
voisins au contour est toute contenue dans R. Ce fait, associé au théoréme 
d’existence des géodésiques comme courbes minima, entre deux points assez 
voisins, suffit pourqu’on puisse conclure, en se basant sur le processus 


de limite de Birkhoff-Signorini, qu’il existe au moins une trajectoire fermée 
dans la région R. 


(Eingegangen am 20. 2. 1927.) 








Détermination rigoureuse des ondes permanentes d’ampleur 
finie A la surface de séparation de deux liquides de 
profondeur finie. 


Von 


N. Kotchine in Leningrad. 


Ce mémoire présente une généralisation des travaux de M. T. Levi- 
Civita’) et M. D. J. Struik*), dans lesquels est démontrée par la méthode 
des majorantes l’existence des ondes permanentes d’ampleur finie dans un 
liquide incompressible se mouvant dans un canal d’une profondeur infinie 
(Levi-Civita, I) ou finie (Struik). Nous considérons le cas plus compli- 
qué de la propagation avec une vitesse constante d’ondes permanentes 
sur la surface de séparation de deux liquides incompressibles de densités 
différentes, de profondeur finie, limitées outre la surface de séparation par 
des plans horizontaux. Le cas de profondeur infinie d’un ou des deux 
liquides peut étre obtenu comme un cas particulier du probléme considéré 

Le probléme que nous avons A résoudre fut posé par H. Helmholtz *), 
qui en donna une solution approximative, ayant én méme temps effectué 

*) T. Levi-Civita, Détermination rigoureuse des ondes permanentes d’ampleur 
finie, Math. Annalen 93 (1925), p. 264—314, cité dans ce mémoire comme «Levi- 
Civita, In; T. Levi-Civita, Fragen der klassischen und relativistischen Mechanik, 
J. Springer, Berlin 1924, p. 26—59, cité comme «Levi-Civita, II»; T. Levi-Civita, La 
détermination rigoureuse des ondes permanentes d’ampleur finie, Proceedings of the 
First International Congress for applied Mechanics Deift 1924 (Delft, Waltman, 1925), 
p. 129—145, ot est inséré aussi le résumé des recherches de M. A. I. Nécrassow, fon- 
dées sur la théorie des équations intégrales et en partie imprimées en langue russe: 
Sur les ondes permanentes, Bulletin de l'Institut Polytechnique 4 Ivanovo-Wosniesensk, 
No. 3, 1921, Petrograd, p. 52—65; ibid. No. 6, 1922, Ivanovo-Wosniesensk, p. 3—19. 

*) D. J. Struik, Détermination rigoureuse des ondes irrotationelles périodiques 
dans un canal 4 profondeur finie, Math. Annalen 95 (1926), p. 595 —634. 

*) H. Helmholtz, Uber atmosphirische Bewegungen (zweite Mitteilung), Wissen- 
schaftliche Abhandlungen 3 (Leipzig 1895), p. 316—355. 
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des investigations ayant trait & quelques propriétés du mouvement; ce 
probléme fut aussi considéré par M. W. Wien‘). 


Dans les deux premiers paragraphes de ce mémoire nous réduisons le 
probléme 4 une forme analytique; dans le § 3 nous considérons le cas 
classique des ondes infiniment petites, dans le § 4 nous cherchons une 
solution en forme de séries suivant les puissances d’un certain paramétre 
auxiliaire, établissons la forme de ces séries et démontrons que les ondes 
considérées possédent une certaine symétrie; ensuite dans le § 5 nous 
donnons un algorithme pour trouver une solution formelle du probléme et 
établissons quelques relations importantes pour les démonstrations ultérieures 
de la convergence des séries obtenues; dans le § 6 nous donnons une défini- 
tion des fonctions majorantes généralisées et majorons les fonctions con- 
sidérées; et enfin dans le § 7 nous démontrons la convergence des séries 
trouvées. Dans un appendice nous donnons les résultats des calculs que 
nous avons effectués jusqu’au deuxiéme degré inclus du paramétre auxiliaire. 


§ 1. 
Etablissement des équations du probléme. 


Nous allons étudier le mouvement de deux liquides incompressibles, 
homogénes, pesants, de densités différentes, superposés l’un sur l'autre. 
Le liquide inférieur est limité du coté inférieur par un plan horizontal, 
celui de dessus est limité du coté supérieur aussi par un plan horizontal. 


Dirigeons l’axe OY du systéme de coordonnées rectangulaires verti- 
calement du haut en bas; prenons les axes OX et OZ dans un plan 
horizontal. Nous allons considérer le mouvement plan des liquides, dans 
lequel les élements, déterminant le mouvement (la vitesse et la pression) 
ne dépendent pas de la coordonnée Z, de sorte qu’il suffit de considérer 
le mouvement dans un plan vertical OX Y. Nous supposons en outre que 
dans la direction de l’axe OX les deux liquides s’étendent 4 |’infini de 
deux cétés, 


Nous nous proposons de trouver et d’étudier un tel mouvement irro- 
tationnel, dans lequel la ligne de séparation / est une courbe possédant 
une certaine période 4 et se déplacant sans altération de forme avec une 
certaine vitesse horizontale c. 


Pour distinguer marquons tous les éléments se rapportant au liquide 
supérieur et au liquide inférieur par des indices correspondants 1 et 2. 
Désignons en particulier les profondeurs moyennes des liquides par — h, 
et A, et leur densités par 0, et 0,. 


*) W. Wien, Lehrbuch d. Hydrodynamik (Leipzig 1900), p. 166—199. 
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Pour opérer avec des mouvements stationnaires nous introduisons un 
systéme mobile d’axes Cy liés invariablement avec la courbe 1; notam- 
ment, nous allons diriger l’axe Cy en bas le long de la verticale passant 
par un des sommets D de la courbe J. Fixons l’origine des coordonnées C 
dans le niveau moyen des liquides, c’est-i-dire dans le plan horizontal qui 
séparerait les liquides en repos. Dirigeons l’axe Cx horizontalement dans 
la direction opposée 4 celle du déplacement absolu de la ligne J. Dés 
lors nous n’aurons exclusivement 4 faire qu’au systéme de coordonnées C x y. 


Désignons les régions occupées par les liquides supérieur et inférieur 
respectivement par L, et L,. Soient encore o,g, et 0,9, les débits du 
liquide supérieur et du liquide inférieur 4 travers une section verticale 
(Pépaisseur du liquide dans la direction perpendiculaire au plan Cry est 


5 


pris comme étant égale 4 unité). 


Nous considérerons g, et g, comme étant indépendants du temps; 
dans ce cas non seulement la ligne 1, mais tout le mouvement aura un 
caractére stationnaire (Levi-Civita, II, p. 34) et évidemment périodique 
avec une période 4 dans la direction de l’axe Cx. Dans le cas d’une pro- 
fondeur infinie g sera, en général, infini, aussi bien que A; dans ce cas on 
peut donner au lieu de g la vitesse constante du liquide 4 trés grande 
distance de la ligne de séparation. Ici le cas du liquide d’une profondeur 
indéfinie ne sera obtenu que comme cas particulier; nous ne ferons donc 
plus mention spéciale de ce cas jusqu’a la solution finale du probléme. 

Quand nous aurons résolu le probléme du mouvement stationnaire, 
il sera facile d’obtenir une solution du probléme fondamental, en imprimant 
aux deux liquides la vitesse c dans la direction de l’axe négatif Cx. 

Passons & la mise en formules du probléme. Puisque nous opérons 
avec un mouvement irrotationnel de liquides incompressibles, nous pouvons 
introduire des variables complexes 


(1) =2+ty, (k=1,2), 


et des potentiels complexes correspondants, fonctions uniformes analy- 
tiques de z, respectivement dans les régions L,: 


(2) L=),+ty, (k= 1,2), 


ou y, est le potentiel des vitesses, y, la fonction de courant; pour fixer 
les idées nous supposerons que dans le point D on a 


(3) ?, = y,=90 (E=1, 2). 
Les vitesses complexes seront exprimées par les formules 
(4) w, = u, — 80, = (&=1,2), 
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ot u, et v, n’étant des fonctions que de z et y sont des projections de 
la vitesse d’une certaine particule fluide sur les axes Cz et Cy. 

Les conditions cinématiques caractérisant le mouvement considéré 
s’expriment avant tout par des équations suivantes 


(5) y,=y,=90 sur l, 


puisque la ligne de séparation J est une ligne de courant pour les deux 


liquides et d’aprés (3) y, = y, = 0 au point D. Les autres conditions 
cinématiques sont 


(6) y,=q, pour y,=h, (kb = 1, 2), 


puisque les droites y, = h, sont des lignes de courant. 
Outre les conditions cinématiques (5) et (6) nous avons encore une 
condition dynamique, exprimant la continuité de la pression p. Dans 


notre cas on a (g signifiant l’accélération de la gravité) 


(7) P, = 90,9 — +e w, |" + const. (k=1,2), 


par conséquent, la condition de la continuité de la pression sur la ligne / 
nous donne 


1 Rony ' 
(8) 90,4, — 5 0, |, |" = 9 Oo Y, — FQq!%g| + const. sur J, 


y, désignant lordonnée d’un certain point de la ligne / et w, et w, les 
vitesses des deux liquides dans ce point. 

Le probléme se réduit, donc, & la recherche des deux fonctions w,, 
holomorphes dans les régions L, respectives et satisfaisant aux conditions 
(5), (6) et (8). Dans la suite au lieu des h,, h,, 9,, g,, 4 nous intro- 


. 


duirons 5 autres paramétres. 


§ 2. 
Forme définitive du probléme analytique. 


Supposons que nous ayons trouvé un mouvement, pour lequel 
J: Q,+ Og» hy, hg, G45 9g, 4 ont des valeurs données. Alors il est aisé d’in- 
diquer le mouvement, pour lequel tous les paramétres ont la méme valeur, 
sauf g, qui change de signe; il suffit pour cela de changer les signes de 
w, et f,. En effet, il est évident, que les conditions (5) et (8) sont satis- 
faites et la condition (6) donne, comme il le faut, 


¥,=—-q, pour y,=A,. 


Par conséquent, nous pouvons choisir les signes de g, et de g, arbi- 
trairement; nous prendrons g, <0, 9, > 0. 
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Les régions L, sont inconnues d’avance; par suite il est préférable 
de considérer les w, comme fonctions de f, au lieu de z, (Levi-Civita I, 
p. 274; II, p. 37). Supposons, que les u, ont des limites inférieures posi- 
tives dans les régions L,, alors les |w,| possédent la méme propriété. 
Soient S, et S, deux bandes du plan Oy, limitées d’une part par l’axe 
réel Og, d’autre part par les droites y=g,, y=, respectivement. 
En vertu de la propriété indiquée ci-dessus des wu, il y a correspondance 
biunivoque (établie par les formules (4) et (3)) entre les contours de la 
région L, et les contours de la région S,, ces contours étant parcourus 
dans le méme sens; il s’ensuit, en tenant compte de la périodicité des w,, 
qu'il y a correspondance biunivoque entre S, et L,, ¢.-a-d. z, sont des 
fonctions uniformes et holomorphes de /f, dans les régions 8,. 

Les fonctions w, sont des fonctions de f,, holomorphes dans les 
régions S,; elles satisfont d’aprés (6) aux conditions: 
én hoon ia pour y= 4% (k= 1,2), 
, y, (#9) = hy (k= 1,2) 
et & la condition (8). Il faut noter que cette derniére condition ren- 
ferme les valeurs des fonctions w, en deux points différents parce qu’d 


un point M de la ligne de séparation / correspondent dans les régions S,, 
en général, deux points différents de l’axe réel Og. 


Faisons encore un changement de la variable indépendante (Levi- 
Civita I, p. 278; II, p. 49). 


La périodicité du mouvement considéré s’exprime par les formules 


(10) ‘w, (2+ 4) = w, (z) (k =1, 2), 
d’ot se déduisent, 4 cause de (4), les relations 
(11) f(z +4) —f,(z) =A, (k=1, 2), 


4, désignant des constantes, évidemment positives d’aprés la supposition 
faite sur u,. 


D’aprés (11) toute fonction périodique de z avec la période A, en- 
visagée comme fonction de f,, admet la période 4,, par exemple 
(12) w, (f, + A.) = w, (f,) (k =1, 2). 
Introduisons maintenant les nouvelles variables 


2atle 





(13) t.=e * =—R,et* (R,, 0, réels) (k =1, 2). 
Considérons la partie de la région S,, limitée par les droites 
= + 2, c.-a-d. correspondant & une onde; d’aprés (13) cette partie se 
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transforme en une couronne (coupée le long de l’axe négatif) ©, du plan ¢ 
limitée par des cercles € et ©, concentriques et ayant pour rayons 1 et 


Bais" 
(14) r=e “ (¢,>1>F%,) (k =1, 2). 
D’ailleurs la ligne 7 du plan Czy, c.-a-d. laxe réel du plan f, 
correspond au cercle € de rayon 1, d’aprés les formules 





(15) bal, qmeee (k =1, 2). 


Toute fonction de f,, holomorphe dans S, et admettant 4, pour 

période, peut étre envisagée comme fonction de ¢,, holomorphe dans ©,. 
Faisons le dernier changement des fonctions inconnues, en posant (Levi- 
Civita, I, p. 275): 
(16) w,=c,e-*, w= 0,+ 1, (0,,17, réels) (k=—1,2), 
ou ¢, sont des constantes. Les fonctions w, sont des fonctions uniformes 
holomorphes dans les couronnes ©,; en effet, ¢, décrivant un contour 
fermé qui renferme l’origine des coordonnées, le contour décrit par w,, u, 
étant positif, laisse l’origine & l’extérieur et, par conséquent, log w, re- 
prend sa valeur initiale, quand ¢, revient au point de départ. Nous 
choisissons les constantes réelles et positives c, de telle ..;0n que les 
développements des w, en séries de Laurent ne renferment pas de par- 
ties imaginaires dans les termes constants. 

De la formule 


- . r -¢ ‘ 
(17) u,—tv,=c,e%e *"* (k =1, 2), 
équivalente 4 (16), il résulte 

(18) |w,|=c,e*, u,=—c,e*%cosd,, v,—c,e*sind, (k=1, 2), 
par conséquent, @, représente langle du vecteur de la vitesse avec 


Vhorizontale et la condition u,>0 est équivalente a | 0, <3. Nous 


introduisons les fonctions w,(¢,) comme fonctions inconnues. Ces fonc- 
tions, holomorphes dans ©,, doivent satisfaire aux conditions (8) et (9). 


D’aprés (9) il faut que pour R, =r, soit sin #,=—0, mais | d,|< > par 

conséquent, 

(19) o,=0 pour |¢,|/—r, (k =1, 2). 
Les conditions (8) et (9) renferment y,. D’aprés (4) 





(20) da, oe Sh wn ging See (k =1, 2), 


Ww, 2ac,t fy 


le point ¢,=1 ayant pour image dans le plan Czy les sommets de la 
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ligne 1, tels que le point D avec les coordonnées z = 0, y = — aa (a sera 
déterminée dans la suite); par conséquent 


2A 


(21) a —i6+_5 [ete Ee (k =1, 2); 


22c,% ¢ 
1 
en particulier on a sur la circonférence € 
OR 
ax ia ° ri io 
(22) Ge *, 2=—tea-+ er [e' ‘do, (k =1, 2). 
oRCE 
vu 


Nous pouvons donc représenter la ligne / sous la forme paramétrique 


a, 4, 





—_ Ay -t == Ay = © 
© = F5, fe ‘cos #, do, = Zac, fe cos #, do,, 
92) U uv 
(23) ‘ . 
¥y,= —a+t “3 e-" sin 8, do, = —a+ ~*- | e-"sin 9, do 
vt ' 2aqy A 1 2a, ore 
vu 


0 
Ces formules établissent la correspondance entre les valeurs deo, et de o, 
qui donnent le méme point du profil d’onde 1. De ces formules résultent 
pour o, = o, = 22 les relations suivantes entre 4 et A,: 


2x 


° Ag —t%, . ‘ 
(24) im git [e ‘cos #, do, (& =1, 2). 
vu 
Nous écrivons encore les équations (23) dans la forme différentielle, 
& savoir dans la forme 
22 


1 . . 
25, te-"(%) do, ms 8 e- (0) dg : d’ou “1% aa x 4 et )-n(4.) dg, 
(25) c Ce 3 A, ¢, 22 ’ 


1 
0 
#,(o,)=8,(0,) sur €. 
L’équation fondamentale (8) peut maintenant s’écrire: 
: Oa cy 2r_ (aq) __ Oxy 2r, (o,) 
(26) se > ¢ 


oy 














= 9(0,— eat jo sin #, (0, )do, + const. sur ©, 
en tenant compte de (18) et (23). 
Posons, pour abréger: 
_ eh i 
™ ~ Qe? + oe? (k= 1, 2), 
(27) — 
| = tiga 
(0, ¢? +0, cf) f e~"' cos 0, (o,) do, 
0 
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Nous pouvons alors écrire les équations du probléme (25) et (26) sous 
la forme définitive: 

22x : 
e7" (@,) do, = "hanna ean e T2(0) do, 


fe" (93) —t_ (9) do, 
0 


(28) 8, (,) = 8, (0,), 





a, 
m,, e7'2(%2) — m, e2% (00) — 2p, f e-sir9 sin #, (o,)do, + const. sur €. 


En résumant, & tout mouvement stationnaire du type indiqué dans 
le $1 avec la condition supplémentaire de l’existence d’une limite infé- 
rieure positive pour u, correspondent 5 paramétres, r,,17,, C,,¢,,A et 
deux fonctions w,(¢,), holomorphes dans les régions ©,, ne renfermant 
pas de parties imaginaires constantes dans leurs séries de Laurent et 
satisfaisant aux conditions (19) sur les circonférences ©, et anx condi- 
tions (28) sur la circonférence ©. D/alleurs r,,c,, 4, q,,h,, 4,,@ sont liés 
par les formules (9), (14), (21), (23), (24) et par léquation 


(29) fy,dz,=0, 
0 


exprimant que l’origine de coordonnées C se trouve dans le niveau moyen 
des liquides. 


Montrons inversement que, si nous avons deux fonctions w,(¢,), 
holomorphes dans les régions ©,, ne renfermant pas de parties imagi- 
naires constantes dans leurs séries de Laurent, ayant des limites infé- 
rieures positives pour c,e ‘+ cos #, et satisfaisant aux conditions (19) et 
(28), nous pouvons indiquer un mouvement stationnaire du type indiqué 
au § 1. Déterminons les w,,4,, f, par les formules (16), (24) et (18), 
alors les z, peuvent étre représentés par les formules (21). Calculons 
ensuite a, q,,h, d’aprés (29), (14) et (9). Il est évident que les z, sont 
des fonctions holomorphes de ¢, dans les couronnes ©,; la ligne J, repré- 
sentée par (23) et admettant la période 4 correspond au contour C; 
quand ¢, parcourt la circonférence ©,,z, décrit, en se mouvant toujours 
dans le méme sens, la ligne y,—h,; & un circuit de ¢, correspond un 
segment de longueur A, décrit par z,, comme il suit du théoréme de 
Cauchy. En vertu de la supposition faite par rapport 4 c,e ‘* cos #,, 
il est facile de démontrer que la ligne / et l’horizontale y,=h, ne se 
coupent pas. En tenant compte encore du sens des contours décrits, 
nous pouvons conclure qu’il existe une représentation conforme de la 
couronne ©, (composée d’une infinité des feuilles) sur la région L,. 
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Remplagons maintenant dans les formules (16) ¢, par z, et vérifions 
que le champ des vitesses ainsi obtenu donne un mouvement doué des 
propriétés voulues. 

En effet les droites y, = h, sur lesquelles |¢,| =r, et, par conséquent, 
3d, —=v,=0 sont des lignes de courant; la ligne 1, donnée par les for- 
mules (23), compatibles en vertu de (28), est aussi une ligne de courant 
pour les deux liquides; enfin la derniére des équations (28) montre 
immédiatement que la condition dynamique 

o,|w,|*— 0, |w, |" = 29(0, — o,) y+ const. sur 1 


est remplie. 


§ 3. 
Ondes infiniment petites. 


Les fonctions w, sont d’aprés (19) purement imaginaires pour | ¢, | = r, ; 
elles peuvent donc étre prolongées dans les couronnes G, limitées par 
les circonférences concentriques € et ©, avec les rayons 1 et rj. Les 
valeurs prises par iw, dans les points symétriques par rapport 4 €,, 
sont imaginaires conjuguées; en tenant compte de l’absence de la partie 
imaginaire constante des w,, il est facile de conclure que les développe- 
ments des w, en séries de Laurent ont ia forme suivante 


rf _ Bo” kb) b) 
a= 2'|(@ a; iby ) —(a; ib} > ] 
v=1 k 
(30) 2 (a ® cos vo — b sin vo) (= _ 2) 
ey rr R 
+ ¢ (aM sin vyo+ b* cos yo) (2 4 5) (& =1, 2), 
ry R 


a et b” étant des nombres réels. 


Pour trouver les ondes infiniment petites négligeons d’abord tous les termes 
d’ordre supérieur au premier en #, 7. I] résulte dans ce cas du systéme (28): 


(31) do,=do,, 6,=0,, 0,(c)=%,(0), 


mM,T, (6) — m,t, (6) = p, J (o)do-+- const. sur 6. 


) ‘ . 
» et bY” les équations: 


On trouve donc pour la détermination des a; 
al” D® ‘ini a” D® : 

| m, a” g° — m, a” gs —_—— Ba,” D”, 
a Dp” = DY”, 

m, b,” 8 — m, b: 8)? = — bd D?, 


(32) 





A ENE 








0 
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ot l’on a posé 


(33) BM arte”, Demy —n” (k =1, 2). 
Le déterminant des systémes (32) est 

, 1 nw ne 8” 8°) 

(34) 4,=-—D, D; [p—»(m Fas — m, sa) |. 


Posons, pour abréger, 








(88) a ee rs ee 
3 “=m —m, — =m — +m, —— 
Y 1 po 2 p® i fr 3 1—r3” 
et considérons 
4 Dy?” zr 4r ) 9,2 2 
a (ve,) 1—ri"+2r;" log ry’ 1—1ry" +219” log ry’ 
—e ft  e,.)~ hl on ee 2 
ay (1—r2")* (1—9?"? 


Mais la fonction |— 2*-+ 2zlogz est positive pour 0< zx <1, et 
négative pour x>1, par suite, si r,<1<41,, la fonction va, croit de 
«, pour y = 1 jusqu’a l’infini pour y = co. Par conséquent, 4, peut s’annuler 
une fois seulement et cela sous la condition nécessaire que p, soit positif 
et égal & un certain v«,. 


On peut, sans restreindre la généralité de la solution, poser 
(36) PDP, = &,; 
en effet, aprés avoir déterminé la solution correspondante aux valeurs 
n on v . : ; 
1,7 et — et a la relation p, =«,, nous pouvons grouper ensuite n 


ondes en une onde unique, pour laquelle 4, 1,,4, et p, seront A, 4,, 4,, 
Np,=ne, tandis que 7, =r, et 7,—7,. 


Des équations (32) on obtient pour » > 1: 
(37) a! =a!” = b= b;? = 0 (» >1). 
Au sommet D de la ligne / la vitesse est horizontale, c’est-d-dire 
3, = 0, = 0, par conséquent: 
(38 ) a; =a; =0. 


° ° ° 1 P ° 
Pour la détermination de 6," et de b{” reste une équation (32); 
introduisons un paramétre auxiliaire «4, alors 


€ 1) “a (2 2 
(39) a Di = bf D!® = p. 
On trouve donc, comme premiére approximation, la solution suivante 


sé 

O,(6) = usinoe s, (6) = 2 —— 

> k\ ‘ , k a pe 
1 


‘ 
~ 
[Ov le 


{ 40) o 


= tu-—— 


A 


;cosa (k=1,2). 
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Sans discuter cette solution, remarquons seulement, que d’aprés (23) 
on trouve pour le profil d’onde une courbe sinusoidale 


(41) y= — a+ 5-p(1— coso); 


de cette formule il résulte, qu’on doit prendre y» positif, si l’on veut 
obtenir le sommet D situé au-dessus du niveau moyen. 


§ 4. 
Ondes d’ampleur finie. Symétrie de la solution. 


Nous essayerons de trouver la solution du probléme sous forme de 
séries procédant suivant les puissances du paramétre 4; nous introduisons 
ce dernier au lieu de la longueur d’onde 4, qui sera alors déterminée par 
la formule (27). 

Les fonctions w, et la constante p,, qui dépendent de la longueur i, 
sont évidemment des fonctions de u« et nous supposons qu’elles peuvent 
étre développées en séries suivant les puissances de uw. Aprés avoir trouvé 
les séries formelles, nous démontrerons leur convergence 

Nous posons donc: 


x 
w,(¢)= Su" op (¢) 
n=1 


= > wn" (Of? (R,o) + ixf’ (R,0)) (2, ry" réels) (k = 1, 2). 





n=1 
(42) x 
6, (6,)= 6, + 8(o,), 8(o,) = > p"s(0,), 
n= 
= n (") 
Pp, =a, —k, k= Su" Ek“. 
a=1 


Nous supposons que les w,(¢) sont des fonctions holomorphes de ¢ 
et de mw, pour ¢ dans la couronne ©, et pour || assez petit. Nous 
supposons aussi que pour mw réel ces fonctions et, par conséquent, les 
wy"(¢) sont purement imaginaires sur €, et que les développements de ces 
fonctions en séries de Laurent ne renferment pas de parties imaginaires 
des termes additifs constants; on peut done représenter les fonctions w,” (¢) 
par les formules (30). Nous supposons enfin que la fonction s admet la 
période 22 et est holomorphe pour || assez petit et pour o, ayant sa 
partie imaginaire suffisamment petite. 


I] est évident d’aprés le § 3, qu’on peut prendre 


r 
. (2) =+F (1) . (1) l+ry 
(43) wo = —t——, & (1,o)=sino, ry (1,o)= — ——, cose 
ry — Tr =—t. 


(k =1, 2). 
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Pour abréger nous désignerons of’ (1,0) et rf" (1, 0) simplement 
par #{" et ry”. Ces fonctions admettent la période 2 et sont des fonctions 
holomorphes de o pour o dans le voisinage de l’axe réel. 

Si l'on introduit les développements (42) dans (28) et égale dans 
les deux membres des équations obtenues les termes du méme ordre 
en m, on obtient un systéme d’équations, dont on peut tirer toutes les 
fonctions inconnues. En effet, supposons que nous avons trouvé les 
fonctions «{", ..., w{"~”, 8”,...,8"-”, et les constantes k”,..., ar 


sous la forme suivante 


Y j 

. r -* ¥ . 

wo, C) =i Don( +33), of (oc) = — Doi? (rs — ry) Sin vo, 
r=1 rT » v=1 

(44) ; 

1! (o) = » bi” (re + rj) cos a, 89 (6) = >'c,,sinva (k=1,2) 


pond r=i1 





‘ 4 ° (nm) (n-1) -1) 
et montrons qu’on peut déterminer univoquement les w,”, s”~”, k™ 


et cela précisément sous la forme (44). 


En premier lieu la premiére des équations (28) nous donne 


; , ds™-" (g,) Qn q*-! @ 7 (1) —F2(%9) 
(45) . ™(n—1)! dy®-) 2x — ue > 


f et (a) —T_(0) do, 
0 





oi dans le second membre rt, (o,) désigne la fonction composée qui s’obtient 
aprés avoir remplacé o, par son développement (42). Selon les sup- 
positions faites l’expression du second membre de l’équation (45) est 
connue; cette expression peut étre développée en série de Fourier, cette 
série ne contenant que les cosinus jusqu’au terme en cos(n—1)o, au 
plus et ne contenant pas de terme additif constant. Donc, en tenant 
compte que pour o,=0 on peut prendre o, = 0, nous déterminerons 
univoquement s‘*~") et précisément sous la forme (44). 


Maintenant la seconde des équations (28) nous donne pour la différence 
(46) a” (o,) — BY” (a) 


une expression qui péut étre développée en série de Fourier procédant 
suivant les sinus des multiples entiers de o, jusqu’au terme en sinno, 
inclus. D’une maniére analogue nous pouvons trouver au moyen de la 
troisiéme des équations (28) pour la différence 


(47) 2m, 13” (o 04) — 2m, ti" (o,) — 2a, f om 0,)do, + 2k» f sino, do, 


une expression cornue (sauf une constante), qui admet le développement 
Mathematische Annalen. 98. 
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en série de Fourier procédant suivant les cosinus des multiples entiers de o, 
jusqu’au terme en cos no, inclus. 

Il s’ensuit que pour la détermination des fonctions w;{” nous avons 
trouvé deux équations, tout 4 fait analogues 4 celles du § 3. Mais tandis 
que dans le §3 pour la détermination des coefficients a‘” ou 6!” on se 
servait de systémes d’équations homogénes avec des déterminants différents 
de zéro pour »>1, les équations des systémes pour la détermination 
des b” (y=1,2,...,”) ont & présent, en général, un second membre. 
En outre, p, est maintenant remplacé par a, et il y a un terme com- 
plémentaire —2k~" coso, dans la différence (47). 

En tenant compte de tout cela, nous pouvons conclure que les 


fonctions a," se déterminent univoquement sous la forme (44); on 


pourrait toutefois mettre en doute la détermination des coefficients as) et 

bi"; on peut égaler & zéro les coefficients a,*) pour la méme cause que dans 

n, P n,i po q 

le §3. En ce qui concerne les coefficients a@, ils doivent étre déter- 
q ; 

minés par le systéme: 


(1) 2 (1) (2) » (2) (n) 
1 Oni — 1 i = 1»? 


m, S}” bs, — m, S{” bg} + «, DP oS, — k*~” = py, 

oi £;" et By” sont connus. La condition de compatibilité du systéme 
nous servira pour une détermination univoque de k™~" aprés quoi le 
systéme (48) se réduira 4 une seule équation; on peut choisir, sans 
restriction essentielle, un des nombres bei b arbitrairement (voir Levi- 
Civita, I, p. 291 et Struik, 1. c.*) p. 604) et nous voulons prendre 


(49) be = 0. 
Ainsi nous avons trouvé les séries donnant la résolution du probléme, 
et établi la forme de ces séries. Il est facile & voir que les ondes obtenues 


sont symétriques. En effet, des formules (23) nous déduisons immédiate- 
ment que 


(50) 


(48) 


ne = —2,(—2@), 
y¥,(¢)=%(— 9), 
par conséquent le profil des mndes est symétrique par rapport a la verti- 
cale passant par la créte D. Mais alors tout le mouvement est symétrique 
(Levi-Civita, I, p. 286). De toutes les propriétés de symétrie nous faisons 
voir seulement que la transformation (21) fait correspondre & l’axe réel 
positif du plan ¢ les verticales passant par les crétes du profil des ondes, 
en particulier, l’axe imaginaire Cy du plan Cry. 

La forme des fonctions w{" et s” peut étre particularisée plus 
exactement que dans (44); en effet, les fonctions nouvelles @,(¢), 3(0,), 
déterminées par les formules: 











hs. A fe lUlUrrrtlC rllUrrlC<C eC 


e oS 


ol 


(5 
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@(o)=@,(—¢), %(0)=%(o+2), %(6)—4 (6+), 
5(o)=8(o+2), 


donnent encore la solution du probléme, comme il est facile de vérifier, 
en introduisant ces fonctions dans les équations (28), par exemple: 





e-11:@) 8%: __ 9-640) 1% (9 +2) 
d do, 
—T_(%,+2) — F_(G,) 
= e-*1(0y(0,42)) 2% (+) — = Zae™ t2(% 
oO 2x 2x . 
7 Sf etirtertm)—nlte) dof eh GI-Tel4)) gg, 
® 0 


D’autre part, en changeant partout dans la nouvelle solution « en — mu 
nous obtenons encore une solution du probléme, qui doit nécessairement 
coincider avec la solution primitive. En effet, les premiers membres des 
développements des fonctions w,, & savoir pop (¢)= — woof? (—¢ ), sont 
les mémes pour les deux solutions et alors les termes suivants se déter- 
minent univoquement. Par conséquent la solution trouvée posséde la 
propriété d’invariance quand on change simultanément u en — mw, ¢ en —C, 
6, en o, +2 et o, en o,-++2. Nous pouvons, par suite, remplacer les 
formules (44) par les formules suivantes plus exactes: 


Ps 


= ~n-2ry r"-2” 
of” =i Ps .... (SS +— ) (bs? 1 =0, si l>0), 
z 


-n—2> 
v=0 5 





a-1 

(51) : 
a (a) = >? en a2» Sin(n — 2y)o, 
v=0 


Sees ae Ee”. 


v=] 





§ 5. 
L’algorithme de |’ intégration. 


Dans le paragraphe précédent nous avons trouvé la solution formelle 
du probléme. Dans le présent paragraphe nous donnerons toutes les 
opérations de la composition de la solution sous une forme explicite; 
cela est nécessaire pour la démonstration de la convergence des séries 
obtenues. 

En premier lieu, écrivons |’équation (45) 


ds®-(6 ) on a*-! e *(02)— ta (0s) i 
(52) ad | — (n = 2, sane 
p=d 





a-1 22 
du Be son do, 


39* 
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Ensuite, considérons |’ équation 
(53) B, (o,) = 0, (9,). 

Avant d’examiner la derniére des équations (28), nous donnerons 
expression pour la fonction composée t,(0,) par #, (o,) 

Considérons la fonction (Levi-Civita, I, p. 298): 

t \* /r,.\™ 
2 (£ } —! 
(54) N(t) = 3) > z 


m mom 
m=1 " " 





= — log (1 — =) — 3? log(1— 4) (1- ,), 


\ 2 
r=1 1 er; 


holomorphe 4 l’intérieur de la couronne S., limitée par les cercles € et 
€,. Cette fonction est finie partout sur ©, sauf au point ¢=1, oi elle 
admet un infini logarithmique. [1 faut noter que dans la suite nous enten- 


dons sous le signe de log toujours le développement correspondant. 


Il est facile de démontrer l’égalité suivante: 


: * (n) : 
(55) ow” (6) = = J oo s) N(¢e~**) do, 


—s 


il suffit pour cela de substituer dans le second membre les développe- 
ments (44) et (54) des fonctions ®”(o) et N(fe~*) et intégrer ensuite 
terme & terme, ce qui est évidemment loisible pour r,>|¢|>1. Pour 
'¢|=1 la formule est aussi valable, parce que lintégrale du second 
membre est convergente et cela uniformément pour ¢ tendant vers € 
suivant le rayon. 


De la formule (55) on peut obtenir une autre, plus générale: 


(56) w, (0) = [20 w(ce-t)do, 
- 
la série 2°) étant supposée uniformément convergente 
do : 


En posant dans cette égalité ¢ = e'® et comparant les parties ima- 
ginaires, nous trouverons 





(57) r,(6)=+ J 22 na (e0-» a0, 


la lettre i désignant la partie réelle. 
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Posons encore 9 = 0,(0,), «= 0,(«), alors nous obtiendrons |’ex- 
pression voulue: 


(58) cslou(og)) = 2 f 242m w(etmsno-ni de, 


7 


ici nous faisons usage de la formule 
gq! do, 2 
, (9, (9,)) 35: = #, (44) 


qui découle de (53), et tenons compte de la circonstance que o croit 
simultanément avec « de — 2 A a. 


Dégageons de l’intégrale (58) la partie suivante 


(59) a(05) = 2 5” ( wat’ 2) 98 ef") de 


-2 


et transformons le reste, en tenant compte de la parité de la fonction 3, (e) 


(60) 0, (04) = 3 s*a(o,) = — 124 g( 04,8) de, 


g(o,e) désignant |’expression 
(61) g(o,e) = R N(etle9-o(e) — Kt N( et -#) 
+ N (eties(+0,(e)) — RN (eter, 


C08 6, (6) — cos a, (¢) 











— log C08 6 — cose 
2 1 2 1 
1-— gavel Oat Te 1 — —;, 008 [o, (0) +o (¢)] + =; 
r r 
— 3 | oe yp — © + ng FE 
1 ---ensle 0) 4 = 1 — — cos (0 +4) + res 
1 i " 1 


A titre d’abréviation introduisons les notations 





f __ ©08 6, («) — cos @, (£) 

als “cant 

2 1 
(62) 1 — —, c08[o, (6) — 9, (¢)]+—, 

2 i 

9,(o,€) a ae _ - . = & 
1 cos (oe) + — 

% ry 


alors, en tenant compte de la formule évidente g,(o, — e)=g,(—,e), 
nous pouvons écrire 


(63) g(o,e)= —log[1 + g,(¢,«)] 
— 3 {log [1 + g,(o,¢)] + log[1 + 9,(—,e)]}. 
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Nous avons fait la décomposition de 1, (0, (o,)) = 4, (o,) + 4,(o,) en 
deux parties puisque la fonction g(o,¢) devient nulle pour u = 0 et, par 
conséquent, il suffit de connaitre #,(o) jusqu’aux termes contenant en 
facteur »"~* pour déterminer 3" (0,). En comparant les formules (57) et 
(59), on voit que 46,(o,) est composé 4 Paide de #,(0,) de la méme 
fagon que t,(o) est composé a l’aide de #,(c), c’est-A-dire 4,(0,) re- 
présente la partie imaginaire d’une fonction holomorphe dans la couronne 
©,, ne contenant pas de terme additif constant et dont la partie réelle, 
nulle sur €, prend sur € les valeurs données #,(o, ). 


Pour abréger les formules, introduisons la notation 
(64) G,(z) = e®*—1— 2z. 


Alors nous pouvons écrire la derniére des équations (28) sous la forme 
suivante 


Oo 


(65) m, G,(t,) — m, G,(6,+ 6,) — 2m, 6, — 2a, J (e-=sin 8, — 0,) do, 
os 2k f(e-"sin 9, — sin o,)do,-+ 2m, t,(6,) — 2m, d, (4, ) 


— 2a, f 0,do,+ 2k f usin o, do, = const; 


égalons 4 zéro le coefficient de ~”coso, dans le premier membre de cette 
équation. En vertu de léquation (49) le terme en ju” cosa, ne figure pas 


dans les développements des fonctions r,, 6,, {,do,, si n>1; nous 
pouvons done écrire l’équation obtenue de la maniére suivante 


2x 

at ee 
(66) Qn k' D - Fo a, { m, G, (t,) — m, G, (4, -+- 6,) — 2m, 6, 
- 2«,| e-"ssin 0, — 8,)do, + ak {(e- sind, — usino,)do,} do | 


w=0 


(ns = 2, 3, ...). 
Pour déterminer w,"(¢) nous pouvons faire usage de l’équation 
( 7 3 
(67) 2m,xy” — 2m, 6” — 2«, { 0!" do,— —-— i= {m, G, (t,) 
“ 


—m™, G,(6,+ 6,) — 2m, 6, — 2«, {(e-" sin #, — 0,) do, 


+28 fe-ssin9,4o,}] (n = 2, 3, ...) 


“ad 


et de la condition supplémentaire (49). 
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§ 6. 
Introduction d’un type particulier de fonctions majorantes. 
Nous introduisons pour la démonstration de la convergence des séries 
obtenues des fonctions majorantes d’un type particulier. Nous n’avons 


besoin de majorer que les séries composées d’un nombre fini de cosinus 
ou de sinus. 


La série 
(68) ®, (0) = A,+ A, e” + A,e**+...+ A em (m > n) 
avec les coefficients positifs A, est appelée majorante des séries 
(69) P,, (9) = a, + a, cosa + a,cos2a+ ... + a, cosna, 
%,(¢) = a, sino +a, sin2o-+-... +a, sinno, 


quand les conditions suivantes sont remplies 

(70) @,| + /a4,|/+---+]a,|S4,+44.+--. +4, 
(k= 0,1, 2,..., m); 

remarquons que m peut étre infini. 


Nous indiquons la relation de majorance de la maniére suivante: 


(71) P,(9)<€D,(c) ou O(c) = Maj y,(o). 
Soit maintenant la série g = sp" Y, (9), ob y,(o) est la série de 
n=0 


la forme (69); lexpression ® = > uu” ®, (oc) est appelée majorante de 
n=0 

(oc) si ® (co) sont des séries majorantes de y, (c). 

Indiquons les propriétés suivantes des fonctions majorantes qu’on peut 
aisément démontrer. 

1°. Si @ ne dépend pas de co, une majorante introduite par nous est 
en méme temps une majorante ordinaire. 

2°. Si @m ne dépend pas de uw, il y a les inégalités suivantes: 
p|< (0), |p’|< O'(0) ete. 

3°. Les majorantes peuvent étre ajoutées, multipliées et dérivées 
par rapport & mw ou a o. 

4°. Si m(o,2) dépend encore d’un paramétre «, si p(o,e)< O(a) 
pour chaque « dans l’intervalle (a,b) et si g(e) est une autre fonction 
dont le module ne dépasse pas une constante M, on peut prendre 


b 
M(b —a)@(oc) comme une majorante de Se(o,e)g(e)de. 
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5°. Soit m(p,,~_) une série de Taylor et soit B(g,,y_) une majo- 
rante ordinaire de p(@,, 7,); alors, sig, <,, p<, la série ¥(P,, D,) 
sera une majorante de 7(¢9,, 9). 

6°. Soit w(o)< O(a), alors ®(c) est une majorante de la fonction 
qu’on obtient 4 l’aide de multiplication des coefficients de m(o) par des 
facteurs, dont les modules ne dépassent pas l’unité. ®(o) est aussi une 


majorante de Sp()do, étant supposé que la fonction g(a) ainsi que 
l’intégrale indéfinie ne renferment pas de terme additif constant dans leurs 
développements trigonométriques. 


Passons maintenant 4 la composition des majorantes des fonctions 
étudiées. Supposons qu’on ait obtenu une majorante de #,(o,) sous la forme 


(72) T'( 04) = > pn T™ (02) _ Su" (Bao + Bai e” +...4+ | PT es) * 
a=1 n=1 


D’aprés les formules (44) les coefficients de la fonction 1, peuvent 


étre obtenus en multipliant les coefficients de #, par des facteurs, dont 
1+r2”  1+r3 , 
= —; par conséquent, d’aprés la propriété 6°, 





les modules sont 


192” >. r; 
y, T' est une majorante de r,, ot lon a posé 
mw iete «ate 
(73) nog. nit. 


Supposons en outre, que nous avons une majorante de <s(s) sous 
la forme 5 
(74) S(o,) = Su" 8” (o,); , 


- 


a= 
alors, d’aprés la propriété 6°, S(o,) sera aussi une majorante de s(o,). 

Maintenant nous devons trouver une majorante de 1,(o,(o,)); il est 
trés facile d’obtenir une majorante de 6,(o,); en effet, 6, est composé & 
Paide de # de la méme fagon que 1, est composé & aide de #,, c.-a-d. 
les coefficients de 6,(0,) peuvent étre obtenus en multipliant les coeffi- 
ar 3 
cients de #, par a < one =y,; y, 7'(o,) sera, par conséquent, une 
majorante de 4, (0,). : 

Comme, d’aprés la formule (60), la fonction 46,(0,) se présente 
sous la forme d’une intégrale définie, nous voulons trouver d’abord une 
majorante de g(o,«). 

Considérons tout d’abord la différence 


[sin 0, (8) “oi ie sind | de 
0,2) — 2% (2) cose) yp 


COS 6 — COB £ coso—cose 


Fo ( 











8uU 


et. 


Q. 


ei | 
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En premier lieu, en tenant compte de la relation suivante 


sin ke cose 
sin ¢ 





= coske + 2cos(k—2)e+...<€ke*, 


il est facile de trouver une majorante de l’expression suivante 


8 (@) cose 
sin £ 





< Maj &“) — g(¢); 
ensuite nous avons une relation évidente (propriété 5°): 


sin s(#) Sinh S (e) 
a(e) < S(e) 





Nous pouvons indiquer maintenant une majorante de expression 
suivante 
sin 0, (¢) 








—1 
sine 
7 , sin s(#) s(#) cose " SinhS 5 gy 
= coss(e)—1+ a(2) —— Cosh S — 1+—g- S = e* — 1, 
et, enfin, de l’expression 
do, 
sin 6, (e) —— 
Fidjn ea 
sin ¢ 
1 do, i 1 y e 
= SL) (Gt — 1) +E — 18 8 + of — 1 = 081+ 8(e)) — 


Etudions maintenant |’expression 


J cos &@ sin 9 d0 











Ca é _ cos(k+1)o—cos(k+1)e  cos(k—1)o—cos(k—I)e 
k " eosao—cose  2(k+1)(coso—cose) 2(k—1) (cosa—cose) 
= pj e08ko + so cos(k —l)o 
cos 2 , 4 
+|F fai + ek F—1) | 008(% — 2)o+ 
cos ke 1 , ; 1 
2aey E+1 (= met g7) (2008(k — 2)e-4+...)]-4 
2k 2 3k-1 ; 
a a he. + 2 Be am DS ens ‘nai Oe 8 ke. 
“1 + 3-5 (t+ + eet 24% >) one <3e 


el k> 2; Q<3, QO, <3e’; 


f( a, cos k8) sin 6.40 n 
+ “B=0 <3Maj (5) a, cosko). 


k=0 





908 6 — COs e 
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On aura donc une majorante de g,(o,¢) sous la forme 


f Fe) sin 646 
9 (0,€) = — *—___ € 3Maj F(o) = 3[e5(1 + 8(0)) — 1), 
et, par conséquent, 
(75) log[1 + g,(o, e)] << — log{1 — 3[e5 (1+ S(o)) --1]}=68+... 
Majorons maintenant g,(o,«). Notons que, si « < 1, ona identiquement 
i—Seenspa® imac * 1a 
=1-+ 2a cosx+ 2a* cos2z7+..., 
et, par conséquent, d’aprés (62) 
21?” {cos [o, («) — 0, (#)] — cos (o—«)} 


g,(¢,e) = ——— is 
" 1 


2 2 
<{1 + » aa ais Hi we cos 2(o — e) 4 mf 


Il résulte de la formule (63) que nous n’avons besoin que de la 


: 1% 
rtie paire de log/1 ,e))= — 1/7" >. 
partie p all +9(oe)—= d(-1 5 
Soient P,(o) et P,(o) respectivement la partie paire et impaire de g,, 
alors (Maj P,-+- Maj P,)’ sera certainement une majorante de la partie 
paire de l’expression g/. 
Majorons la partie paire de la fonction cos[o,(o)—o,(e)]— cos(o—e): 
cos o, (a) cos o, (e) — cos. o cos e = cosa cose {[ cos s(a) — 1] coss(e) 
+ cos s(e)—1}—sino sin s(c) cose cos s(e)— cosa coss(o) sine sin s(e) 
-+ sino sin s(o) sine sin s(«) < e” {[ Cosh S(c) — 1] Cosh S(0) 
-+ Cosh 8 (0) — 1 + Sinh 8 (oe) Cosh 8(0) + Cosh S(o) Sinh 8(0) 
-+- Sinh § (a) Sinh §(0)} = e* [e5+5 — 1] <€ e*[e*5— 1], 
un calcul analogue donne 
sin o,(o) sino, (e) — sino sine < e*[e*5) — 1] 


et ensuite 


1+ =. cos cose + —- cos 20 cos 2e-+... a “OY 
‘ " * “yi 
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1 








3; , ae S 
— sino sine + — sin2osin2e+...< 
i "” 1- 





dot l'on conclut 








P, (0) <= 4, (#81) (m= 0, 1). 
1 1-3") 
1 


On a donc une majorante de l’expression 


(76) log (1+ 9, (9, ¢)] [1+ 9,(—, €)] 


4 (1+ s e*)e* 
4r2" . 
< — 2 log (1 — 
rf*—] { 1 o 
1 \t--~3¢ 
‘ ot 








(et — 1)}, 


Il est maintenant aisé d’écrire une majorante de g(o,«) que nous 
désignerons par @: 


(77) (8, e%) = — log {1—3[e%(1-+ 8) —1]} 


(1 + =") e” 
= 4r?” r?” 
— 2 >"log{1— —+ . 

fd (1-4) 


@r 
" 





Il est évident que @, ainsi que 7 est une fonction holomorphe de 


S et e* pour |e*| << R™ et |S|< R, oa R™ désigne un nombre satis- 
faisant 4 Vinégalité 1< R" <r}? et R® est un nombre positif, ne dé- 
passant pas un nombre positif, fonction de r, et R®. En outre la fonc- 
tion ® posséde les propriétés suivantes 


®(0,e7)=0, 5(0,e7)=0, 


3 4o\, 
(78) : me (1+ 50") ¢ 
P s © i " 2 16r r 
#50, = [Fl Dl 8+ Sans 1 
r=1 ae 





S=0 


On peut indiquer maintenant une majorante de 1, (o,): 
(79) t, (6, (0,)) < 7, T(o,) + T’(0) B(8(9,), e%). 
Convenons 4 partir de ce moment de désigner par l’indice 0 au-dessous 


de la lettre la valeur de la fonction pour o,=0 et par l’indice 0 au- 
dessus de la lettre la valeur de la fonction pour «= 0. 
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Nous montrerons qu’on peut trouver successivement toutes les majo- 
rantes introduites sous la forme de séries suivant les puissances de «. 
D’abord. de l’équation (52) il résulte que nous pouvons poser 

n-1 (itr) T+T.? 7 
s*- 1) _ 1 [ d ée 


. ; lel : os = & 
(80) (n—1)! ldu®”? 2 (titre Tot Te # (Sor) | 6 (n “> 3, coede 


Ensuite, en introduisant les notations 
G,(z)=e**—-1—22, G,(x)=Sinh ze”? —2z, 
R(T, ®(S, e%))= m,G,(y,T) + m,G,(y,T + T, ®) 

+ 2m,T,® + 20,G,(T), 


(81) 


nous pouvons conclure de Péquation (66) que 


E*-» < x?» 
(82) 1 | a® P e y 
= — | — {R(T), ®(S,, 1)) + 2K (Sinh T, e*?» — u)} 
| (n = 2, 3,...), 
ou 
(83) K = Su" K™ = Majk. 


L’équation (43) nous prouve que 
(84) T” =e”. 


Considérons maintenant |’équation (67) 
premier membre est 


le coefficient de cos yo, dans le 





gm 2 
(2) o(2) (2) “» & n@l_ 92% pe , 
(85 ) bn.» {2m Sy — 2m, D, p® 5 ys D, as 2b,» D, {- a, + =, 
oi nous nous sommes servis des notations (35). 
Mais il est aisé de démontrer que pour » > 2 il subsiste l’inégalité 
suivante 


( 86) a, —-+>a—F>0, 


en effet, cela découle du fait que |’expression 





1+a” 1 l+e p 
, a . an (@< 1) 
=. vy l—e@ . 


étant égale & zéro pour »=1 croit avec » pour »>1 (comme on 
pourrait le démontrer 4 l’aide du calcul différentiel). 


Désignons en particulier par 3 expression 





% #. % =m, 1—rf wm, 1-F#$ 1/m, , ™, 
(87) s"%- 3" 7F Ica” F Ite (+). 
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On obtient maintenant une majorante de of en posant, en vertu 
de (67) et (44) 


(88) a, 7?—-+ Rr, ®) + 2K Sinh Tent)| (n= 2,3, ...). 
n! du uw=0 


§ 7. 
Convergence du procédé. 
Multiplions les équations (80) par u*~? et sommons de n =2 & n=0co; 
opérons ainsi avec les équations (82) et les équations (84) et (88), nous 
obtenons alors le systéme suivant 


ett) T+ Ti? e(titr) T+To? “ee elt trad To+ToM% os 





Ben 
2 


— e(%itr2) T.+To?, on 2— elfitrs) T.+Ti?, ? 


(89) ) K=1 (R(T, ) + 2K (Sinh T,en™ — 1)], 





«&, T= we,e® + (R(T, ©) + 2K Sinh Ten? ), 
en tenant compte de la circonstance que les crochets contiennent «* en 
facteur. 

Si nous cherchions la solution du systéme (89) sous la forme de 
séries suivant les puissances de « et commengant par les termes en mu 
nous trouverions les majorantes obtenues dans le § 6. Par conséquent, 
si nous pouvons démontrer, que le systéme (89) a une solution, 8S, KX, 7 
étant des fonctions holomorphes de e* et « pour |e*|< R® (ot R®>1) 
et pour «| suffisamment petit, et commengant par les termes en yu, cette 
solution se confondra avec la solution formelle indiquée plus haut et par 
conséquent cette derniére solution sera convergente. 

En tenant compte que nous cherchons la solution sous la forme de 
fonctions s’annulant pour « = 0, faisons le changement des inconnues 
(90) S=uS8, K=ukKk, T=u,zT. 

Posons 
(91) R(uT, D(uS, e%)) = uw? R, (wu. T, Ty, 8, e%), 

il est facile de voir que R, est une fonction holomorphe de y», 7, T;, 5, e* 
pour je*|< R”, |uS| < R® et entiére par rapport 4 7 et T). En outre 
(92) R,(0, T, Ty, S, e) 

= 2(m, 73+ m, 73) T™ + 2m, T.S D (e) + 2a, 7,7”, 
posons encore, & titre d’abréviation 


oe ashe). E&B<}, 


2-—e* 


Sinh 2 e* = rG,(zx), 


(93) 


G,(0) = 1, 
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oi G, est une fonction holomorphe de z pour ;z| < R® < log2 et G,(x) 
est une fonction entiére de x. 

Le systéme (89) renferme 7,; pour éliminer 7,, différentions la 
premiére et la derniére des équations (89) par rapport a o, et posons 


ensuite o, =, nous obtenons alors, en tenant compte des formules (90) 
et (93), le systéme suivant 


By = 2[ (r,t r2) To + To P(u Sp, 1)) Gy (u(r, + 74) Ty 
+P, (u5,,1)), 
K = R,(u.7,, T,, 8,, 1) + 2K (1,6, (uT,) —1), 
aT, = e,-+ wR, (u, T,, T,, 5,,1)+2uK7,4,(uT,), 
3. = (74+ 1) B+ wha, T,, Ty» 5g, Sy), 
Gy Ty = t+ uhy(H, Ty, Ty, 8. 5,); 
nous n’écrivons pas les expressions des fonctions f, et f,, mais il est 
évident d’aprés les formules (89), (91), (93) et (77) que f, et f, 
sont des fonctions holomorphes de u, T,, T,, 5,, 5, pour |u5,'< R”, 
(7%, + %9)To\ + | aT, O(R™, 1)! < R®. 
Pour u = 0 le systéme (94) se réduit a 





| = 7’ rs 1, 
8.” = 2(y,+ Ys) T.” = 2(7, + 72); 
(95 ) 55°) = (7: +72) To = 7,417, 
KF i R, (0, =, a. > hal 1)+ 2K oT — 

= 2(m, 77 + m, 7?) + 4m,(y,+ ¥.)D Tg 

Le systéme (94) définit univoquement les fonctions implicites S,, K, 
T., Sc, J, comme fonctions holomorphes de w« pour |u| suffisamment 
petit, car les seconds membres des équations du systéme sont des fonc- 
tions holomorphes de leurs arguments dans le voisinage des valeurs (95) 


et « = 0, et toutes les autres conditions du théoréme d’existence des fonc- 
tions implicites sont remplies. 





Passons maintenant & l’examen du systéme de deux équations (la 
premiére et la derniére) (89); remplagons dans ce systéme 7, T,, S,, K 
par leurs valeurs trouvées ci-dessus et e% par ¢,. Dés lors ce systéme 
est de la forme, en tenant compte de (90): 


S=(y,+7.)(T+1)+uh(u, 8, T, ¢), 


96 i ai 
(96) ty T = ely + uf, (us 5,F, by); 


les fonctions f, et f, sont des fonctions entiéres de 7 et des fonctions 








nc 
su 
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holomorphes de ¢,,5, pour |¢,|< R®, |uS|<R” et |u| suffisam- 
ment petit. 
Le systéme (96) admet pour w= 0, 6,=¢, (|¢,|< R”’) la solu- 


tion T= ¢,, S=(y,+7_)(f,+1). Faisons varier ¢, dans le domaine 
(a) 
Sols : mae d’aprés le théoréme d’existence des fonctions implicites il 


existe une solution du systéme (96) prenant pour u=0, (,=¢, les 
valeurs J =¢,, S=(y, +72) (Co +1); cette solution est holomorphe dans 
Je voisinage des valeurs « = 0, ¢,=¢,; d’ailleurs nous pouvons indiquer 
un nombre r, ne dépendant pas de ¢, et tel que les séries représentant 
T et S seront convergentes. si |¢—¢,|<1,, |u| < ro. Il est évident 


alors que 7’ et S sont des fonctions holomorphes de ¢, et mu dans les 
4 
cercles | ¢| s+ - t= R” et |u| Soo. 


Nous avons donc démontré l’existence de la solution de la forme 
voulue du systéme (89) et par suite la convergence des séries majorantes 
8,7, K pour je"|< RR”, |u| <r. 


Mais alors il est évident que w,(¢) est une fonction holomorphe de 
¢ et w pour |u| <r, et pour 


2 
(97) 3a = (0/5 Rk 


car, par exemple, d’aprés (44) 


ws” (¢)| = sul +4) 


’ -* 
'y=l Ts » 
n i n r2” 
| \’z0) -.-» Y ¢ (2) s-¥ ¥ 2 
— > ein a ge tk > of. (% — i) 
= —wlt |S Pi) 


< p73 {T™ (log R) + T™ (log R®)}. 


La fonction o, sera aussi holomorphe pour |u| <r, et pour 
(98) Jmo,| <log Rk. 
En ce qui concerne w,(¢), de l’équation 

6, = 6,-+ 8(0,) 


nous pouvons tirer 6, comme fonction holomorphe de « et o, pour || 


suffisamment petit et pour o, dans le voisinage de l’axe réel. Alors des 
équations 


2a 


0, (o,) = 8,(0,), em do, = 


= Se at e~ 1, (@4) doa 
2x 2 
f e241) —t2 (49) do» 
0 











N. Kotchine. 





608 
nous pouvons tirer #,(0,) et 1t,(o,) comme fonctions holomorphes de « 
et de o, pour || suffisamment petit et pour o, dans le voisinage de 


Paxe réel. Ces fonctions sont identiques avec celles (44) trouvées au § 4; 
la fonction 


o, +é:, = sn" > oo.{ (= y+ (2 )\ 
1 r=1 


: \> # 
a= 


est donc convergente pour | «| suffisamment petit et pour 1 — 7 <|/¢;< 1+ 7 
ou 7 est un nombre assez petit. Par suite, la série 


— ~ (D 

~ n 7 r 
Sw Shae 
n=1 vy=1 


est convergente pour |u| suffisamment petit et pour 


_ 
. << 


Vou il résulte que ,(¢) est holomorphe pour |u| assez petit et pour 


(99) 1—#siti<-t> 


=—1-¢ 


c.-a-d. dans un domaine contenant ©, . 


Appendice. Caleuls numériques. Cas des liquides indéfinis. 
Citons maintenant les résultats des calculs effectués jusqu’a la 
deuxiéme approximation incluse. 


On trouve, aprés des calculs assez compliqués, pour les fonctions 
w,(¢), w,(¢), 6,(6,) et p, les expressions suivantes: 


? 
¢ 1 "kh C+ . 
‘ r c , ee x 
4 2 eee ae 
w,(¢)= —tu— 6p*f.—— +, 
=f?) ", =i 


d,(o) = usine + u* BZ, sin20+@), 


” l+rf e l+r} G < 9 
(1) t,(o)=—4 —{ 00s 6 — gu B,- 4 008 20 + 8) (ek =1, 2), 
k 7% 


6, = 6, + u(y, + 7,)8ino, 


, we, Ary 
+} g (t+ ra)(8 +7, + 74+ = ) sin 20, +, 
4.72 





| 
| 


- in 2 
P, = «, — p* lé + 7% (rv —1)| +@; 


en désignant par (s) les termes d’ordre n en ,« et en introduisant les 
notations: 
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_ rf+l _ ate a on, cf 43 
tet 3 i >= 1—r}’ k “acto (&=1, 2), 
1+4r3+r} 1+4r?+r} 
§ a Me (B78 — 1)—m (872 -1) _ ™ = 
= mM, = m1 i—r , 
(2) 1(3+3) ™ iti ™ 149 
6,=6—% an 6+ x ray f,=b+8=64 5" 1+r; 
2(1- 2(1—9F)’ 
&, = M7, + My Ye, 
1 1 
b= 3 (M+ So" + 5 (m7? + my 72). 





On tire de (1) les expressions suivantes, nécessaires pour calculer le 
profil d’onde: 








2 2 

Ct Sato 
(3) e*"t ax } | Tk c. ‘fo e ¢ + " = GC (k=1 2) 
=i- + ln # *-8_ 78 (1-13)? T 3) — oe , 


ou 
1 Le 
(4) 0,=B,— 97 7,=56—)7,. d5= Prt 5r=O+% a at 7? 
ae 
En comparant les parties réelles dans les deux membres de |’équation 
(3), on trouve aprés lintégration 


“a 
: 








=~: ae _#% . 
(5) Je *008 0, do,— 2a {1+ —" "5, + @} 
1 3 2 wile 9 
a{i+ ze (8-1) +@} (&=1, 2), 
par conséquent, d’aprés la formule (24) du texte 
(6) = yz = ae, {1 = ier “tk a+ @}, 
fe” "* cos 0 doy ( 


0 


ot A est déterminé par l’équation (27) du texte: 


2x 


ate is 
(7) a4 (eu— 01) — p, { e-" 008 9,do,— 22 {e,— nF +O}. 
( 


En s’appuyant sur (6), on peut calculer ensuite g, et g, (voir les 
formules (14) du texte): 


Ak Ac, i 
(8) = — ghlogr, = — st loge, { ——* = +@} (bk =1,2). 
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Considérons maintenant les formules 


» 
> 











(9) 2,=2,+%y,= —ia+ gt, Jem$ (k =1, 2), 
d’ot il résulte, d’aprés (3), que 
con 0 
(10) = — sot sh floge + [ 3! —1|+% [ e -1]+6 
a , —Tr i %. =T. J 
(k = 1, 2) 


Par conséquent, nous pouvons écrire les équations du profil d’onde sous 
la forme 


os #* 1 

sino + — - 
r: 21 
k 





A 1+ 
[antler 


~% ,sin20+@)}, 
_ Fs 
(11) : F 
| y= — a+ -{u(1— cos.0) + °4,(1 — cos 20) + @} (& =1, 2). 


La hauteur a du profil d’onde au-dessus du niveau moyen se trouve au 
moyen de la relation 


(12) S y,dx,=0 
U 
sous la forme 
(18) a=s{ut+ 54+}. 


La dépression d peut étre déterminée par l’équation (11) en y posant 


6o=>21: 





| 2 
(14) d= 5{u-52+@}. 
On peut maintenant écrire y, comme fonction explicite de z,: 
4A 23 ° 4 > 
(15) y = 3. {— 100s 7 — 5 bc0s=T= + @)}. 


D’aprés les formules (13) et (14) la hauteur du profil au-dessus du niveau 
moyen est plus grande que la dépression si 6 >0; dans ce cas la cour- 
bure de la créte est aussi plus grande que la courbure du creux. Lin- 
verse aura lieu si d< 0. Par conséquent le profil d’onde entre plus pro- 
fondément (en supposant toujours ~ assez petit) dans le liquide pour 
lequel l’expression 

(16) SEIS) 

(1—r*) 


est moindre. Pour le cas des liquides indéfinis l’expression (16) est pro 
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portionnelle 4 la force vive du liquide & l’infini . Calculons h, et h, 


en posant dans les formules (10) ¢ =r,: 





Re A _wlin \ si 
(17) hy = — 72 { log 1, tO} (k =1, 2). 


Regardons maintenant, au contraire, g,, h,, 4 comme les valeurs données 
et introduisons en conformité les désignations 


= — dk — On ey 

oe i eo i 
(18) = 
H, oe kk 





(k =1, 2); 


nous trouvons alors & l’aide des formules (17), (8), (6), (2) et (7), en 
omettant les calculs intermédiaires, les relations suivantes 


























remem {1+  Coth H, + @}, 
—_— 2 ey saa" 0 
Coth H, 
4a, {1+-5 Wg +O}, (k=1, 2), 
y, = — CothH {1 ny 4 
Fy. 1 + Fein a, 7 YS 
ie 7a = Ooth Hy {1+ satrg +O}, 
g4(0.—20:) 
2x (0, 2+ 0, e2 Nate erreas — m, Coth H, 
be: 0{ Bao H, — 1) — %, (3 Coth *m — 157 
’ 8 (m, Tgh H, — m, Tgh H,) 
= Coth H 1 1. 
sCoth H 
+ ome, : vos A, — 3) +9. 


Passons & la recherche des composantes de la vitesse u et v. Résolvons 
d’abord les équations (10) par rapport 4 ¢,: 


(20) L="7% {1- n+ @}, 


— Tk 


en posant pour abréger 


(21) 
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par conséquent 


es 2p+2,* 
i+P= Z.4+2'— 1 +0, 
k 
rn 


te 
(22) 3 
= ates =2+2;°+@. 


En aici ces iebpstanins dans les équations 











3 3 
ss om 
(23) w=—e er me f 1— pe ti +p? he pte be + i |+ a) 
. * ¥\ — eee (l—s,)” f 
nous trouvons 
Zt+Zr*. spite Z°+Z-* r? x 
—_ . ct ld, hs r sk k 
(24) . o {1 rt —mn +e (3 ) rt? aa tO}: 
d’ot il résulte d’aprés (19) que 
. Qay 
wat Cosh (1, — i 
=" hr" F Sinh A ne ig 





+ m* |(Coth H, — 3) —genag, — 8 -4= + 3 +O}, 


' Quy 

? Sinh (4, _ at 9 
Me = (u Ce 
. 2ay 
Sinh 2 (#1, — “4 nt") 4 
—m, TIT 
Calculons maintenant la vitesse carrée moyenne pour le profil, aussi bien 
qu’au fond des liquides; ces vitesses sont égales d’aprés le raisonnement 
de M. Struik °). 


Nous avons 


(25) 





— 4° | (Coth H, — 0) 


Ag 


(26) fleas fiwitas,— Joven furan, 
a ry ny 


_ Chae ei dey a O, Ax iw, 
~~ Oni i Ps ‘ do, 
¢ k 


mais 


(27) tag eda 
& - 


22 





*) D. 8. Struik, loc. cit. *) p. 680. 
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et 


(28) fie fo, e*’k) do, = Jew On) —. @ ~Th (Th »®)) do, 
Cy 
2x 


= 24 | T, (> %) + a(n, o,) + ...}da,; 














évaluons 
, 8x 22 
Judo =o, S(m+-. )do,=%, 
u 
2x wa % 
‘ 92 
(29) fr nih. a,)do, = {{- e2eS — — fons +. @| do, 
. r. =?) r ‘, 
- 2 oye — @\d — @); 
ft —)° ie oa 4 iat tom) (rntoety 7 


par conséquent 











-tow ia) 4x B p* : 
(30) fle k— et) do, = — EE ie + (6) 
Le k k k 
et 
(31) Xf lm,l? dz, = of {1 — = +@} 
: (ro — te) (r, _ 7? ) 
_2 Coth A; 
= ( 
a(t a? A, +o 7] +O}: 


Supposons maintenant que nous ayons communiqué aux deux liquides 
une méme vitesse c dans la direction de l’axe Cx négatif et calculons 
Vénergie cinétique moyenne. Désignons par Ly la région occupée par 
une seule onde; l’énergie cinétique du liquide, correspondante & une 
période sera 


J,= 


k 


el os 


yes Jf im.—el"eedy 


= $04 | (ul + of) — 2¢(m, —e) + (ct — 2e0,)] dx dy 
i, 


“ 


= 30, (S, +5, +-J,"), 
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= {fier dz dy— || dp dy = (—1)*A,q,, 


s; 


hy 


J, = -1ff —c¢,)dxdy = (—1)*~ ‘nef ae fi (S—ex) dy 


yw 


| 38) : 
=(—1)*"" 26 [(g,—e,hy tem) dz =(—1)*2e(c,h, —9,)4, 


“" 


J, =(e*— 2ec,){| dxdy =(—1)*(c*— 2ce,)ih,, 
L’ 





et, par conséquent, 











J, = alat — 2ciq, + c*4h,) 
= at) al { —(¢q— c)* log r, 
m far[iniasertingr + 942] + 0} 
= Chath (3 Me) pt Sah 
1 (J, + J) = b= 7 —ehGa od" 4 I “9 (@y— 04) +©. 


Caleulons encore l’énergie potentielle, correspondante & une période: 


1 , e —@)a° 
(35) J=$9(e—2,) | ytaz,— ct Tet TE +). 
0 


Passons maintenant au cas des liquides indéfinis, dans lequel on doit 
poser r, =o, r, = 0. Il suit évidemment de la démonstration de la con- 
vergence (§7) que dans ce cas les fonctions w, et w, sont holomorphes 
respectivement 4 |’extérieur et & l’intérieur du cercle €. Nous avons en 
outre w,(co)=0, w,(0)=0 d’od il résulte que les vitesses 4 l’infini 
sont des constantes c, et c,. 

La formule (6) est remplacée dans ce cas par l’égalité plus simple 


(36) A, = A¢,; 
en effet, par exemple, pour k = 2 


(37) Jer Fas [le roona, + ies sind,) doy — Bai, 
0 
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ayant en vue que le seul péle de la fonction 1 eta, est (= 0 avec le 
résidu égal & un (car w,(0) =0). 
En posant dans toutes les formules obtenues 
(38) lim r, = 00, limr, = 0 
on obtient des formules valables pour le cas des liquides indéfinis et 


justes jusqu’é la deuxiéme ot la troisiéme approximation incluse. 


(Eingegangen am 4. 12. 1926.) 








Ernst-Abbe-Gedachtnispreis 
fiir 
Mathematik und Physik. 


Der von der Carl-Zeiss-Stiftung begriindete Ernst -Abbe-Gedachtnis- 
preis zur Férderung der mathematischen und physikalischen Wissenschaften 
und deren Anwendungsgebiete sowie die mit dem Preise verbundene 
Abbe-Medaille kommt Ende des Jahres 1928 zum ersten Male fiir Anwen- 
dungsgebiete der Mathematik und Physik zur Vergebung. Das Preisgericht 
wird von den Herren Hecker-Jena, Prandtl-Géttingen, Zenneck-Miinchen 
gebildet. Besondere Bewerbung ist nicht erforderlich. 

Der erste mathematische Preis wurde 1924 Felix Klein fiir seine 
»Mathematischen Werke“ zuerkannt, der erste physikalische Preis 1926 
Prof. Wilhelm Wien-Miinchen, ,Hinem Meister der Theorie und des 
Experiments”. 




















Uber den allgemeinen Dimensionsbegriff und 
seine Beziehungen zur elementaren 
geometrischen Anschauung. 


Von 
Paul Alexandroff in Moskau. 


Herrn L. E. J. Brouwer gewidmet. 


Einleitung. 


Die biskerige Entwicklung der Dimensionstheorie*) hat im vollen MaBe 
den dieser Theorie zugrunde liegenden Dimensionsbegriff als den richtigen 
Dimensionsbegriff gerechtfertigt: erstens ist dieser Begriff selbst der denk- 
bar einfachste und natiirlichste, zweitens hat es sich gezeigt, daB diejenigen 
Raume bzw. Mengen, die a priori von der Dimension n sein sollten (z. B. 
der Euklidische n-dimensionale Raum R"), auch auf Grund der allgemeinen 
Dimensionsdefinition die Dimension n erhalten, drittens lieB sich mit Hilfe 
des allgemeinen Dimensionsbegriffs unsere Erkenntnis des topologischen Auf- 
baus der geometrisch interessanten Riaiume, vor allem der Euklidischen 
Raume und ihrer abgeschlossenen Teilmengen, wesentlich vertiefen und 
vermehren. 

Eine fiir die ganze Theorie prinzipiell wichtige Frage blieb aber bis 
jetzt unbeantwortet. 

Den Ausgangspunkt der allgemeinen Dimensionstheorie bildeten der 
n-dimensionale Koordinatenraum oder, ein wenig allgemeiner, die im klassi- 
schen Sinne n-dimensionalen Gebilde (n-dimensionalen Komplexe*)), und 


‘) S. wegen der Literatur z. B. meine Arbeit ,Simpliziale Approximationen in der 
allgemecinen Topologie“*, Math. Annalen 96, 8. 489, wo die grundlegenden Arbeiten von 
Brouwer, Urysohn und Menger zitiert sind. 

*) S. wegen der Definition des n-dimensionalen Komplexes z. B. H. Hopf, ,, Vektor- 
felder in »-dimensionalen Mannigfaltigkeiten“ (Math. Annalen 96, 8S. 227). Vgl. auch 
meine unter *) zitierte Arbeit. 

Unter einem im R® gelegenen Komplexe K?, » <n, soll folgendes verstanden 
werden. 

(Fortsetzung der FuSnote 2 auf nichster Seite). 
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alle diese Gebilde sind zu einem Bestandteil der viel allgemeineren Klasse 
der n-dimensionalen (abgeschlossenen) Mengen geworden. Nun fragt es 
sich, ob es méglich ist, in der Gestalt jeder n-dimensionalen abgeschlossenen 
Menge, so kompliziert sie auch sein mag, diese elementaren n-dimensionalen 
Gebilde, die ja fiir unsre ganze Anschauung der Dimension maBgebend sind 
und bleiben, irgendwie wiederzuerkennen? 

Um nur ein einfaches Beispiel zu nennen, betrachten wir in der Ebene 
ein Brouwersches ,,unzerlegbares“ Kontinuum, welches die gemeinsame Grenze 
von drei (oder mehreren, sogar unendlichvielen) einfach zusammenhangen- - 
den Gebieten ist. Vom Standpunkte der allgemeinen Dimensionstheorie aus 
ist ein solches Kontinuum, trotz aller Schwierigkeiten, die es der elemen- 
taren geometrischen Vorstellung darbietet, eine Kurve. In diesem Spezialfall 
lautet also meine Frage: Kann man in dieser Kurve dieselben primitiv- 
anschaulichen geometrischen Elemente erkennen, die uns zwingen, z. B. eine 
aus endlichvielen geradlinigen Strecken zusammengesetzte Figur ohne 
weiteres als eine Linie zu betrachten? 

Diese Frage, und zwar in ihrer allgemeinsten Form, mit einem Ja zu 
beantworten, ist Zweck der vorliegenden Arbeit: es wird sich namlich zeigen, 
daB die allgemeinen n-dimensionalen abgeschlossenen Mengen geometrisch 
dadurch véllig charakterisiert sind, daB sie sich fiir jedes «> 0 in einen 
n-dimensionalen Komplex stetig deformieren lassen, so daB wahrend des 
ganzen Deformationsprozesses kein Punkt um mehr als « von seiner ur- 
spriinglichen Lage entfernt wird. 

Wir wollen jetzt dieses Resultat in einer méglichst scharfen und 
prazisen Form aussprechen. 





Jede Menge von q+1, gS p Punkten des R", die nicht in einem R’~? liegen, 
heiBe ein q-dimensionales Geriist G“. Es sei weiter eine endliche Menge S von in R® 


liegenden héchstens p-dimensionalen Geriisten 

Go, SS, ..., O@ 
gegeben, unter denen es wenigstens ein p-dimensionales gibt; es wird auBerdem voraus- 
gesetzt, daB keines dieser Geriiste eine Teilmenge eines anderen Geriistes (des 
Systems ©) ist; sodann sind je zwei Geriiste Gf, OY entweder zueinander fremd 
oder ihr Durchschnitt bildet ein r-dimensionales Geriist (r <q, 7 < q;). 

Jedes Geriist G* des Systems S bestimmt eindeutig ein g-dimensionales Sim- 
plex 7%, welches als seine Eckpunkte die Punkte von @*% hat. Die aus diesen Sim- 
plexen und ihren simtlichen Seiten (aller Dimensionen) gebildete Figur heiBe ein 
p-dimensionaler Komplex. Zwei zu verschiedenen Simplexen bzw. Seiten des Kowm- 
plexes gehérende Punkte gelten im Komplex stets als verschiedene Punkte des Kom- : 
plexes auch dann, wenn sie im Raume R” zusammenfallen. Bequemlichkeitshalber 
werden wir als Simplexe des Komplexes K”? auch simtliche Seiten jener Simplexe 
betrachten; wenn nétig, sollen diejenigen Simplexe von K®, die nicht Seiten anderer 
Simplexe desselben Komplexes sind, als Hauptsimplere von K” besonders gekenn- 
zeichnet werden. 
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Unter einer abgeschlossenen Menge verstehen wir in der ganzen vor- 
liegenden Arbeit entweder eine beschrdnkte abgeschlossene Teilmenge eines 
Euklidischen Raumes beliebig hoher Dimension oder, noch viei allgemeiner, 
eine beliebige abgeschlossene Teilmenge des Fundamentalquaders R® des 
Hilbertschen Raumes. Dabei ist R“ die (kompakte, abgeschlossene) Teil- 
menge des Hilbertschen Raumes, die aus allen Punkten besteht, deren 
Koordinaten den Ungleichungen 


O<2,<*, n—=1,2,... in inf. 
[x bedeutet die n-te Koordinate eines Punktes im Hilbertschen Raume] 
geniigen *). 

Wir stellen weiter noch folgende Definition auf. 

Es sei R der n-dimensiona!e Euklidische Raum R” oder der Funda- 
mentalquader R® des Hilbertschen Raumes; es seien ferner F und @ zwei 
in R gelegene abgeschlossene Mengen, und « eine positive Zahl. 

Dann sagen wir, daB F sich in ® «-tiberfiihren laBt, falls ® ein- 
deutiges und stetiges Bild von F ist, 


(1) =F), 


und diese Abbildung und die gegenseitige Lage von F und @ so beschaffen 
sind, da8 kein Punkt z von F von seinem Bildpunkt § = (xz) um mebr 
als « entfernt ist‘). 


Es sei hierzu bemerkt, da®B sich jede stetige Abbildung (1) einer 
abgeschlossenen beschrinkten Teilmenge des Euklidischen Raumes auf 
eine andere auf Grund bekannter Erweiterungssitze fiir stetige Funk- 
tionen®) zu einer stetigen Abbildung des ganzen R" auf sich selbst er- 


*) Es sei hierzu bemerkt, daB auf Grund eines bekannten Urysohnschen Satzes 
(Math. Annalen 92, S. 302) jeder kompakte metrisierbare topologische Raum einer ab- 
geschlossenen Teilmenge von R” homéomorph ist. 

*) Der fiir die ganze Arbeit grundlegende Begriff der «-Uberfiihrung stammt, 
seinem Inhalt nach, von Brouwer und bildet den methodologischen Kern vieler seiner 
Untersuchungen: man vgl. z. B. den ,Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve” 
(Math. Annalen 72, S. 422), durch den die vorliegende Arbeit in hohem MaBe ange- 
regt ist. 

5) Brouwer, Math. Annalen 71, 8. 309 und 79, S. 209; vgl. auch die (wohl allge- 
meinste) Fassung des Erweiterungssatzes fiir stetige Funktionen bei Urysohn, Math. 
Annalen 94, 8S. 293, wo man auch weitere Literaturangaben findet. Um von dem 
klassischen Erweiterungssatze fiir Funktionen (deren Werte reelle Zahlen sind) zum 
Erweiterungssatze fiir stetige Abbildungen einer F auf eine # (beide im R*) zu ge- 
langen, braucht man nur (wie ich einer noch nicht publizierten Arbeit von Hopf ent- 
nehme) den klassischen Erweiterungssatz auf jede der Funktionen 


= 


&; = 9; (2), (60), B, 019 @) 
(Fortsetzung der Fuinote 5 auf nichster Seite.) 
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ginzen laBt. Diese Abbildung kann als eine stetige Deformation des R" 
in sich betrachtet werden: es geniigt ja dazu, jeden Punkt von R” sich 
nach seinem Bildpunkt gleichférmig und geradlinig bewegen zu lassen. 

Wir kénnen jetzt folgendes aussagen: 

Es sei F eine in R gelegene abgeschlossene i-dimensionale Menge 
(R ist dabei wie friiher R", n>A, oder R®). Es set ferner « eine be- 
liebige positive Zahl. 

Es gelten alsdann die beiden Satze: 

I. Es existiert ein in R gelegener i-dimensionaler Komplex K;, in 
den F sich e-tiberfiihren lapt. Diese Uberfiihrung laft sich mittels einer 
stetigen Deformation des Raumes R erreichen, wobei wahrend dieses De- 
formationsprozesses kein Raumpunkt sich um mehr als « von seiner ur- 
spriinglichen Lage*) entfernt. 

Es existiert aber eine positive Zahl «, von der Art, daf, fiir ¢< e, 
K* in dieser Behauptung nicht durch einen Komplex niedrigerer Dimen- 
ston ersetzt werden kann. 

II. Es existieren ein in R gelegener 1-dimensionaler Komplex Ki, eine 
abgeschlorvene Umgebung U, von F”*) und eine stetige Deformation A des 
ganzen Raumes R in sich, so daB 

1. alle Punkte von U, von F um weniger als « entfernt sind; 

2. bei dieser Deformation U, in K; iibergeht; 

3. wdhrend der Deformation A kein Punkt von R um mehr als « ver- 
schoben wird und (im Falle, wo R der R® ist) die von F um mehr als 
e entfernten Punkte von R" iiberhaupt fest bleiben. 

Es existiert aber eine positive Zahl & von der Art, daB fiir e < é, 
Ki in dieser Behauptung nicht durch einen Komplex niedrigerer Dimen- 
sion erseizt werden kann. 

Ich méchte zum Schlu8 noch erwahnen, da8 ich manche wertvolle 
Anregung bei der im folgenden dargestellten Untersuchung dem Meinungs- 
austausche mit Herrn Heinz Hopf und seinem im Sommer 1926 in Géttingen 
gehaltenen topologischen Vortragszyklus entnommen habe; es sei Herrn Hopf 
an dieser Stelle mein herzlicher Dank ausgesprochen. 


anzuwenden (wobei xz ein beliebiger Punkt von F und die &, die Koordinaten seines 
Bildpunktes sind). 

Weitere Verallgemeinerungen des Erweiterungssatzes befinden sich in der bereits 
erwahnten Arbeit von Hopf (,Zur Topologie der stetigen Abbildungen“, erscheint 
demnichst ) . 

*) Wir sagen kurz, daB eine «- Deformation des Raumes RK vorliegt. 

*) Unter einer abgeschlossenen Umgebung von F verstehe ich die abgeschlossene 
Hiille einer die Menge F enthaltenden offenen Menge U. 








‘ 
' 
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I. Das Brouwersche Invarianzprinzip. 


1. Wir beweisen zuerst die zweite Halfte der beiden Sitze I und II, 
d. h. daB man bei einem geniigend kleinen « eine {-dimensionale Menge 
nicht in einen Komplex niedrigerer Dimensionszah] ¢-iiberfiihren kann. 
Diese Behauptung ist in folgendem allgemeinen Satz enthalten, der den 
eigentlichen Kern des ersten Brouwerschen Beweises der Invarianz der 
Dimensionszahi bildet: 

Brouwersches Invarianzprinzip. Hs sei F eine abgeschlossene 4-dimen- 
sionale Teilmenge des Euklidischen R” oder des Fundamentalquaders R“ 
des Hilbertschen Raumes. Dann lapt sich F fiir ein hinreichend kleines « 
in keine Menge ® niedrigerer Dimension «-tiberfihren. 

Beweis. Es sei in der Tat letztere Behauptung falsch. Dann gibt 
es fiir jedes « eine héchstens 4 — 1-dimensionale Menge ®,, in die sich F 
e-iiberfiihren laBt: 

®.=9(F),  0(2,9,(2))<e. 


Um zu zeigen, da8 dann auch dim F< i—1, geniigt es auf Grund 
des Urysohnschen Uberdeckungssatzes*) zu beweisen, daB F fiir jedes « 
eine (e, 4)- Uberdeckung zulaBt*). 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die abgeschlossene Menge ®, = 


3 
und eine (auf Grund der Ungleichung dim ® < 4 — 1 gewif existierende) 
(s, 4) - Uberdeckung 
@—@%,+9%,+...+9, 


der Menge ®. Es sei mun fiir jedes i<s F, die Menge aller derjenigen 
Punkte z von F, deren Bildpunkte = (x) zu ®, gehéren. Erstens ist 
i= F,+ F,+...+ F, (weil die ganze Menge F auf ® abgebildet ist); 
zweitens ist 6(F;) < 6(®,) + 25 <e (weil jeder Punkt xc F von seinem 


Bildpunkte §<® weniger als um ; entfernt ist); drittens gibt es keinen 


Punkt z von F, der m {+1 ile mehr Mengen F, gehért, weil mit 
rc ¥,,-¥,-...-F,,, auch o(z)= ic, -@,-...-D,, wire. 


G41 
Die heh F, bilden also eine (e, A)- Ohendedieine der Menge F, 
wie wir sie haben wollten. 


*) Mém. s. |. multiplicités Cantoriennes, ch. V (Fund. Math. 8, 8. 301). Der Satz 
ist auch a.a.O.*), Math. Annalen 96, 8. 499 zitiert. 

*) Eine Darstellung F = F,+F,+...+F, heiBt eine (2, 4)-Oberdeckung der 
Menge F, falls alle Mengen F, abgeschlossen sind, ihre Durchmesser samtlich kleiner 
als « sind, und es keinen Punkt gibt, der in mehr als 4 unter den Mengen F,, ..., F, 
enthalten ist. 
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Das Brouwersche Invarianzprinzip ist hiermit bewiesen. 


Um auch die erste Hialfte der beiden Satze I und II beweisen zu 
kénnen, sind manche Hilfsbetrachtungen ndtig. 


Il. Ein Hilfssatz. 


2. Wir beginnen mit einigen Hilfskonstruktionen. 

Vektorzerlegungen eines Simplexes*). Es sei 7” ein n-dimen- 
sionales Simplex, 7” irgendeine r-dimensionale Seite von 7” (0 <r <n—1). 
Wir definieren, was unter der Vektorzerlegung von T” in bezug auf T’ zu 
verstehen ist. Es sei 7”~’~* die der Seite 7’ gegeniiberliegende Seite 
von 7". Durch die Seite T"~’~* und jeden Punkt x von 7” ziehen wir 
eine (xn —r)-dimensionale Ebene Ef"; sie schneidet 7” in einem (n — r)- 
dimensionalen Simplexe 7;'~’, das mit 7’ den einzigen Punkt x gemein- 
sam hat. Der Punkt 2 ist dabei ein Eckpunkt von T7~’. Wir zerlegen 
jetzt T*~" in co*~’~* gueinander bis auf den Punkt x fremde Vektoren 
= gerichtete Strecken) zy, indem wir x mit jedem Punkte y der dem 
Punkte x gegeniiberliegenden Seite 7"~"~* geradlinig verbinden. 

Nachdem man dieses Verfahren auf jedes Simplex 7T7~" angewendet 
hat, zerfallt das ganze Simplex 7” in oo””* Vektoren zy, deren Anfangs- 
punkte x zu 7” gehdren, deren Endpunkte in T"~*~* liegen, und die bis 
auf evtl. Anfangs- bzw. Endpunkte zueinander fremd sind. Die auf diese 
Weise definierte Zerlegung von 7” in lauter geradlinige Strecken ist durch 
die Wahl der Seite 7” véllig bestimmmt und soll deshalb die Vektor- 
zerlegung von T” in bezug auf T” heiBen. 

Sie besitzt folgende Eigenschaften: 

1. Es sei z, irgendein Punkt von 7”, der weder zu 7” noch zu 
T*~*-* gehért. Dann geht durch z, ein einziger Vektor V, = V(z,). 
Es sei 
(1) Ss rey 
irgendeine zum Punkt z, konvergierende Punktfolge, von der wir annehmen 
diirfen, daB jeder Punkt z,.¢ 7" —(T’+7""~*) ist. Dann _ konver- 
gieren die 
(2) SE SS ere V,, = V(z,,) 
gegen V,. 

2. Es sei &, irgendein Punkt x, von 7 , bzw. y, von T*~"~* und (1) 
wie friiher eine zum Punkt &, konvergierende Folge von Punkten 


*) Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB, meines Wissens, die erste Anwendung 
von dem Begriffe der Vektorzerlegung analogen Begriffen auf Untersuchungen topo- 
logischer Fragen von Brouwer herriihrt (vgl.Crelle 142 [1913] S. 152). 











b 
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z,¢T*—(T'+T"-""). Dann 1aBt sich aus der Folge (2)*) eine 
Teilfolge 


(3) Fane Veter «+0 Vas °° = 


auswihlen, so daB (3) zu einem, im Punkte &, =, angebrachten bzw. 
im Punkte & = y, endenden Vektor V(é,) konvergiert. 

3. Es sei 7 irgendeine, weder in JT’ noch in 7"~'~* enthaltene 
Seite von 7” (woraus insbesondere folgt, daB 1<q<n—1 ist). Es sei 
ferner T’ — 7-7"; dann bilden diejenigen Vektoren der Zerlegung von 
T” in bezug auf 7’, die in 7‘ enthalten sind, die Vektorzerlegung von 
T* in beaug auf 7”. 

Alle diese Eigenschaften unserer Vektorzerlegung lassen sich auf Grund 
elementargeometrischer Betrachtungen ohne Schwierigkeit beweisen. 

Wir bezeichnen im folgenden die Zerlegung von 7” in bezug auf 7” 
durch 9 (7T", T”). 

3. Die Vektorfelder 6(K”*', K"). Es sei K” ein im R” (n>p) 
liegender**) p-dimensionaler Komplex. Dabei kann K” in R" Singularititen 
aufweisen, d. h. zwei verschiedene Punkte von K” kénnen in R“ geome- 
trisch zusammenfallen**), 

Es liege eine Simplizialzerlegung 8 von K” und ein, aus gewissen 
Elementen dieser Zerlegung gebildeter qg-dimensionaler Komplex K‘“ 
(q <p) vor. 

Wir setzen voraus, daB jedes Element 7’ von 8 entweder in K‘ ent- 
halten ist oder zu K* fremd ist, oder mit K* genau eine (r-dimensionale, 
0<r<l—1) Seite gemeinsam hat. 

Die der letztgenannten Bedingung geniigenden Simplexe 7’ nennen 
wir die Grenzsimplere von K” in bezug auf K‘, oder, falls kein MiBver- 
stindnis zu erwarten ist, einfach die Grenzsimpleze. 

Die zu K* gehérende Seite eines Grenzsimplexes wollen wir seine 


Randseite nennen. Die von der Zerlegung 8 soeben verlangte Eigenschaft 
lautet also: 


(a) Jedes Grenzsimplex besitzt nur eine Randseite. 


Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man stets voraussetzen, 
daB 8 die Eigenschaft (a) besitzt: in der Tat, falls dies nicht der Fall 
wire, wiirde man nur jedes Simplex aus 8 baryzentrisch™*) unterteilen 

1) und also aus jeder Teilfolge der Folge (2). 

12) Vgl. FuBnote *). 

8) Baryzentrisch = regulir (Veblen, Analysis Situs (Cambridge Colloquium 1916), 
8.41). Vgl. auch meine Arbeit ,Zur Begriindung der n-dimensionalen Topologie“, 
Math. Annalen 94, S. 296. 
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miissen (so da8 keine zwei Eckpunkte der a priori gegebenen Unterteilung 
zu einem Simplex der neuen gehdren). 

AuBerdem setzen wir noch voraus, daB 

(b) falls zwet Grenzsimplexe, von denen keines eine Seite des andern 
ist, nicht zueinander fremd sind, die thren Durchschnitt bildende Seite 
entweder die gemeinsame Randseite der beiden Grenzsimplexe, oder ein 
Grenzsimplex (niedrigerer Dimension ) ist. 

Auch die Bedingung (b) 1a6t sich (mittels evtl. Unterteilung der 
Simplizialzerlegung 3) ohne Einschrinkung der Allgemeinheit erfiillen. 

Eine den beiden Voraussetzungen geniigende Simplizialzerlegung des 
Komplexes K” soll eine in bezug auf K* bequeme Zerlegung heiBen. 

Wir setzen also unsere Zerlegung 3 als in bezug auf K* bequem 
voraus und nehmen mit jedem Grenzsimplexe 7‘ die Vektorzerlegung in 
bezug auf seine Randseite 7’ vor. 

Das auf diese Weise entstandene ,,Vektorf ld“ soll 0,(K”. A‘) oder 
einfach @(K?, K*) heiBen. Die Vereinigungsmenge von K* und von allen 
Strecken zy, die das Vektorfeld 0 (K”, K*) bilden, bezeichnen wir mit 
U (K*); da jedes Grenzsimplex von K” sowie K* selbst zu U' (K“) gehért, 
so sind alle zu K* hinreichend nahe liegenden Punkte von K” in U (K*) 
enthalten. 

Es sei jetzt £ irgendein Punkt von U/ (K*). Dann sind nur folgende 
beide Fille a priori méglich: 

1. Fall. & gehért zu keinem zu K‘ fremden Simplex der Zerlegung 33. 

2. Fall. € gehért wenigstens zu einem Simplex der Zerlegung 3, das 
zu K* fremd ist. 

Im ersteren Falle ist £ ein innerer Punkt der Menge U (K*) (relativ 
zu K?), 

tc U(K"). 


. 


Wir bemerken sofort, da8 ein innerer Punkt — auch Endpunkt eines Vek- 
tors aus @ sein kann"); falls aber $< U(K*) weder zu K* selbst gehért, 
noch Endpunkt eines Vektors aus @ ist, so geht durch & jedenfalls ein 
einziger Vektor V(é), und es gilt dann die Stetigkeitseigenschaft 1 des 
§ 2. Falls dagegen £ ein Anfangs- oder Endpunkt eines Vektors aus @ ist**), 
so ist er im allgemeinen Anfangs- bzw. Endpunkt unendlich vieler Vektoren 
aus @, und man hat dann die schwiichere Stetigkeitseigenschaft 2 des § 2. 


4) Dieser Fall wiirde sich iibrigens beseitigen lassen, indem man wie friher die 
Zerlegung 3 durch eine feinere Zerlegung ersetzt; das ist aber fiir unsere weiteren 
Uberlegungen ganz bedeutungslos. ; 

15) Wir sagen in diesem Falle kurz, = sei ein Anfangs- bzw. Endpunkt. 
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(Bei der Formulierung der Bedingungen 1 bzw. 2 sind dabei unter den 
Punkten z,, beliebige, von Anfangs- und Endpunkten der Vektoren von O 
verschiedene innere Punkte von U(K*) zu verstehen). Endlich kann é 
als innerer Punkt von U(K*) zu K* gehéren, ohne da® dabei in é ein 
Vektor aus @ angebracht sei. Dies ist nur dann méglich, wenn é zu 
keinem Grenzsimplexe gehdrt, d.h. in einer hinreichend kleinen Umgebung 
von & die beiden Komplexe K” und K* identisch sind. ¢ ist dann ein 
innerer Punkt von K* (rel. zu K”), und in keinem der zu é hinreichend 
naheliegenden Punkten ist ein Vektor aus @ angebracht. 

Im zweiten Falle gehért zwar § zu wenigstens einem Grenzsimplex 
T", aber dann ist £ notwendig in der der Randseite von 7” gegeniiberliegen- 
den Seite von 7” enthalten, d. h. & ist Endpunkt aller zu ¢ nicht fremden 
Vektoren. 


4. Radialisierung eines Komplexes inbezug auf einen Teil- 
komplex. Es haben K” und K* dieselbe Bedeutung wie im vorigen 
Paragraphen. Ein Simplex 7” von XK‘ (welches natiirlich kein Haupt- 
simplex") von K* zu sein braucht) hei®t ein Randsitmplexr von K*, wenn 
es die Randseite wenigstens eines Grenzsimplexes von K” (in bezug auf 
K*) ist. Die sonstigen Simplexe von XK‘ sollen innere Simplexe heiBen. 
Aus dieser Definition folgt insbesondere, da8 die Dimension eines Rand- 
simplexes von K* héchstens gleich p —1 ist. 

Es sei nun  irgendein fest gedachter Punkt von K”, der in keiner 
ein Randsimplex von K* enthaltenden (p — 1)-dimensionalen Ebene liegt. 
Es folgt daraus insbesondere, daB jede Gerade, die den Punkt w mit 
irgendeinem Punkt x eines Randsimplexes von K‘ verbindet, dieses Simplex 
nur in einem Punkte trifft, so daB, falls T’(l < q) irgendein Randsimplex 
des Komplexes K* ist und man w mit allen Punkten x von T' gerad- 
linig verbindet. man ein (1 —- 1)-dimensionales Simplex 
(4) T’*' = Q(T", w) 
erhalt. 

Der aus allen inneren Simplexen von X* und allen Simplexen (4) ge- 
bildete Komplex soll 2(K‘,) heiBen; dabei soll K* die Basis und w der 
Pol von Q2(K*, w) heiBen. 

Es 1a8t sich der ganze Komplex K” folgendermaBen auf 2 (K‘, w) 
eindeutig und stetig abbilden. 1°. Jeden Punkt eines inneren Simplex 
von K* lassen wir sich selbst entsprechen. 2°. In jedem Punkte x eines 
Randsimplexes von K“ sind erstens ein einziger Vektor W(x) = z@, zweitens 
im allgemeinen unendlichviele Vektoren V(x) = xy des Feldes @(K”, K*) 
angebracht. Nun bilden wir jeden Vektor V (x) = ry des Feldes 9 pro- 
portional auf den Vektor W(x)= 2a so ab, daB dabei der Punkt 2 fest 
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bleibt (und also y in @ iibergeht). Auf diese Weise wird zuniichst U (K*) 
auf Q(K*,@) abgebildet; man erhilt jetzt eine Abbildung des ganzen 
Komplexes K” auf 2(K‘,@), indem man: 3°. Jedem Punkte von K”, der 
nicht zu U(K*) gehért, einfach den Punkt  entsprechen laBt. 


Die auf diese Weise erhaltene Abbildung 
(5) Q(K*, w) = yp (K”) 


ist stetig in jedem Punkte von K”; sie lapt sich nadmlich mittels einer 
stetigen Deformation des Komplexes K” in den Komplex Q( K", w) erzeugen. 

In der Tat braucht man nur den Endpunkt jedes Vektors des Feldes 0 
und jeden zu U(K*) fremden Punkt gleichférmig und geradlinig in den 
Punkt @ hineingleiten zu lassen; dadurch geht jeder Vektor V(x) in den 
Vektor W(z) iiber**), alle Punkte der inneren Simplexe von K* bleiben 
fest, und alle sonstigen Punkte von K” werden in den Punkt w beférdert*’). 

Die stetige Abbildung (5), die allein durch die Kenntnis von K’, K* 
und @ bestimmt ist, soll die Radialisierung des Komplexes K” in bezug 
auf die Basis K* und den Pol w heiBen. 

Sie besitzt folgende, fiir weitere Schliisse wichtige Eigenschaften: 

1. jeder Punkt von 2 ( K‘, w) ist Bildpunkt wenigstens eines Punk- 
tes von K?; 

2. falls der Durchmesser von K” kleiner als ¢ ist, entfernt sich wahrend 
des ganzen Prozesses der Radialisierung jeder Punkt von K” um weniger 
als ¢ von seiner urspriinglichen Lage; 

3. jedes Simplex von K” geht in ein Simplex von 2(K’, w) (im all- 
gemeinen anderer, jedoch nicht héherer, Dimension) iiber**). 

5. Es seien jetzt im R” zwei Komplexe K* und ke (q*< qn) 
und eine stetige Deformation 


(6) K = f(K") 
gegeben, so daB dabei 


* o* 

(@) jeder Punkt von K* Bildpunkt von wenigstens einem Punkte 
von K° ist; 

**) Dabei kann wihrend dieser Uberfiihrung ein Vektor V(x) sich fiir einen 
Augenblick auf einen Punkt zusammenziehen, was aber kein Hindernis bedeutet, weil 
in jedem Augenblick die Bahn jedes Punktes von V(x) trotzdem bestimmt bleibt. 

*") Man kénnte sich von der Stetigkeit der Abbildung (5) auch mittels einer 
direkten Anwendung der ,Stetigkeitseigenschaften“ 1,2 der Vektorzerlegungen (wie 
sie im § 1 definiert sind) iiberzeugen. 

**) In der Tat geht bei der Radialisierung jedes innere Simplex von K® in sich 
selbst, jedes Grenzsimplex 7 mit dem Randsimplex 7" in das Simplex Q(T’, w) und 
jedes sonstige Simplex in den Eckpunkt w von Q(K*, ) iiber. 

















QQ 
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(fp) wahrend des ganzen Deformationsprozesses kein Punkt von K“ 
sich um mehr als ¢ von seiner urspriinglichen Lage entfernt; 


(y) jedes Simplex von K‘ in ein Simplex von K* von derselben oder 
einer niedrigeren Dimension iibergeht. 

Es sei endlich w ein Punkt, der in keiner (mn — 1)-dimensionalen Ebene 
liegt, die Randsimplexe*”) von K* oder K* enthalt. 

Dann induziert die Deformation (6) eine eindeutig bestimmte De- 
formation von 2(K*,@) in Q(K,a). 

In der Tat braucht man nur jeden Vektor z@ in den Vektor f(x) 


durch stetige Uberfiihrung des Endpunktes x in den Endpunkt f(x) zu 
deformieren. 


Dieses Resultat laBt folgende unmittelbar einleuchtende Verallgemeine- 
rung 2u. 


Es sei K ein aus den (nicht notwendig zueinander fremden) Teil- 
komplexen 


g™. =: ty K*® 
gebildeter in R” gelegener Komplex 


Me 


(7) K= » K* (q;an—1), 


i] 
_ 


der sich unter Geltung der Bedingungen («), (f), (y) in den Komplex 
(7*) K* = By ke 

i=1 
abbilden laBt, wobei K® (g* <q,) das Bild von K™ ist, das zufolge der 
Bedingung (y) ein Komplex ist*): 
(8) K* = f(K). 


Wenn dann ,,,,...,@, in keiner, Randsimplexe von K bzw. K d tragenden 
Hyperebene des R” liegen, so induziert die Deformation (8) eine eindeutig 


bestimmte Deformation des Komplexes 2(K,[@]) = Z Q(K",w;) auf 
=1 


den Komplex 2(K*,[«]) = 3'2(K%,a,), bei der die Bedingungen («), 
P» 
(B), (y) ebenfalls gelten. ’ 





*) Dabei sind die Randsimplexe von K’ unter den hichstens (n — 1)-dimensio- 
nalen Simplexen von K* a priori ausgezeichnet und das Bild eines Randsimplexes von 
K* soll Randsimplex von Ke heiBen. 

*) Diese Eigenschaft der Kk %; wird uns erlauben, demnichst von Komplexen 
2( EK %) gu sprechen. 
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6. Wir sind jetzt imstande, in wenigen Worten unsern Hilfssatz zu 
beweisen. Er lautet folgendermaBen: 

Hilfssatz. Hs seien IT,, Il,,..., II, p-dimensionale in R" ohne 
Singularitaten*') liegende Komplexe, die ein (e, 4 +-1)-System**) bilden. 


Dann laBt sich der Komplex IT = SU, in einen A-dimensionalen Kom- 
t=1 


plex K* so e-tiberfiihren, daB sich diese Uberfiithrung zu einer stetigen 
Deformation des ganzen Raumes R" in sich erweitern lapt, die keinen Punkt 
von R”" um mehr als « von seiner urspriinglichen Lage entjernt, und 
jeden von II um mehr als « entfernten Punkt tiberhaupt fest lapt. 

7. Beweis. Es sei J/,,; 4, die (eventuell leere) Menge J7, - I7;,- ... - IT;, 
(kK<A+1; ty igr, wenn h’<h”< bk). 

Da die JJ, ein (¢,4-+-1)-System bilden, so gibt es ein ce’ von der 
Eigenschaft, daB fiir jedes 7 
; 6(II;)<e'<e 
ist. 

Wir nehmen jetzt eine folgenden Bedingungen geniigende simpliziale 
Zerlegung § des ganzen Raumes R” vor: 

1. Saémtliche Simplexe der J]; «, (4 =1,2,..., 4+1) werden 
durch 3 in Teilsimplexe zerlegt, so daB man jedes JJ, ;,.;, als einen aus 
Simplexen von § zusammengesetzten Komplex betrachten kann; 

2. jedes Simplex der Zerlegung 8 hat einen Durchmesser < sai 

3. die durch die Zerlegung 8 hervorgerufene simpliziale Zerlegung 
jedes nicht leeren Komplexes J/;;,.;, ist in bezug auf die Vereinigungs- 
menge K;,;, aller in JJ,,;...;, enthaltenen /7; ; .;,¢,,, im Sinne des § 3 
bequem. 

Wir betrachten jetzt alle nicht leeren unter den Mengen TT, 4...4%3 ae 
zwei verschiedene solche Mengen kénnen unméglich gemeinsame Punkte 
haben (weil es sonst Punkte geben wiirde, die zu mehr als 4-++1 ver- 
schiedenen JJ; gehérten). Wir wahlen nun in jeder nicht leeren Menge 
TT,, 4.444, einen Punkt o,;, ¢,...4,4,,, und radialisieren jeden Komplex 
Tl,, 4,...4,%,,, 12 bezug auf den Pol a, ;,..4,4,,, und die leere Menge als 
Basis, d. h. einfach wir ziehen im Raum R” jede Menge J], ,,.. stetig 
auf den Punkt a, ;,. 


“Ai+:1 


..4;4,, 2usammen. Dadurch wird der Komplex 





%) Ohne Singularitéten* — das hei®t, daB zwei im Komplex als verschieden 
geltende Punkte auch im Raum R® tatsiichlich verschieden sind. 

*) D. h. daB fiir jedes i<s 4(JI;) <e ist, und daB es iiberdies keinen Punkt 
gibt, der zu mehr als 1+ 1 verschiedenen J], ‘gehort, wohl aber wenigstens fiir eine 
Indizeskombination i,, i,,...,i,, 1,,, die Menge I, - Ii,- ... - Mi,- Th, ,, nicht leer ist. 
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Karyn= SF Wyg...g44,=. © Kay... 
Bye eves thay if oars tyre af . 


stetig unter Geltung der Bedingungen («), (8), (y) in den nulldimensio- 
nalen Komplex 


Ky = Py Dis ig---tha, 
; Eyscees aa 
deformiert. 
Es sei jetzt der Komplex 
(9) Kesv= 2S Kige= SS Weggetas 
Go. cast 4), «+++ Shas 


unter Geltung der Bedingungen («), (8), (y) in den (4 — k&)-dimensionalen 
Komplex 


Sik ; ind » Baap . + 4.98 
(10) K °= 3 Kj... (wobei K;;"..;, das Bild von K;,;,...;, ist™)) 
a” 
stetig deformiert. 


Wir radialisieren jeden nicht leeren Komplex J/];,;...;, in bezug auf 
K;,;,...4, %ls Basis und einen in J]; ; ...;, auBerhalb aller Randsimplexe von 
K+, und | enthaltenden Hyperebenen liegenden Punkt a,,;,..;, als 
Pol ***), Da der Durchschnitt je zweier IJ; ¢....;, in K;j,i,...4,¢ Ka+1) enthalten 
ist, und bei unseren Radialisierungen simtliche Punkte von Ky, fest 
bleiben, so schlieBen sich die Radialisierungen einzelner I/;,;,.;, stetig 
aneinander und ergeben eine stetige Deformation von 


(11) Kw = DS MMi4,...4 i we Mab we 
: | ee Geovses thy 
in 
Q( Ku41, [ @ ]x) nal Ps 2 (Ki és i, 6,...%%)- 
eee ™ 


Die vermége unserer Voraussetzung bereits definierte Deformation von 
(9) auf (10) induziert alsdann (nach der Vorschrift des § 5) eine den 
Bedingungen («), (8), (7) geniigende**) stetige Deformation von (11) auf 
den (4 — k—-1)-dimensionalen Komplex 


ké te | Q(K**, [w],), 


wodurch die Induktion weitergefiihrt wird. 


*%) Das auf Grund der Bedingung (7) ein Teilkomplex von K2~* ist. 

238) Die Bedingung oj, ;,... i, /i,¢,...4, ist natiirlich unwesentlich: es wiirde 
geniigen, ;,¢,...4, so dicht bei //j,;,...%, zu wahlen, daB fiir jeden Punkt z von 
TT §, iy... tgs 9 (ME, ty ...%%, ©) Ce” ist. 

*3>) Es ist unmittelbar klar, da8 die induzierte Deformation von K,,) in ge-s+s 
keinen Punkt mehr als um (k+1)<¢ verschiebt, was fiir das Endresultat (4+ 1) ¢ ergibt; 
auf Grund der Feinheitsbedingung 2, die der Simplizialzerlegung von R” auferlegt war, 
laBt sich aber behaupten, daB die Bedingung (f) im vollen MaBe gilt. 
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Das SchluBergebnis tritt bei K=—1 auf und lautet dann, dab 
Ky = » I,,= 11 unter Geltung der Bedingungen (@) und (f) (auf die es 


® 
jetzt allein ankommt) in den 4-dimensionalen Komplex KR’ mittels stetiger 
Deformation abgebildet wird. 

Uns bleibt also nur iibrig, diese stetige Deformation auf den ganzen 
Raum R” zu erweitern, und das geschieht wie folgt. 

Wir schlieBen den ganzen Komplex J] in einen hinreichend groBe 
Wiirfel Q ein und verfeinern, wenn nétig, die unserer ganzen Unter- 
suchung zugrunde liegende Simplizialzerlegung des R” so, daB die dadurch 
hervorgerufene Zerlegung von Q in bezug auf JJ im Sinne des § 3 
bequem ist. 

Wir betrachten jetzt das Vektorfeld 0(Q,/7), und es sei V(x) = 2y 
irgendein Vektor dieses Feldes**) (siehe § 3). Wir bezeichnen durch z die 
Mitte der Strecke zy und bilden zy auf sich selbst stetig ab, indem wir 
yz proportional auf ya abbilden und die ganze Strecke zz auf den 
Punkt zc /7 zusammenziehen. Auf diese Weise la6t sich die Deformation 
von II in K* mu einer ebenfalls stetigen Deformation von U(J7) in sich 
erweitern, die alle zu J7 hinreichend nahe liegende Punkte des Raumes 
in /7 iiberfiihrt (um sie dann mittels der Deformation von J/ selbst in 
Punkte von K* zu beférdern) und alle Endpunkte der Vektoren V aus 
6(Q, 17) fest 148t. Da diese Deformation jeden nicht inneren Punkt von 
U (IT, fest bleiben 1aBt, so erweitert man sie auf den ganzen Raum einfach 
dadurch, da8 man auch alle iibrigen, d. h. nicht zu U (7) gehérenden Punkte 
von R” sich selbst entsprechen laBt. Die auf diese Weise entstandene 


stetige Deformation des Raumes in sich geniigt allen Forderungen unseres 
Hilfssatzes, w. z. b. w. 


If]. Beweis der Satze I und Il. 


7. Es sei zuerst F eine im R” gelegene abgeschlossene A-dimensio- 
nale Menge, und «, so klein, daB keine ¢,-Oberfiihrung der Menge F in 
eine Menge niedrig>rer Dimension méglich ist. Es sei ferner ¢ < ¢, eine 
beliebig kleine positive Zahl und 


(12) F=F,+F7,+...4+4%; 
eine (3, 4+ 1)-Uberdeckung der Menge F. Wir nehmen mit R” eine 


so feine Simplizialzerlegung T vor, daB, wenn JT, (1<i<s) die Ver- 
einigungsmenge aller zu F, nicht fremden Simplexe aus © ist, jede Menge 





*) Dabei ist x der zu /7 gehérende ,Anfangspunkt“ von zy. 
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rt... 8% 


a a 


t 
(A) nur dann nicht leer ist, falls 


Fi, ...% F,,: F,,: eee - F;, + 0, *) 


und da8 auBerdem fiir jedes i< 8 46(JI,) < 3 bleibt. Insbesondere bilden 
dann die // ein (=, A+ 1)-System. Das System © aller Komplexe 
(13) > es x0 50 


geniigt allen Voraussetzungen unseres Hilfssatzes, so daB IJ = JI, + II, 
+... -+ JI, sich mittels einer, allen Voraussetzungen des Satzes II geniigen- 
den, 5-Deformation 4 des ganzen Raumes R" in einen 4-dimensionalen 


Komplex K = K(G) stetig iiberfiihren la8t. Da JJ eine abgeschlossene 
Umgebung von F bildet, so ist hiermit fiir die letztere Menge der Satz II 
bewiesen **). 

Durch die Deformation 4 geht die Menge F in eine abgeschlossene 
Teilmenge ® von XK iiber. 

Wir setzen jetzt identisch K,— K, ®,—@® und setzen voraus, es 
wire uns gelungen, einen Teilkomplex K,, von K und eine abgeschlossene 
Menge ®, <— K,, so zu konstruieren, dab 


*) Es sei Fj,- Fi,- ...- fy, = 0. Dann bezeichnen wir durch 4j, ¢,...4, eine so kleine 
positive Zahl, daB kein Punkt des Raumes gleichzeitig von allen Mengen Fj, , Fj, , ..., Fi, 
eine Entfernung < 4j,i,...i, hat. Es sei 6 die kleinste aller Zahlen 4;,;,...4,. Es ge- 
niigt dann vorauszusetzen, daB die Simplexe von & einen Durchmesser <9 haben. 

**) Wir wollen den kombinatorischen Aufbau des Komplexes K(G) niher unter- 
suchen und bemerken zu diesem Zweck vor allem, daB K(G) durch Anwendung der 
beim Beweise des Hilfssatzes dargestellten Konstruktion auf das System G der Kom- 

*, 
plexe /7, entstanden und nichts anderes als der Komplex K* des § 6 ist. Nun hat 


*, 
jeder Komplex K*~**? folgende kombinatorische Struktur: Es sei @i,i,...% ein be- 
liebiger, einer nicht leeren Menge J/j,i,...i, entsprechender Punkt, und 


(14) (ix, G2, -.-, te), Ctr, ta, -.-, ier tega), -- +» (tr, fe,.--, ty), (4°’S4+1) 
unter der Bedingung, daB //;,i,...i,...i,, © ist, und sonst beliebig gegeben. Dann ist 
durch die Eckpunkte 

(15) a 


b. » » 5 My g es g +849 oO; . : mi. 
ty Ba++ Bata tp tpyy j%2 oe Openee tp 


ein Simplex von K*-*+1 bestimmt (und jedes Simplex von Kime lapt sich auf diese 
Weise konstruieren). 

Diese Behauptung ist fiir k=/-+1 selbstverstindlich. Vorausgesetzt, sie ist fiir ein 
gewisses k richtig, d. h. es ist jedes Simplex 7’ von K*-*+1 durch seine Eckpunkte (15) 
charakterisiert. Jedes Simplex von Kio t+s ist aber von der Form Q(T, % 6, dees)? 
so daB zu den Eckpunkten (15) noch der Eckpunkt a hinzukommt und 


unsere Vorschrift sich also auch fir k—1 als richtig erweist. Fir k=1 ergibt sie 
alsdann das kombinatorische Schema von Ki, d. h. von K(S). 
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1. jedes Simplex von einer Dimension > 4 — m+ 1 (falls es in K,, 
vorhanden ist) in ®, enthalten ist; 

2. die Menge @ sich in ®, stetig so deformieren laBt, daB jeder 
Punkt von ® wihrend der ganzen Deformation in demselben Simplex von 
K bleibt, in dem er urspriinglich enthalten war. 


Wir bilden jetzt den Komplex K,,,, folgendermaBen: K,,, besteht 
aus allen in K,, vorhandenen mindestens (4 — m + 1)-dimensionalen Sim- 
plexen, aus den in ®, enthaltenen (4 — m)-dimensionalen und aus allen 
r-dimensionalen, r << 4— m, Simplexen von K,,. 

Die Menge ®, ,, entsteht durch eine stetige Deformation 4,, von ®,, 
die aus folgender, auf alle nicht in ®, enthaltenen 4 — m-dimensionalen 
Simplexe von K,, angewandten, ,,Ausfegungsoperation“ besteht. Es sei 
T’-™ ein nicht in ®, enthaltenes Simplex von K,. Dann la8t sich im 
Innern von T*~” ein zu T*~™ homothetisches Simplex r*-™ finden, welches 
keinen Punkt von ®,, enthilt. 

Nun deformieren wir t4-™ homothetisch in 7’~", wodurch alle Punkte 
des Zwischengebietes 

T’*-* _ zi-m, 
insbesondere auch alle Punkte von ® auf den Rand von 7’~™ beférdert 
werden. 

Wiahrend der Deformation 4,, bleibt jeder Punkt von ®, in dem- 
selben Simplex von K. Da aber dasselbe auch von der ® in ®, iiber- 
fiihrenden Deformation 4, gilt, so ist auch fiir die aus 4, und 4), resul- 
tierende, ® in ®, ,, iiberfiihrende Deformation 4 die Bedingung 2 
erfiillt. 

Der Proze8 bricht fir m=—A-+1 mit einem Komplexe K,,, ab, 
der mit der entsprechenden Menge @;,, identisch ist. @ laBt sich in 
Ki, 80 deformieren, da8 jeder Punkt von K;,, Bildpunkt ist, und wah- 
rend des ganzen Deformationsprozesses kein Punkt von ® das Simplex 
von K, in dem er urspriinglich enthalten war, zu verlassen braucht. Da 
aber aus der Konstruktion des Komplexes K *’) hervorgeht, daB jedes 


mt+1 


Simplex von K einen Durchmesser $3 hat, so wird wahrend der ganzen 


Deformation von @ in K;,, kein Punkt von ® um mehr als 5 ver- 
schoben. Andererseits gilt dasselbe fiir die Deformation von F in ®, so 
daB die Deformation von F in K,,,, die durch die sukzessive Ausfiihrung 


der beiden soeben erwihnten Deformationen entsteht, keinen Punkt von F 


um mehr als 9 + : =e von seiner urspriinglichen Lage entfernt. Als 


") Siehe den Beweis des Hilfssatzes und insbesondere FuBnote *). 
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Teilkomplex von K ist K,,, héchstens 4-dimensional; aus der Wahl der 
Zahl «, folgt aber, daB K,,, auch mindestens 4-dimensional, also genau 
i-dimensional ist. 

Der Satz I ist hiermit fiir alle in Euklidischen Riumen gelegenen 
Mengen bewiesen. 


Die Erweiterung der soeben gewonnenen Abbildung (von F auf K,,;) 
auf den ganzen Raum geschieht sodann auf Grund der in der Einleitung 
erwahnten allgemeinen Erweiterungssitze (wobei man mit Hilfe des in 
§ 6 dargestellten Verfahrens iiberdies fiir eine beliebige Simplizialumgebung 
von F erreichen kann, da8 auBerhalb derselben die erweiterte Abbildung 
mit der identischen iibereinstimmt). 


8. Es sei jetzt F eine j-dimensionale abgeschlossene Teilmenge des 
R”, « eine beliebig kleine positive Zahl und F,, F,,...,F, eine (e,4+-1)- 
Uberdeckung der Menge F. Es gibt dann*®) ein so kleines 5>0, daB 
die Mengen S(F,,d)*"*), i=1,2,...,8, ein (e,4+1)-System bilden, 
woraus insbesondere folgt, daB eine beliebige 5-Deformation der Menge F 
in eine Menge @ die F, in solche ®, iiberfiihrt, daB letztere Mengen eine 


(e,4-+1)-Uberdeckung von @ bilden. Es geniigt jetzt ein n so zu wahlen, 


daB > <6 ist, und den ganzen Quader R”, der ja durch die Un- 
m=n 
gleichungen 


0<2z,<-> (m = 1, 2,... in inf.) 


definiert ist, auf das gewohnliche rechtwinklige Parallelepipedon Q"~*c R”, 
1 


0s2,351,.... 08% ,S-—j) = =--- = 9, 
zu projizieren, indem man jedem Punkt 
i a eo eee 
von R” den Punkt 
a os (@, 5 Kos oo 0s Bangs G, «2-) 


von Q"~* entsprechen laBt. Dadurch wird kein Punkt von R® um mehr 
als 6<e verschoben und die Menge Fc R® in eine Menge 6c Q*”’ 
iibergefiihrt, womit alles auf den Euklidischen Fall zuriickgefiihrt ist. 
Aus der letzteren Uberlegung folgt noch, daB die beiden Sdtze I und II 
auch ftir unendlichhochdimensionale Mengen gelten, nur wachst die Dimen- 


sionszahl der entsprechenden Komplexe mit notwendig ins Unendliche. 


#8) §(F,,5) bedeutet die Gesamtheit aller Punkte von R”, deren Entfernung 
von F, héchstens gleich 4 ist. 
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IV. Sehlu8. 
9. Es sei S irgendein endliches Mengensystem 
M,, M,,..., M,. 


Wir bezeichnen als Nerv dieses Mengensystems den folgendermaSen 
konstruierten Komplex %(G). Jeder Menge M,, 1, <8, lassen wir einen 
Eckpunkt «,, des Komplexes entsprechen; jedes System von k-+-1 Eck- 
punkten a, , @,,..., @,, @,,, bestimmt dann und nur dann ein k-dimen- 
sionales Simplex von %(G), wenn 
M,,- M;,-...° Mj, - My,, + 9 
ist. 

Wir wollen durch R*(G) denjenigen Komplex bezeichnen, der durch 
baryzentrische Zerlegung**) jedes Simplexes von %(G) entsteht. Nun 
besteht die baryzentrische Zerlegung des Simplexes 


(16) T™ = [005,, Wis -- +5 Digs Ding, | 
von (CG) darin, daB man jeder r-dimensionalen Seite 


ld ( ) * 0<r<k-1 


Pro 
von 7* bzw. dem Simplexe 7" selbst einen ,,Schwerpunkt“ ow, oe a 
bzw. @% ¢,...s%,, zuordnet und 7* durch die Gesamtheit aller (& +1)! 
Simplexe 

[o, » Wy, ty? + * +» Dig dy, --- hy? 4, &... Suber | 
ersetzt. Das heiBt mit anderen Worten: man schreibt alle Eckpunkte 
von 7" in einer bestimmten Reihenfolge, z. B. in der Reihenfolge 
(17) Wg,» Diy +++> De, Dix,, 
auf und erhalt dann, als ein Simplex der baryzentrischen Zerlegung, das 
Simplex 
(18) [ a, , OS, igo + +> Di, i... tgs 4, i «= faca)* 
Indem man auf alle (k+1)! méglichen Weisen die Reihenfolge (17) 
wahlt, erhalt man alle (k-+-1)! Simplexe der baryzentrischen Zerlegung 
von 7". 

Wenn man das soeben Gesagte mit dem Ergebnisse der FuBnote**) ver- 
gleicht, so sieht man, daB der in dieser FuBnote erwahnte Komplex K(G) 
(der ja der im Satze II vorkommende Komplex ist) vom kombinatorischen 
Standpunkt aus nichts anderes als der Komplex 2*(G) ist (wo S das im 
§7 betrachtete System von Komplexen ist). Wenn man aber bemerkt, daB 
auf Grund der Bedingung (A) (des § 7) das System © = {J/,, J/,, ..., H7,} 
denselben Nerv hat wie das Mengensystem $:*'—{F,, F,,..., F,}, 
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welches eine (e,4-+-1)-Oberdeckung der Meng. F darstellt, gelangt man 
zu folgendem Resultate : 

Der Komplex K,'** des Satzes 11, in den sich die Menge F samt 
einer gewissen Umgebung U, stetig deformieren laft, kann vom kombi- 
natorischen Standpunkt aus als der durch baryzentrische Zerlegung des 
Nerves einer gewissen (e,4-+-1)-Uberdeckung %:** von F entstandene 
Komplex betrachtet werden. 

Der Komplex K;*", in den auf Grund des Satzes 1 die Menge F selbst 
e-tibergefiihrt werden kann, entsteht alsdann dadurch, daB man gewisse 
Simplexe von K;** durch die Gesamtheit ihrer Randsimpleze (,,Ausfegung“) 
ersetzt. 

Nun habe ich in meiner unter *) zitierten Arbeit gezeigt, daB die 
Komplexe, die ein die Menge F (im Sinne der sceben erwahnten Arbeit) 
approximierendes Spektrum bilden, nichts anderes sind, als die Nerven 
einer Folge von (e,, 4 + 1)-Oberdeckungen 


wm", Ge, 564 pit eres lime, = 0, 


k>@ 
die gegen Null konvergierenden Werten von « entsprechen, wodurch ein 
enger Zusammenhang zwischen der abstrakten ,Spektralapproximation“ 
und dem auf dem Begriffe der e-Uberfiihrung beruhenden, in der vor- 
liegenden Arbeit auseinandergesetzten geometrischen Approximationsver- 
fahren festgestellt wird. 


Le Batz (Loire-Inférieure), August 1926. 


(Eingegangen am 10. 10. 1926.) 


Nachtrigliche Bemerkung *. 


Es ist leicht, dem Hauptergebnis dieser Arbeit eine Form zu geben, 
die von der Einbettung der Menge F in einen (Euklidischen oder Hilbert- 
schen) Raum unabhangig ist. Es gilt in der Tat der Satz: 

F sei ein beliebiger endlich- und zwar i-dimensionaler kompakter 
metrischer Raum; dann gibt es zu jedem noch so kleinen e einen i-dimen- 
sionalen Kompler K und eine eindeutige stetige Abbildung des ganzen 
Raumes F auf den ganzen Komplex K; von der Higenschaft, dap die Menge 


e Gemacht bei der Korrektur (am 5. 7. 1927). 
42* 











636 P. Alexandroff. Dimensionsbegriff und Anschauung. 


aller Punkte von F, die in einen (beliebigen) Punkt von K; abgebildet 
werden, einen Durchmesser < « hat. 

Es gibt iiberdies eine positive Zahl «, (die nur von F abhdngt), so 
daB fiir «<«, man in der vorigen Behauptung den Komplex Ki durch 
keinen Komplex niedrigerer Dimension ersetzen kann. 

Die Komplexe K; existieren auch im Falle eines unendlichhoch- 
dimensionalen Raumes F, nur hangt dann i von « ab und zwar so, da i 


mat - notwendig nach Unendlich konvergiert. 

Um den Komplex Ki m konstruieren, braucht man nur F auf eine 
Teilmenge ® des R® topologisch abzubilden (vgl. FuBnote *)) und eine so 
kleine Zahl 7 zu wahlen, daB bei der letzteren Abbildung jeder Teilmenge M 
von ® mit 6(M)< 2m eine Teilmenge M von F mit 46(M)<« ent- 
spricht. Es sei jetzt K; ein Komplex in den sich vermége unseres 
Hauptsatzes ® »-iiberfiihren la8t; dadurch wird ® so auf K; abgebildet, 
daB die Menge aller Punkte, die einem und demselben Punkt von K: 
entsprechen, einen Durchmesser <2 hat; die zwischen ® und F be- 
stehende Homéomorphie ruft sodann eine Abbildung von F auf K; her- 
vor, die die verlangten Eigenschaften besitzt. 

Die Existenz der Zahl «, folgt bereits aus dem obigen Beweise des 
Brouwerschen Invarianzprinzips. 


Berichtigung 
zu dem Aufsatz von P. Alexandroff und P. Urysohn: ,,O0ber nulldimensionale 
Punktmengen“ in diesem Band, 8. 89—106. 


Auf 8. 96, Z.6 v.u. (in der ,Anmerkung bei der Korrektur“) ist zu 
lesen: ,,mit Hilfe des obigen Satzes von Hausdorff und eines Satzes von 
Sierpinski“. 

















Uber die Dimension nicht abgeschlossener Mengen’*). 


Von 


L. Tumarkin in Moskau. 


Die wesentlichen Satze der allgemeinen Dimensionstheorie sind von 
P. Urysohn’) und K. Menger*) meistens nur fiir den Fall kompakter 
metrischer Raume*) (bzw. der abgeschlossenen Teilmengen solcher Raume) 
bewiesen. In der vorliegenden Arbeit werden diese Siatze auf beléebige 
metrische separable‘) Raume (bzw. beliebige Teilmengen solcher Raume) 
erweitert °). 

AuBerdem wird ein ganz neuer Satz bewiesen, der gestattet, die Unter- 
suchung der Dimensionseigenschaften der allgemeinen metrischen separablen 
Raume (bzw. der allgemeinen Mengen) auf die der vollstandigen*) separablen 
Raume (bzw. der Gs-Mengen’)) zuriickzufiihren. 








r! Die a ie dieser Abhandlung waren in meiner Note ,Zur allgemeinen 
Di sth “ (Proceedings d. Kgl. Akad. d. Wiss. Amsterdam 28, Nov. 28. 1925) 
kurz dargestellt. 

*) Paul Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, 1" partie, Fundamenta 
Mathematica 7, 8 (im folgenden einfach ,Mémoire“ zitiert), sowie Paul Alexandroff, 
Darstellung der Grundziige der Urysohnschen Di ionstheorie (Math, Annalen 98, 
8. 31). Es sei auf diese Arbeiten auch wegen der Bezeichnungen und der Termino- 
logie verwiesen. 

*) Monatshefte fiir Math. u. Physik 38, 84; vgl. auch die dimensionstheoretischen 
Ausfiihrungen von Menger in Math. Annalen 95, 8S. 277ff. Die Arbeiten von Herrn 
K. Menger sind dem Verfasser erst nach dem Abschlu8 der vorliegenden Abhandlung 
bekannt geworden. 

*) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (Leipzig (1914)) (im folgenden ein- 
fach ,Hausdorff* zitiert), 8. 211, 230. 

*) Ein metrischer Raum heiSt separabel (Fréchet), wenn es eine in ihm dichte 
héchstens abzihlbare Teilmenge gibt. Vgl. hierzu Hausdorff, S. 263. 

5) Das Problem dieser Erweiterung war in den meisten Fillen schon von Ury- 
sohn selbst in seinem Mémoire gestelit. 

*) Hausdorff, 8. 315. 

") Hausdorff, 8. 305. 
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Herrn Paul Alexandroff méchte ich meinen aufrichtigen Dank aussprechen 
fiir das lebhafte Interesse, das er meiner Arbeit entgegengebracht hat. 


I. Ein allgemeiner Uherdeckungssatz. 


1. Es sei in einem kompakten metrischen Raume Z eine Menge L 
gegeben. Wir nehmen an, da8 ZL mit einem System © von Gebieten*) 
(rel*) Z) (allgemeiner rel M> L) G@ iiberdeckt ist. Ein System © nennen 
wir kanonisch, wenn es fiir jeden Punkt & < [ *°) eine positive Zahl »; und 
ein gewisses Gebiet G,; des Systems © gibt, so dab 

L-S(&, n¢)< G@;.™) 

Uberdeckungssatz. Ist eine in einem kompakten metrischen Raume 

gelegene Menge in der Summe eines kanonischen Systems von Gebieten 


enthalten, so ist sie bereits in einer Summe von endlich vielen Gebieten 
dieses Systems enthalten. 


Beweis. Da © kanonisch ist, so gibt es fiir jeden Punkt cL eine 

gewisse Umgebung S(é, 7;) dieses Punktes, so daB 
L-8(&,n:)cG@;, wobei GS. 

Nun ist die (in H) abgeschlossene Menge JZ; mit einem System von Ge- 
bieten (rel H) S(é, y¢) iiberdeckt. Es wird sich, zufolge dem Borel- 
Lebesgueschen Satze**) eine endliche Anzahl dieser S(é, y;) finden lassen, 
die die Menge I und um so mehr die Menge L iiberdecken. Sind S(é,, nz,), 
S(&,, nz,), -++» S (Es, ng,) die so erhaltenen Sphiren, so ist 


L= L-S(&,, a) + L-S (4, m5) +... + LS (Ex, 05,) 
o G;, + Gs, + — + G,,, 
wobei die Gebiete G;,, G:,,..., @;, zum System © gehéren, w. z. b. w.**). 


*) Hausdorff, 8. 215. ®) Hausdorff, 8. 240. 

”) Das Zeichen < heiBt ,ist enthalten in“, das Zeichen > ,enthalt“ (das Zu- 
sammenfallen ist auch miglich). Mit L werden wir stets die Menge L +L’ be- 
zeichnen, wo L’ die Menge aller Haufungspunkte von L ist. 

%) 8(A,«) (Sphire um die Menge A vom Radius «, «>0) bezeichnet im 
metrischen Raume stets die Menge aller Punkte dieses Raumes, die von der Menge A 
um weniger als ¢ entfernt sind. 

*) Hausdorff, 8. 272, VL 

18) Offenbar ist die so erhaltene Uberdeckung wieder kanonisch und n, kann 
von € unabhingig gewihlt werden, d. h. fiir alle § 7,=9, wo 9 eine feste positive 
Zahl ist, gesetzt werden. Man kann die Definition des kanonischen Systems auch 
auf topologische Riume erweitern, wenn man statt Sphiren (£,,) gewisse Um- 
gebungen V(&) betrachtet. Man sieht dann leicht ein, daB unser Uberdeckungssatz 
giiltig bleibt fiir Mengen, die in bikompakten***) topologischen Raumen*®*) liegen. 

188) P. Alexandroff und P. Urysohn, Zur Theorie der topologischen Riume. Math. 
Annalen 92, 8. 258. 13%) Hausdorff, S. 213. 
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II. Die Dimension der nicht abgeschlossenen Mengen. 


2. Es sei L eine nicht leere Teilmenge eines metrischen Raumes, 
é ein (nicht notwendig zu L gehérender) Punkt dieses Raumes und « eine 
positive Zahl. 

Definition 1. Hine Zerlegung der Menge L in drei Teilmengen A, B, D 
heiBt eine e-Aussonderung des Punktes & in bezug auf die Menge L, falls: 


L=A+B+D 
A-B=B-D=A-D=0 
(«) Ae@(rel L) *), De@(rel L) *) 


L-S(&,z)c A (wo nz eine gewisse positive Zahl ist) 
A+BcS8(é,«)**). 

Definition 2. Wir sagen, dag die Menge L im Punkte & die Di- 
mension n (n ganze Zahl >0) besitzt: dim; L—n, wenn man den 
Punkt & bei willkiirlichem ¢ > 0 mittels einer Menge von héchstens (n — 1)-ter 
Dimension in bezug auf L e-aussondern kann und dies fiir ein geniigend 
kleines « > 0 mittels einer Menge von niedrigerer Dimension nicht méglich 
ist. Es sei an dieser Stelle besonders betont, da8 der Punkt é nicht der 
Menge L anzugehéren braucht. 

Wenn die Menge L auf diese Weise keine ganze Zahl als Dimension 
im Punkte  bekommt, so sagen wir, daB die Dimension der Menge L 
im Punkte é unendlich ist: dim; L = oo. 

Endlich setzen wir definitionsgemi8 die Dimension einer leeren Menge 
in jedem Punkte des Raumes gleich — 1 **). Wir bemerken noch, daB, falls ¢ 
zu I fremd ist, die obige Definition fiir dim; L stets den Wert Null ergibt. 

3. Wir geben jetzt einen Beweis'’’) der folgenden Eigenschaft: 





Satz I**). Hes seien in einem metrischen Raume zwei Mengen L 








14) Das bezeichnet: ,A ist ein Relativgebiet von L*. 

%) Also B, die ,aussondernde Menge“, abgeschlossen ist. 

1*) Offenbar ist diese Definition 1. fiir den Fall §c L der iiblichen Urysohnschen 
Definition (s. Mémoire, ch. I, n°. n°. 1, 8) aquivalent. ~ 

1?) Es ist zu bemerken, daB die Definitionen 1 und 2 auf topologische Raume ver- 
allgemeinert werden kénnen. Ersichtlich fallt die Definition 2 fir den Fall Fc L 
mit der Urysohnschen Definition (s, Mémoire, ch. I, n°. n°. 1, 8) zusammen. Die Defi- 
nition ist aiquivalent mit der von Menger fiir topologische Raume gegebenen (Monats- 
hefte f. Math. u. Phys. 38, 8. 158). 

1°*) Der hier dargestellte Beweis findet sich bereits bei Menger, Math. Annalen 
95, wo der Satz in allgemeinerer Form ausgesprochen ist. 

18) Vgl. Mémoire, ch. IV, Satz IV (n°. 18); Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 
34, S. 141. Eine Verallgemeinerung des Satzes findet sich bei Menger, Math. Annalen 
95, S. 282. 
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und M gegeben. Dann ist die Menge aller Punkte — der Menge M, in 
denen dim: L < k ist, eine Gs- Menge (rel M). 


Beweis. Wir nehmen an, daS L+0 und —1<k<oo ist, weil 
sonst der Satz I selbstverstindlich ist. Vor allem ist zu bemerken, da8 in 
der Definition 1 (§ 2) die Bedingung A + Bc S(&, e) durch 6(A + B) < e«*) 
ersetzt werden kann, ohne den Wert von dim; Z zu andern. Daraus folgt 
aber, daB L = A + B+ D auch eine e-Aussonderung eines jeden Punktes 
xo S8(&, ye) ist. 

Wir bezeichnen nun mit G, (wo ¢ eine natiirliche Zahl) die Menge 
aller Punkte der Menge M, die man mittels einer Menge von der Di- 


mension <k—1 in bezug auf die Menge L - --aussondern kann. Man 
sieht leicht ein (infolge der soeben gemachten ee PA dab G, eG (rel M) 
ist. Die Menge aller Punkte ¢ der Menge M, in denen dim; L < k ist, 
ist aber nichts anderes als IG,, w. z. b. w. 
i=1 
4. Nun schreiten wir zum gleichzeitigen Beweis der folgenden drei 
Satze*°). 


Satz I1™). Die Menge aller Punkte — eines n+ 1-dimensionalen 
(n > 0) metrischen separablen Raumes, in denen die Dimension des Raumes 
gleich n-+-1 ist, ist in sich dicht**). 

Wie leicht ersichtlich, ist dieser Satz mit dem folgenden Aquivalent. 


Satz II’. Wenn man zu einer in einem metrischen separablen Raume 
liegenden nicht leeren, n-dimensionalen Menge einen Punkt hinzufiigt, so 
erhalt man eine Menge derselben Dimension n**). 


Satz IIl**). Damit ein metrischer separabler Raum die Di- 
mension n (n >) besitzt, ist notwendig und hinreichend, daB man diesen 
Raum in n-+-1 und nicht weniger Mengen der Dimension Null zer- 
legen kann. 





1) 5(Q) bezeichnet immer den Durchmesser der in einem metrischen Raume 
liegenden Menge Q. 

®) Wir werden uns im folgenden, wenn nichts anderes ausdriicklich voraus- 
gesetzt ist, auf endlich-dimensionale Mengen beschrinken. In diesem Zusammenhange 
soll » stets eine ganze Zah] > — 1 bedeuten. 


**) Vgl. Mémoire, ch. IV, Satz III und das Problem 6 (n°. 11); Menger, Math. 
Annalen 95, 8. 287. 


**) D. h. keinen isolierten Punkt enthalt, s. Hausdorff, 8, 221. 


*) D. h. eine in einem metrischen separablen Raume liegende n-dimensionale 
Menge ist in jedem Punkte des Raumes hichatens n-dimensional, 


**) Vgl. Mémoire, ch. VI, Satze I (n°. 4), III (n°. 9) und Korollar (n°. 9). 
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Satz IV™). Die Vereinigungsmenge von abzdhibarvielen in einem 
metrischen separablen Raume gelegenen hdchstens (n — 1)-dimensionalen, 
in diesem Raume abgeschlossenen Mengen, ist auch héchstens (n — 1)-di- 
mensional. 

5. Zuerst bemerken wir, daB alle Siatze des § 4 in topologisch in- 
varianter Weise formuliert sind (da ja Dimension, Insichdichtheit und 
dergleichen Begriffe topologische Invarianten sind). Zufolge einem Satze 
von P. Urysohn**) la8t sich aber jeder metrische separable Raum ein- 
eindeutig und beiderseits stetig auf eine Teilmenge eines kompakten 
metrischen Raumes abbilden. Da auSerdem in metrischen Raumen eine 
Vereinigung von (n + 1)-nulldimensionalen Mengen immer héchstens n-di- 
mensional ist*’), so geniigt es, um die Saitze von § 4 zu erhalten, folgende 
drei Tatsachen nachzuweisen : 

a) Wenn man zu einer in einem kompakten metrischen Raume liegen- 
den, nicht leeren n-dimensionalen Menge einen Punkt hinzufiigt, so erhalt 
man eine Menge von derselben Dimension n. 

b) Jede in einem kompakten metrischen Raume gelegene nicht leere 
n-dimensionale Menge JaBt sich in (m + 1) nulldimensionale Mengen zerlegen. 

c) Es sei M eine in einem kompakten metrischen Raume gelegene 
Menge und L,, L,,..., L,,... seien abzahlbarviele, in M abgeschlossene, 
héchstens (nm —1)-dimensionale Teilmengen von M. Dann ist auch 


dim( S' L,)<n—1. 
i=1 
Es ist leicht einzusehen, daB a), b) und c) fiir n=O gelten™). Jetzt 


nehmen wir an, daB a), b) und c) schon fiir die Zahlen <n bewiesen 
sind und beweisen diese drei Satze fiir n + 1**). 


6. Beweis von c) fiir n+ 1. Wir schicken dem Beweise einige 
Hilfssaitze voraus. 


Hilfssatz 1°°). Es mégen (in einem kompakten metrischen Raume ) 
zwei Mengen L und NW den Relationen 


NeL, Ne(relL)*), dim(L—N)<n+1*%) 

%) Vgl. Mémoire, ch. VI, lemme IV (n°. 8); Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 
34, 8. 147. 

**) P. Urysohn, Der Hilbertsche Raum als Urbild der metrischen Riume, Math. 
Annalen 92 (1924). 

*”) 8. Mémoire, ch. VI, n°. 1, 4; Darstellung der Grundziige, Kap. III. 

**) Fiir b) und c) ist dies selbstverstindlich; fiir a) s. Mémoire, ch. IV, n’. 11. 

%) Vgl. wegen der Beweismethode die entsprechenden Ausfiihrungen bei Urysohn. 

®) Vgl. Mémoire, ch. IV, n°. 3, lemme fondamental; Darstellung der Grundziige, 
Kap. I. 
%) Das bezeichnet: ,,.N ist in L abgeschlossen“. 
8) Wobei n die im § 5 fixierte Zahl ist. 
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geniigen; es sei ferner ein Punkt z unter der Bedingung 
zcLl, dim,Lan+1 
gegeben. Dann mu8 auch 
zcN und dim,NE>n+1 


sein. 

Beweis. Offenbar ist (ZL — N)e G(rel L); falls nun e- L — N wire 
so wiirden die Mengen LZ und (Z— N) im Punkte z identisch***) und 
dann ware dim, L = dim, (I — N) < dim(L — N) < n + 1, was unméglich 
ist. Folglich ist e- N. Wir beweisen jetzt, da8 dim, N>n-+1 ist. Es 
sei im Gegenteil dim, N<n-+1. Wir werden daraus die unmégliche Un- 
gleichung dim, L < n-+- 1 folgern. 

Es sei e > 0 beliebig gegeben. Wir wahlen eine = - Aussonderung des 
Punktes z in bezug auf N mittels einer Menge der Dimension < n — 1: 
N=A,+ B,+ Dz 
A,: B, = By: D, = 4,:D, =9 
(1) A,e@(relN), D,e@G(rel N) 
zcA,, A,+ B,< 8 (z, <) 

dim B, <n —1. 

Es ist H(A,, D,) = 0**); folglich gibt es**) (in Z) solche Gebiete 

G,, und Gp,, daB 





G4,>4A,, Gp, >D, 


(2 ) Ga,°Go, — 0 
G4,¢ 8(z, +). 
Wir betrachten jetzt das Gebiet 
(3) G=G,,— B, 
und insbesondere seine Grenze G — G. 
Es ist 


(G — @)-L=(G — 4)-N+(G — @)-(L— Ny). 





**) Wir sagen, daB die Mengen C, und C, im Punkte z identisch sind, falls es 
eine solche positive Zahl 2, gibt, daB C,-S (x, e,)= C,-S (xz, #9); in diesen Punkten ist 
offenbar dim, C, = dim, C,. 

**) H(Ay, Do) = Ag: Dy + Dy Ao. 

**) Mémoire, ch. IV, n°. 2. 
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Es ist leicht einzusehen (auf Grund von (1), (2) und (3)), daB 


(4) (G— G)-Nc B,. 

Was die Menge (G — G@)-(L — N) betrifft, so ist 

(5) (G—@)-(L—N)=9,4+90,+..-+QO,4+---; 
wobei 


| Q, =(G— @)-L—8(w, 5) 
| @= (6 —4)-L-[8(W, 5) —8(¥, 5)| 


(6) 








gesetzt ist. 

Wir werden nun zeigen, da8 fiir jeden Punkt «EQ, immer 
dim, L<n ist. In der Tat, die Mengen ZL und L—WN sind im 
Punkte x™ identisch, folglich dim,m LD = dim,m(L—N)<n (weil 
dim (ZL — N) <n ist und der Satz a) fiir die Zahlen <n bewiesen ist). 


Wir wihlen jetzt fiir jeden Punkt x™c Q, eine sai - Aussonderung 


in bezug auf L mittels einer Menge der Dimension <n —1: 
(7) L = A,wm + By + Dyim. 
Dabei ist 
A,m eG (rel L > Q,,) 
L-8 (x™, 2, ony) S Anim 
Q.. i o A,im) 
x Om 


Also ist die im kompakten metrischen Raume gelegene Menge Q,, mit 
einem kanonischen System von Gebieten A,im iiberdeckt. Deshalb existiert 
sufolge unseres Uberdeckungssatzes (§ 1) eine endliche Anzahl von Ge- 
bieten A,m, die noch immer die Menge Q,, iiberdecken. 


Mégen 
(8) Mig. +11 Mtg 342s 0209 A, *) 
diese Gebiete sein. 
Dann ist 
im — im; 
(9) a 2 Ay, ,+8° 


*) Der Kiirze wegen lassen wir das Zeichen x) fallen; hier sind i,, und é,,_, 
ganzzahlig, i,,_,<i,,, und fir m= 1 setzen wir i,,_, =i, =0. 
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Es seien weiter 


L = Ag, _,+0+ Ben_,+0 t+ Din, +8 (e=1, 2,...,%,,—#,-;) 
Ain, +8° Big, +0 = Big, + 0° Digs +0 = Aig_,+0° Din, +2 = 9 

A, ,+2¢@G(relL), Dy ,+.¢G(rel L) 

L-8 (x4, +0 Mn .+2) = Ay, +0 (der Punkt %, .4.¢ Qn) 
Ay _,+0t Bi +0 S (xi. .+05 —) 

dim B;, 425-1 


die den Gebieten (8) entsprechenden Zerlegungen (7). 
In den Formeln (10) lassen wir nun m alle natiirlichen Zahlen durch- 
laufen (¢,—= 0) und setzen dann 








B=B,+ SB, 
é=1 
(11) A=(@-L+ 34) —B 
é=1. 
Benge Mie 


Es ist leicht nachzuweisen (auf Grund der Formeln (1) bis (6), 
(9) bis (11)), daB 
L=A+B+D 
eine e-Aussonderung des Punktes x in bezug auf L ist. Da dabei die 
aussondernde Menge B = B, +- DB, eine Summe von abzahlbarvielen 
i=1 


in L abgeschlossenen, héchstens (n — 1 )-dimensionalen Mengen ((1), (10)) 
und ¢) fiir m schon bewiesen ist, so ist dim B<n—1, d.h. dim, L<n+1, 
w. z. b. w. 

7. Jetzt wollen wir auf Grund des Hilfssatzes 1 den Satz q) fiir 
n-+1**) beweisen, und zwar zuerst in dem Spezialfalle, wo die Anzahl 
der Mengen L, endlich ist. 


k 
Beweis. Es seien L,, L,, ..., L, diese Mengen. Wir setzen L = SL; 


und nehmen im Gegenteil an, daB dimL>n-+1. Wir bessichnen mit 
N* die Menge aller Punkte x der Menge L, in denen dim, L>n+1 
ist, und betrachten die Menge N= N*-L. Offenbar ist Ne% (rel L) und 
dim (I — N)<n-+-1. Dann ist aber zufolge dem Hilfssatze 1 die Menge N 
in jedem Punkte der Menge N* mindestens (n +-1)-dimensional; folglich 
ist die Dimension jedes nicht leeren Relativgebietes von N mindestens 
gleich n +1. 
Wir setzen nun 


N=N,+N,+...+N,+...+™,, wo N,=N-L, (i=1,2,...,b). 
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Offenbar ist jedes N,e%(relN). Aber es ist leicht einzusehen, daB, 
falls allgemein eine endliche Anzahl von Mengen N, gegeben ist, von 
denen jede in ihrer Vereinigungsmenge abgeschlossen ist, wenigstens eine 
der Mengen N, ein gewisses Relativgebiet von N enthalt. Es gibt also 
unter den Mengen N; eine mindestens (n +-1)-dimensionale Menge; dies 
ist aber unméglich, da dim N,= dim N-L,< dimLZ,< +1, w.z. b. w. 

8. Hilfssatz II**). Es seien (in einem kompakten metrischen Raume) 
solche Mengen L, P und Q gegeben, daB 


dimL<n,*) P+QcL, o(P,Q)=o>0;*) 


und es sei ¢ eine positive Zahl <o. Dann ist folgende Zerlegung vor- 
handen: 
L=A+B+D 


A-B=B-D=A-D=0 
Ae@(relL), De @(rel L) 
dim B<n-—1 
A>P, D>Q 
A+BcS8(P,e). 
Beweis. Es sei a irgandein Punkt der Menge P. Da dimL<n 
ist und a) fiir die Zahlen <m schon bewiesen, so ist dim,L <n. Wir 


wahlen nun fiir jeden Punkt 2c P eine e-Aussonderung in bezug auf L 
mittels einer héchstens (n — 1)-dimensionalen Menge 


(2) L=A,+B,+ Dz. 


Nun ist die Menge P mit einem kanonischen System von Gebieten A, 
iiberdeckt. Dann existiert (§ 1) eine endliche Uberdeckung, die aus den 
Gebieten A,, A,,..., A, **) bestehen mége. Es seien die entsprechenden 
Zerlegungen (2) 


(1) 





L = A;+ B;+ D, (¢=1,2,...,8) 
A;- B, = B,D, = A; D,;=9 

A,e@(relL), D;eG(rel L) 

L-S (7%, Nx) © A; (a,¢ P) 
A; + B,c 8(x,, e) 

dim B, <n—1. 





**) Vgl. Mémoire, ch. VI, n°. 5, lemme L 

8°) 9 (A, B) bezeichnet immer die Entfernung zwischen den in einem metrischen 
Raume gelegenen Mengen A und B. 
%*) Das Zeichen z lassen wir fallen. 
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Wir setzen jetzt 


A = SA 
t=1 
(4) B= S'B,—A 


t=1 


D=L—(A+B). 
Man sieht leicht ein ((3), (4)), daB die Zerlegung 
L=A+B+D 
allen Forderungen (1) geniigt, wobei die Ungleichung dim B <n —1 aus 
dem fiir n schon bewiesenen Satze c) folgt, w. z. b. w. 
9. Hilfssatz 3°). Es mégen (in einem kompakten metrischen 
Raume) die Mengen L, P,Q und B, gegeben sein, so dab 
dimL<n,*) P+Q+B,cL 
PeF(relL), QeF(relL), Bye F(rel L) 
P.Q- B,, dmB,<n—1. 


Dann gibt es eine solche Zerlegung der Menge L in drei Mengen A, B 
und D, da 


L=A+B+D 
A-B=B-D=A-D=0 
(1) Ae@(relL), De @G(rel L) 
dim B<n-—1 
| A>P—B,, D>Q-—B,, B>B,. 





Beweis. Da P— B, = P —(B,+- Q) ist, so ist 
(2) P—B,=SP,, 
é=1 


wo 

P, = P—S8(B,+Q,1) 

P, = P-5(B,+Q,1) —8(B,+@, 5) 
OS Vane Heres ee ha ' 





“te Ge ce ot At gs ee ee ee a Me oor lis ok ft te ef 


Offenbar geniigen die Mengen L, P,, (B, + Q) (fiir jedes natiirliche 7) 
den Bedingungen des Hilfssatzes 2, woraus die Zerlegungen 


*%) Vgl. Mémoire, ch. VI, n*. 6, lemme II. 
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L=A,+ B;+ D; 

A,B, = B;-D,;= A; D;=0 

A;e@(relL), D,eG(rel L) 

(4) dim B, <n —1 

A,> P,, D;>B,+Q 


4.+8,¢ 8(8,?) 





folgen. 
Wir setzen nun 


A=3SA, 
i=1 


(5) B=(B,+ 3 B,)—A 


i=1 
D=L—(A+B). 
Es ist leicht einzusehen (aus (2) bis (5)), dab 
L=A+B+D 

die gesuchte Zerlegung (1) ist, wobei die Relation dimB<in—1 aus 
dem fiir m schon bewiesenen Satze c) folgt, w. z. b. w. 

10. Hilfssatz 4“). Es seien (in einem kompakten metrischen 
Raume #) solche Mengen L,, L, und M gegeben, daB 

L,cL,<M, L,e§(relM), Li,eG(relM), dimL,<n.™) 
Es liege weiter eine e-Aussonderung des Punktes xc L, in bezug auf den 
gesamten Raum Z (= eine absolute e-Aussonderung) vor: 
E=G6,+8,4+ 4H, 
G,-R, = R,- H, = G,-H,=0 
G,eG, He 
2oG,, G,+ Rk, ¢ S(z, 8), 
so daB dabei 

G,-H,-McL,, dim(R,-L,)Sn—1. 

Dann existiert auch eine solche absolute e-Aussonderung des Punktes z: 
E=G6,+ 2, + 4, 
G,:-R, = R,-H, = G,-H, = 0 
G,eG, H,eG 
zoG,, G,+R,¢ 8(z,e), 


(1) 





*°) Vgl. Mémoire, ch. VI, n°. 7, lemme III. 
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da dabei (dem obigen analog) 
(2) G,-H,-McL,, dim(R,-L,)Sn—1 
und auBerdem 
(3) G,°oG@,, H,cH,, R,-L,cR,-L, 
gilt. 
Beweis. Wir setzen 
L =R,-L, 
| P =G,-L 

(4) | ia H,-L 

B,= L,°R,. 


Es ist leicht einzusehen, daB die Mengen L, P, Q und B, allen Be- 
dingungen des Hilfssatzes 3 geniigen. Deshalb kann man folgende Zer- 
legung machen: 





L=A+B+D 
A-B=B-D=A-D=0 

(5) Ae@(rel L), DeG(rel L) 
dimB<n—1 
A>P—B,, D>Q-—8,, B>B,. 


Es ist leicht einzusehen, da8 
H(G,+ A, H,+ D)=0; 
infolgedessen existieren**) solche Gebiete G4 und Gp, daB 
G4>G,+4A, Gp? h+D 
Ga-Gp=0, Ga-Gp=(GQ1+A)-(M,4+D). 


Wir setzen nun 


(6) 


G,=G,—B | 
(7) | a= on 
R, = E—(G, + Hy). 


Man kann sich leicht iiberzeugen (wegen (4) bis (7)), daB 
E=G,+ R,+ 4, 
die gesuchte Zerlegung (1) mit den Eigenschaften (2) und (3) ist, w. z. b. w. 


11. Indem wir den Hilfssatz 4 und die Behauptung des § 7 anwenden, 
kénnen wir jetzt den Satz c) fiir n+ 1 vollstandig beweisen**). 





*t) Vgl. Mémoire, ch. VI, n®*. 8, lemme IV. 
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Es sei der Punkt zc L= 5 L, beliebig gegeben und L, die erste 
t= 
Menge der Folge L,, L,,..., L,,..., die den Punkt 2 enthilt. Wir setzen 


m m+k—-s 

(1) A=2, 4— SL, A, - 31, soy Ay =F Ly». 

Offenbar ist 

(2) L= SA,, AyeG(rel M), dimA,<n+1 (k=1,2,...) 
k=1 


(wobei dim A, <n-+ 1 aus §7 folgt). Es sei nun e > 0 beliebig gegeben. 
Wir nehmen folgende e-Aussonderung des Punktes z in bezug auf den 
Raum £ 


E=G,+8,+4,, 
die einfach dadurch entsteht, daB man 
G, = 8(z, +e), 


R, = 3(z, <2) —8(z,58), 
H, = E—5(zx, =e) 
setzt. 


Offenbar geniigen die Mengen A,, A,, G,, R, und H, den Bedingungen 
des Hilfssatzes 4. Also existiert eine Zerlegung 
E=G,+ R,+ 4A,, 


so daB die Mengen A,, A,, G,, R, und H, wieder den Bedingungen des 
Hilfssatzes 4 geniigen. Indem wir diese Betrachtungen fortsetzen, erhalten 
wir die Zerlegungen 


E=G6,+R2,+4H, teen 2,8. xs de 
G,-R, = R,-H, = G,-H, = 0 
G,eG, H,eG 


zoG,, G,+ R,cS(z,e) 
G,-H,-McA,, dim(R,-A,)<n—1 
GCG... AoA... Ry ApoRy,4 





k+1° 
Wir setzen nun 
A, = SG,-A, 
k=1 
(4) B= 5 R,: A, 
k=1 
D. = > H,:A, 
k=1 
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Man sieht leicht ein (aus (1) bis (4)), daB 
L = Aw+ B+ D. 


und daB diese Zerlegung eine «-Aussonderung des Punktes x in bezug auf 
L ist **). Da der Satz c) fiir n schon bewiesen ist, so ist dabei dim B,, <n — 1; 
folglich ist dim, L <n-+-1, d.h. (weil x L beliebig war) dim ZL <n+1 
ist, w. z. b w. 


12. Beweis von b) fiir n+ 1.**) Es sei Z eine in einem kompakten 
metrischen Raume liegende (m +- 1)-dimensionale Menge. Wir wahlen fiir 


jeden Punkt Jc LZ und jedes positive ganzzahlige m eine * . Aussonderung 

1 1 {i 

=) a =) 
(1) L—a) +B + DP 

1 
mittels einer héchstens n-dimensionalen in Z abgeschlossenen Menge B;” . 
Bekanntlich***) kann man aus dem System von die Menge L iiberdeckenden 
(a 


Gebieten A;”’ abzihlbar viele noch immer die Menge L iiberdeckenden 


1 1 1 
(—) 
auswahlen. Es médgen alm) Mr’ ound alm), .-- diese Gebiete sein*“*), 
Dann sind 
1 1 (1 
(al a 
L=A; + Be’ + D; (¢=1,2,... 
1\ 1 \ 1 1 \ 
} —| (— } 
al £ BI” 0 aid Bim py 
: ae oS 
(2) H\ bn } p.”’) = 0 


1 1 - = 
fm) gin) a”) + Be <3 (y"), 1) 





{ =) 
. \ “ 
dim Bi” <n 


(;) 


die zu den Gebieten A;”’ gehérenden Zerlegungen (1). Wir setzen nun 


» « (=) 
on a, y \m j 
(3) b= » SB; 


m=-1¢=1 


Q=L-—®. 


**) Selbstverstaéndlich braucht dabei B,, (in L) nicht abgeschlossen zu sein (vgl. 
dazu Mémoire, ch. I, n°. 8). 

*%) Vgl. Mémoire, ch. VI, n°. 10. 
*8") Hausdorff, 8. 272, V. 
**) Das Zeichen 7 lassen wir fallen. 
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Man kann leicht einsehen (aus (2), (3)), daB dimQ=0 ist. Da 
auBerdem der Satz c) fiir m + 1 schon bewiesen ist, so ist genau dim ® = n. 
Da aber b) fiir n bewiesen ist, so laBt sich die Menge ® in n+1 null- 
dimensionale Mengen zerlegen, und da L = ®-+-Q ist, so ist die Menge 
L in n+ 2 nulldimensionale Mengen zerlegt, w. z. b. w. 


13. Beweis von a) fiir n+ 1. Es sei K eine in einem kompakten 
metrischen Raume gelegene (n+ 1)-dimensionale Menge und & ein be- 
liebiger Punkt dieses Raumes. Dab) fiir n +1 schon bewiesen ist, so ist 


K=Q,4+Q.+-+Q:+---+Q, 49, wobei dim Q,—0 (i =1,2,...,n+2). 


Dann haben wir 


K+§=(Q, +8) +Q4---+Quse- 


Der Satz a) ist aber fiir n = 0 richtig, folglich ist dim(Q, + &)=—0. Die 
Menge K-+-é ist hiermit in n+ 2 nulldimensionale Mengen zerlegt und 
daher ist dim (K + ¢)< +1. Da aber K+ §=>K, so ist genau dim (K + &) 
=n+1=dimK, w.z. b. w. 

Die Sitze a), b) und c), folglich auch die Satze II, Il’, IiI**) und 
IV**) sind fiir ein beliebiges n vollstandig bewiesen. 


14. Jetzt werden wir einige andere Sitze formulieren, die wir bei 
der Beweisfiihrung der Satze II, III und [V mitbewiesen haben. 


Betrachten wir den Hilfssatz 1 (§6). Da der Hilfssatz 1 nur unter 
der Voraussetzung der Giiltigkeit der Saétze a) und c) bewiesen wurde, so 
gilt er fiir ein beliebiges n. AuBerdem gilt er offenbar fiir nm = —1 und 
n=co. Da er auBerdem in einer topologisch invarianten Form aus- 
gesprochen ist, bleibt er auch fiir beliebige metrische separable Raume 
richtig. Endlich sieht man leicht ein, daB auch die Voraussetzung rc L 
unwesentlich ist. So gelangen wir zu folgendem Satze (n +1 ist durchn 
ersetzt ): 


Satz V. Es sei L eine in einem metrischen separablen Raume 
gelegene Menge, N eine in L abgeschlossene Teilmenge von L und 


*5) Mit unserem Satze III sind der Satz III (ch. VI) von Urysohn und die nach- 
stehenden Korollare auch auf willkiirliche nicht abgeschlossene Mengen erweitert. 

Es ist auch leicht einzusehen, daB in der oben angegebenen Zerlegung eines 
metrischen separablen Raumes € der Dimension n in n +1 nulldimens.onale Mengen Q, 
(vgl. § 12): E=Q,+Q,+..-+Q:+...-+Q.+Q.41, Q eime Gs-Menge (rel€&), Q, eine 
Foo9-Menge (rel €) (¢=2..."), Q,4, eime Fo-Menge (rel @) ist; eine F,,-Menge 
ist eine Differenz zweier F,-Mengen. 

46) Mit dem Satze IV ist das Problem « von P. Urysohn (Mémoire, ch. VI, n°. 13) 
im positiven Sinne gelést. 

43* 
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dim(L— N)<n.**) Wenn dann im Punkte x dim,L>n ist, so ist 
dim, N>n.*) 

15. Wir bezeichnen mit ®,(Z) die Menge aller Punkte von L, in 
denen dim, L > k ist, und mit P,(L) die Menge N,(L)-L. 

Dann gilt der 

Satz VI. Es sei L eine in einem metrischen separablen Raume 
gelegene Menge. Falls im Punkte x dim, L>k ist, so ist dim, P,(L) 
= dim, L. 

Beweis, Es sei dim, L—s>k, Offenbar ist P,(L)e(rel L) und 
dim{L — P,(L)|< 8. Daher ist wegen Satz V dim, P,(L)>s. Also ist 
s<dim, P,(L)< dim, P,(L) dim, L=s, d.h. dim, P,(L) = dim, L, 
w.z. b. w. 

Wir beweisen nun folgende Verallgemeinerung von Satz II. 


Satz II”. Es sei L eine in einem metrischen separablen Raume 
gelegene Menge. Falls im Punkte x dim,L>k=>1 ist, so ist x ein 
Haujungspunkt von TN, (L).**) 

Beweis. Es sei im Gegenteil x ein isolierter Punkt von %, (Z)+<2. 
Dann ist dim, P,(LZ) = dim, (M, (L)-L)=0<k < dim, L, was dem Satze VI 
widerspricht. 

16. Wenden wir uns nun zu den Hilfssitzen 2, 3 und 4 (§§ 8, 9 
und 10), so gelten sie auch in metrischen separablen Raumen fiir ein 
beliebiges ganzzahliges n. 

Betrachten wir insbesondere den Hilfssatz 2. Wir setzen B, = 0. 
Dann erhalten wir: wenn dim Z < n ist und P und Q irgendwelche in L 
abgeschlossene zueinander fremde Teilmengen von JL sind, so kann man 
P und Q voneinander mittels einer in ZL abgeschlossenen héchstens 
(m — 1)-dimensionalen Menge trennen, d. h. es gibt eine Zerlegung 
L=A+B+D 
A-B=B-D=A-D=0 
(1) jimsset 





dim B<n—1 
A>P, D>Q. 


Man sieht leicht ein, daB auch umgehrt jede Menge L, die diese 
Eigenschaft besitzt, héchstens von der Dimension n ist. 





**) n kann hier auch unendlich sein. 

**) Satz V ist in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung eines bekannten Satzes 
von P. Urysohn auch fiir nichtabgeschlossene Mengen. 

*) Folglich ist jede ®,(Z) (> 1) in sich dicht, d. h. mit dem Satze If” ist das 
Problem 4 von P. Urysohn (Mémoire, ch. IV, n.° 11) im positiven Sinne gelést. 
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Also gilt 


Satz VII. Damit ein metrischer separabler Raum die Dimension n 
hat, ist notwendig und hinreichend, daB man jede zwei zueinander fremde 
abgeschlossene Teilmengen dieses Raumes mitiels einer héchstens (n —1)- 
dimensionalen Menge trennen kann und daf diese Trennung wenigstens 
fiir ein solches Mengenpaar mittels Mengen von niedrigerer Dimension 
unmoglich ist. : 

Das Wort ,trennen“ wird dabei im Sinne der Zerlegung (1) ver- 
standen. (B ist die ,trennende“ Menge. ) 


Der Satz VII war im Spezialfall der abgeschlossenen bzw. der konden- 
sierten Mengen bereits von Urysohn bzw. Brouwer®®) bewiesen. Der 
Satz VII bedeutet also nichts anderes, als daB die Brouwersche™) und 
Urysohn-Mengersche Dimensionsdefinitionen auch fiir beliebige separable 
metrische Raume Aquivalent sind. 


Ill. Der Hauptsatz. 


17. Nach dem Satze I (§3) kann man (indem man z. B. M=L 
setzt) jede willkiirliche n-dimensionale Menge L in eine, in jedem Punkte 
von L héchstens n-dimensionale, G-Menge einschlieBen. Wir schreiten 
jetzt zum Beweise des folgenden Hauptsatzes. 


Satz VIII,. Jede in einem separablen vollstdndigen Raume R ge- 
legene Menge L ist in einer Gs-Menge A der gleichen Dimension wie L 
enthalten ®*). 


Da jeder separable metrische Raum Teilmenge eines vollstandigen 
separablen Raumes ist*) und jede in einem vollstandigen Raume ent- 
haltene Gs-Menge nach einem Satze von P. Alexandroff**) einem voll- 
standigen Raume homéomorph ist, so kénnen wir unserem Hauptsatze 
folgende ,absolute* Form geben: 


Satz VIII,. Jeder separable metrische Raum R ist einer Teilmenge 
eines separablen vollstandigen Raumes R der gleichen Dimension wie R 
homéomor ph. 

8) Urysohn, Mémoire I, ch. VI, p. 328; Brouwer, Amsterdamer Proceedings 27 
(1924), 8. 636; vgl. auch Menger, Monatsh. f. Math. u. Phys. 84, 8. 150f. 

51) Crelles Journal 142 (1913), 8. 146—-152. 

58) Dabei kann man stets 4 ¢ L voraussetzen. 

88) P. Alexandroff, Sur les ensembles de la premiére classe et les espaces abstraits, 
C. R. 178 (1924), p. 185. (Vgl auch die von Hausdorff herriihrende Verallgemeinerung 


dieses Satzes auf beliebige (nicht separable) metrische Raéume. Fund. Math. 6, sowie 
»Mengenlehre“ (2. Auflage), Berlin (1927), S. 214. 
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Beweis. Fir unendlich hoch dimensionale Menge L bedarf der 
Satz VIII, keines Beweises (weil dann A = L gesetzt werden kann). Es 
sei also L eine endlich-, und zwar n-dimensionale Menge. Dann ist zu- 
folge dem Satze III 


L=Q,4+Q,.+---+Q:+---+Qi41 
wo dim Q,= 0 (¢=1, 2,...,n +1). 

Zufolge einem von P. Urysohn**) bewiesenen Satze ist jede nulldi- 
mensionale Menge (die in einem metrischen separablen Raume liegt) 
einer gewissen Teilmenge der Cantorschen perfekten (,,Dreiteilungs“-) Menge 
homéomorph. Bezeichnet man die Cantorsche Menge mit C, so findet 
sich, in dieser Weise, fiir jedes Q, eine gewisse Q,—C, so dab 

Ui~ Q," aa 
Es werden sich dann auf Grund des verallgemeinerten Satzes von 
M. Lavrentieff**) solche Mengen A; und A; finden, da& 
A,e &; (rel R), A e &; (rel C) 
A;>Q;, A; >Q; 
A, = A;, 
wobei die friithere Homéomorphie Q;- @Q; erhalten bleibt. Da dabei 
A; <Q; ¢C ist, so ist dim A;= dim 47 = 0. Wir setzen jetzt 
n+l 


A = yy A;. 
i=1 


Man sieht leicht ein, daB Ae@, (rel R) ist, wobei LE Ac L ist. 
Da auBerdem dimA,=0 ist (¢=1,2,...,n-+1), so ist dimA—n, 
w. z. b. w. 5”) 





") Mémoire, ch. I, n°. 16. 

) Das Zeichen = bedeutet ,homédomorph*. 

*) M. Lavrentieff, Sur la recherche des ensembles homéomorphes, C. R. 178, 
(1924) p. 187. Sierpifiski, C. R. 17%, p. 545 (note du 4 février 1924). Die allgemeinste 
Fassung ist von M. Fréchet gegeben: M. Fréchet, Sur ’Loméomorphie de deux en- 
sembles et sur les ensembles complets, Bulletin des Sciences Mathématiques 1925. Der 
Lavrentieffsche Satz in seiner allgemeinen Foim ist auch bei Hausdorff, Mengenlehre, 
S 216, bewiesen worden. 

5°) Indem man den Begriff der vollstdndigen Menge***) benutzt, kann man 
offenbar unseren Hauptsatz in folgende allgemeinere Fassung bringen: 

Satz VIIL,. Es sei L eine in einem separablen metrischen Rawme R gelegene voll- 
stiindige Menge. Dann existiert in K eine Gs-Menge A, die L als Teilmenge enthilt 
und von derselben Dimension wie L ist (wobei Ac L). 

Die Resultate des § 17 kann man in eine andere Form bringen. Wir fiihren 
dazu einen neuen Begriff ein, der auch an sich von Interesse sein diirfte. 

(Fortsetzung der FuGnote 57 auf nichster Seite.) 
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18. Man zieht leicht aus VIII, folgendes 


Korollar. Es sei in einem vollstindigen separablen mindestens 
(k-+ p+ 1)-dimensionalen®*) Raume R eine Menge L gegeben, deren Komple- 
mentarmenge # — L héchstens k-dimensional ist. Dann enthalt die Menge L 
eine mindestens p-dimensionale abgeschlossene (rel R) Teilmenge***). 

Beweis. Zufolge unserem Hauptsatze ist R — L in einer héchstens 
k-dimensionalen G;-Menge A enthalten. Dann ist R — A eine in L ent- 
haltene mindestens p-dimensionale*’) F,-Menge und diese > p-dimensio- 
nale F,-Menge mu$**) ihrerseits eine > p-dimensionale abgeschlossene 
Teilmenge enthalten, w. z. b. w. 


19. Wir kehren nun zu unserem Hauptsatze zuriick. Es sei L eine 
n einem separablen vollstindigen Raume FR liegende Menge. Was labt 
sich tiber die Zahl 42(L) = minim [dim(A — L)] (wo Ac R eine beliebige, 
die Menge L enthaltende G;-Menge der gleichen Dimension wie L ist) 
aussagen? Ein entsprechendes Problem kann auch im Bereiche der ,ab- 
soluten“ Begriffe formuliert werden: Es sei in der Tat R ein beliebiger 
metrischer separabler Raum. Was laBt sich iiber die Zahl 

4(R) = minim [dim (Az — Lz)] 

(wo Ap ein beliebiger separabler, vollstindiger, den Raum R topologisch 
enthaltender Raum, und Lz eine beliebige, dem Raume R homéomorphe 
Teilmenge von Ag ist) aussagen? Man sieht leicht ein, daB auch manche 
andere Problemstellungen sich hieran ankniipfen lassen. Wir wollen in diesem 
Ideenkreise nur noch erwahnen, daB es fiir beliebiges m >1 m-dimen- 
sionale Riume gibt, fiir die 4(R) > m —1 ist, und zwar sind entsprechende 
Beispiele schon durch in Euklidischen Raumen gelegene Mengen gegeben. 





Es sei &(X) irgendein System von topologischen Raumen X, von denen jeder 
einen fest zu denkenden topologischen Raum R topologisch enthalt (d. h. X > Ry =~ R). 

Fiir jeden Raum X definieren wir die Zahl Dr (X)= dim X— dim R; die kleinste 
aller Zahlen Dr(X) soll dann durch Dr() bezeichnet und dufere Dispersion des 
Raumes R in bezug auf das System & genannt werden ®’®). 

Mit Hilfe des Dispersionsbegriffes kénnen viele Probleme der Dimensionstheorie 
ausgesprochen werden. 

578) M. Fréchet (s. FuBnote ™)). 

57>) Analog kann man den Begriff der inneren Dispersion eines gegebenen 
Raumes R in bezug auf ein System = {X} von Riumen X einfiihren, wo jeder 
Raum X topologisch in R enthalten ist. 

58) & sowie p ist eine ganze Zahl > 0. 

58*) Folglich enthilt, falls R ein kompakter metrischer Raum ist und p2=>1, L 
ein mindestens p-dimensionales Kontinuum (weil jeder kompakte metrische n-dimen- 
sionale Raum ein n-dimensionales Kontinuum enthalt; L. Tumarkin, ,Uber stetige 
Zerlegungen ...“, Proceedings d. Kgl. Ak. d. Wiss. Amsterdam, 28, Satz IT). 

5°) Zufolge des Satzes IV. 
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Es sei in der Tat K,,., ein gewdhnlicher (m + 1)-dimensionaler 
Kubus. Bekanntlich*®) kann man K,,, in zwei zueinander fremde 
Mengen P und Q derart zerlegen, daB weder P noch Q ein Teilkontinuum 
enthalt. Wir werden vor allem feststellen, daB dim P = dim Q = m ist. 
In der Tat, da P keinen inneren Punkt des Kubus K, ,, enthalt, so ist *) 
dim P< m; ebenso ist dim Q@<m. Ware nun z. B. dim P< m-—1, so 
wiirde (wegen des Korollars (§ 18)) in Q ein Kontinuum enthalten sein ®), 
was unmdglich ist. Folglich ist genau dim P= dim Q = m. 

Wir beweisen zuerst, daB 4, (P)>m —1 ist. 

Ist 4g, (P)< m— 2, so gibt es in K,,, eine m-dimensionale 
Gs-Menge I7>P, so daB dim(I7— P)< m-—2. Dann ist aber in Q 
eine mindestens 1-dimensionale F,-Menge K,,,— JI und folglich ein 
Kontinuum enthalten, was unméglich ist. 

Wir werden nun zeigen, daB 4(P) > m —1 ist. Es sei im Gegenteil 
4(P)<m-—2. Dann gibt es einen vollstandigen separablen Raum R, 
der eine m-dimensionale G,-Teilmenge /7 enthilt, so dab 

II>P*~P, dim(IT— P*)<m-—2. 

Es gibt weiter zufolge dem verallgemeinerten Satze von M. Lavrantieff 

eine solche Gs-Menge (rel K,,,,) A und @s-Menge (rel R) A*, dab 
A>P, A*>P*, Aw A", 

wobei die friihere Homéomorphie P= P* erhalten bleibt. Es sei JI, 

die Teilmenge von A, die der Menge J7- A* homéomorph ist **). J/, ist dann 

eine die Menge P enthaltende @;-Menge %*), wobei dim (/7, — P) << m — 2 

ist, was der Ungleichung 4g, (P) > m —1 widerspricht. 

20. Es sei zum Schlu8 auf folgende zwei Probleme hingewiesen. 

Problem I. Ist jeder metrische separable Raum in einem kom- 
pakien metrischen Raume von derselben Dimension topologisch enthalten ? 

Bemerkung. Eine eventuelle Lésung dieses Problems wiirde zwar 
den Satz VIII,, jedoch nicht den Satz VIII, verallgemeinern. 

Problem II. Gibt es fiir jedes natiirliche m einen kompakten me- 
trischen Raum, der alle n-dimensionalen kompakten metrischen Raume 
topologisch enthalt? **) 

) Mémoire, ch. VI, n°. 2, 3. 

*t) Mémoire, ch. II, n°. 4; Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 34, 8. 157. 

*) Weil jeder mindestens 1-dimensionale kompakte metrische Raum ein Kon- 
tinuum enthilt (s. Mémoire, ch. I, n°. 14, sowie Menger, Math. Annalen 95, 8. 287). 

*) Zufolge der Homéomorphie A* =~ A. 

*) Zufolge dem verallgemeinerten Satze von M. Lavrentieff. 


*5) Vgl. im Zusammenhang mit diesen Problemen K. Menger, Allgemeine Raume 
und Cartesische Raume II, Amsterdamer Proceedings 29, 8. 1025. 


(Eingegangen am 10. 6. 1926.) 














Uber Flichen vom Maximalindex. 
Von 
Julius v. Sz. Nagy in Klausenburg. 


Einleitung. 


Wir untersuchen im folgenden unter dem Namen ,,Flache~ geschlossene 
Flichen, die in jedem Punkte eine mit der Beriihrungsebene sich stetig 
andernde Tangentenebene besitzen, die kein ebenes Flachenstiick enthalten 
und fiir die endlich jede ebene Schnittkurve, sowie jede ebene Schnitt- 
kurve eines jeden ihrer Beriihrungskegel eine Elementarkurve ist. Dabei 
bezeichnen wir als Elementarkurve eine Kurve, die aus einer endlichen 
Anzahl von konvexen Bégen besteht und die in jedem ihrer Punkte eine 
bestimmte mit dem Beriihrungspunkte sich stetig andernde Tangente hat. 
Die Elementarkurve kann also keine Geradenstiicke und keine Winkel- 
punkte haben, sie kann aber ganze Geraden enthalten. 

Die Realitdtsordnung oder kurz die Ordnung einer Flache im definier- 
ten Sinn ist die héchste Anzahl (einfacher) reeller Punkte, in denen die 
Flaiche von einer beliebigen, nicht ganz in der Flache enthaltenen Geraden 
geschnitten wird. Der Index dex Flache ist die geringste Anzahl (einfacher ) 
reeller Punkte, in denen die Flache von einer beliebigen Geraden ge- 
schnitten wird. 

Wir nennen einen geschlossenen, in sich zusammenhingenden Teil der 
Flache, der selbst eine Flache -im definierten Sinn ist, eine Flachenschale 
oder kurz eine Schaie. Eine Flache kann aus mehreren Schalen bestehen, 
die paar oder unpaar heiBen, je nachdem sie von einer Geraden in paarer 
oder unpaarer Anzahl der Schnittpunkte getroffen werden. 

Der Begriff der Schale ist projektiv. Das zweischalige Hyperboloid 
hat — nach unserer Definition — nur eine Schale, weil seine im Endlichen 
getrennten Flachenteile in der unendlichfernen Ebene zusammenhingen. 

Wir nehmen im folgenden stets an, da8 die Flachenschalen weder 
Punkte noch Ebenen sind. Die Flaichen mit Punkt- oder Ebenenschalen 
sind Grenzfalle der betrachteten Flachen. 








658 J. v. Sz. Nagy. 


Die vorliegende Abhandlung schlieBt sich eng an die Arbeit des Ver- 
fassers: ,Uber Kurven von Maximal-Klassenindex. Uber Kurven von 
Maximalindex“ *). 

Man kénnte leicht auch die Flichen vom Maximal-Klassenindex defi- 
nieren. Die Konstruktion und die Betrachtung dieser Flachen ist aber 
nicht einfacher als die der Flachen vom Maximalindex. 


Erstes Kapitel. 
Uber die Eigenschaften der Flichen vom Maximalindex. 


§ 1. 
Die allgemeinen Eigenschafien der Flichen vom Maximalindex. 


Fiir die Flachen vom Maximalindex gelten die folgenden Satze: 


I. Der maximale Index einer (nicht aus n Ebenen bestehenden) Flache 
n-ter Ordnung ist n — 2. 

Il. Hine Flache vom Mazximalindex hat keine Doppeltangente, keine 
stationadre Tangente. 


Ill. Hine Flache n-ter Ordnung vom Mazximalindex wird von jeder 
nicht ganz in der Flache gelegenen Tangente, sowie von jeder Geraden, 
die durch einen uniplanaren oder kuspidalen Punkt der Flache hindurch- 
geht, ohne ganz in der Flache zu liegen, in n Punkten geschnitten. 


IV. Hine Gerade, die aus der Flache n-ter Ordnung vom Mazimal- 
index mehr als n Punkte ausschneidet, liegt auf der Flache. Schneidet 
eine Gerade aus einer Flache vom Mazimalindex mindestens vier Punkte 
mehr aus als eine andere Gerade, so liegt die Gerade ganz auf der Flache. 


Bestanden die Satze II und III nicht zu Recht, so gibe es eine Gerade 
(in der Nahe der Doppeltangente, der stationiren Tangente, der Tangente 
bzw. der Gerade, die durch einen Kuspidalpunkt der Flache hindurchgeht), 
von der die Flache n-ter Ordnung vom Maximalindex in héchstens 
n—4 Punkten geschnitten wiirde, und somit wire die Flaiche nicht vom 
Maximalindex. 


Der Satz IV folgt aus der Annahme, da8 eine Gerade, von der die 
Flache n-ter Ordnung in mehr als m Punkten geschnitten wird, ganz in 
der Flache liegt. 

*) Math. Annalen 89 (1923), S. 32—75. Berichtigung dazu: Math. Annalen 90 


(1923), S. 152—153. Diese Arbeit bzw. die Berichtigung wird im foigenden mit A 
bzw. B zitiert. 








Flichen vom Maximalindex. 659 


Aus dem Satze IV folgt der folgende: 

V. Hat eine Fliche vom Mazimalindex zwei Kuspidalpunkte, so liegt 
die Gerade durch diese Punkte auf der Flache. Hat die Flache vom 
Mazximalindex eine Kuspidallinie, so liegen die Kuspidalpunkte der Flache 
auf einer Geraden. 

Es gabe namlich in der Nahe der Geraden, die durch zwei Kuspidal- 
punkte der Flache hindurchgeht, eine Gerade, die mit der Fliche min- 
destens vier Punkte weniger gemeinsam hitte, als die erste Gerade. Hiitte 
eine Flache vom Maximalindex eine Kuspidallinie, so lage jede Gerade, 
von der zwei beliebige Punkte der Kuspidallinie verbunden werden, ganz 
in der Flache. Wire die Kuspidallinie eine Raumkurve, so lagen co* Ge- 
raden auf der Flache, was unmdglich ist. Ware aber die Kuspidallinie 
eine ebene Kurve, so wire ihre Ebene — gegen unsere Annahme — eine 
Schale der Flache. 

Aus dem Satze IV kann auch der folgende Satz gefolgert werden: 


VI. Die Doppellinien einer Fliche vom Mazximalindex sind alle 
Geraden. Die Punkte, in denen die Schalen einer Flaiche vom Mazximal- 
index sich oder einander beriihren, fiillen ganze Geraden aus. 

Ist P ein gewohnlicher Punkt einer gekriimmten Doppellinie der Fliache 
vom Maximalindex, so wird die Flache von der Tangente p der Doppel- 
linie im Punkte P in wenigstens vier zusammenfallenden Punkten ge- 
schnitten. In der Nahe der Geraden p gibt es also Geraden, die auBer- 
halb einer Nachbarschaft von P dieselbe Anzahl der Schnittpunkte mit 
der Fliche haben, in der Nahe von P jedoch eine um mindestens vier 
geringere Schnittpunktszahl. 

Wire also eine Doppellinie der Fliche vom Maximalindex gekriimmt, 
so lagen ihre Tangenten nach dem Satze IV alle auf der Fliche. Ware 
die gekriimmte Doppellinie gewunden, so ware die zugehérige abwickelbare 
Flache eine Schale der Flaiche vom Maximalindex. Fiir eine abwickelbare 
Flache ist die Doppellinie eine Kuspidallinie, die nach dem Satze V von 
Geraden nicht abweichen kann. Wire aber die Doppellinie eine ebene 
Kurve, so ware ihre Ebene — gegen unsere Annahme — eine Schale der 
Flache vom Maximalindex. . 

VII. Jeder ebene Schnitt, jede Schale einer Flache vom Maximalindex 
ist wieder vom Maximalindex. 

Nehmen wir an, daB eine Fliche F vom Maximalindex eine Schale S 
m-ter Ordnung hat, die nicht vom Maximalindex ist. Es gibt also Ge- 
raden, von denen die Schale in m, und es gibt auch andere Geraden, von 
denen die Schale S in héchstens m — 4 Punkten geschnitten wird. Daraus 
folgt, daB die Schale S eine Tangente p, bzw. p, hat, von der die Schale 
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auBerhalb des Beriihrungspunktes P, bzw. P, in m — 2 bzw. in héchstens 
m— 4 Punkten geschnitten wird. 

Wir verbinden die Punkte P, und P, durch einen stetigen auf der 
Flache liegenden Kurvenbogen K, der im Punkte P, bzw. P, die Tan- 
gente p, bzw. p, hat und dessen Tangenten sich mit den Beriihrungs- 
punkten stetig veriindern und von den Geraden der Fliche abweichen. Es 
sei P ein beliebiger Punkt des Bogens K und es sei p seine Tangente. 
Wenn der Punkt P auf K von P, bis P, geht, miissen zwei der m — 2 
Schnittpunkte der Tangente p mit der Schale S — auBerhalb der in P 
fallenden zwei Punkte — wenigstens einmal (in der Lage p der Tangente p) 
zusammenfallen und nachher verschwinden. In der Nachbarschaft der nicht 
ganz in der Flache gelegenen Tangente p gabe es also eine Gerade, von 
der (die Schale S in héchstens m— 4 Punkten und) die Flache F in 
héchstens n — 4 Punkten geschnitten wird (weil die Gerade p durch keine 
Doppeltangente der Flache hindurchgehen kann). Die Flache wire also 
nicht vom Maximalindex. 


VIII. Die einfachsten Flachen vom Mazximalindex sind die Flachen 
zweiter Ordnung. Die Flachen zweiter Ordnung sind entweder Ovaloide, 
die sich ins Endliche projizieren lassen, oder Kegeljlachen, oder endlich 
algebraische (windschiefe) Regelflachen. Die sémtlichen Punkte einer Flaiche 
zweiter Ordnung sind elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch, je nachdem 
die Fldche Ovaloid, Kegelflache oder Regelflache ist. 

Ich habe diesen Satz im Jahre 1919 bewiesen. Wie ich aber nach- 
triglich erfuhr, kommt dieser Satz in der Literatur mehrmals vor*), Des- 
halb iibergeben wir hier den Beweis des Satzes. 


§ 2. 
Flachen vom Maximalindex mit Ovaloid-Schale. 

Fiir die Ovaloid-Schale einer Flache vom Maximalindex gilt der fol- 
gende Satz: 

IX. Ist eine Schale einer Flache vom Maximalindex ein Ovaloid, so 
wird dieses Ovaloid von keiner anderen Schale der Flache geschnitten oder 
beriihrt. ; 

Das Ovaloid kann von keiner anderen Schale getroffen werden, weil 
die gemeinsamen Schnitt- und Beriihrungspunkte — nach dem Satze VI — 
in Geraden liegen miissen. 


*) C. Juel, Kgl. Danske Vidensk. Skrifter, (7) 1, Nr. 6; B. P. Haalmeyer, Bij- 
dragen tot de theorie der elementairopperviakken, Amsterdam 1917; H. Kneser, Math. 


Annalen 82 (1921), 8. 287 —296. 
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Eine Kurve vom Maximalindex kann mehrere Ovale haben, fiir die 
Flachen vom Maximalindex gilt aber der folgende Satz: 

X. Bine Flache vom Maximalindex kann héchstens ein Ovaloid haben. 

Zum Beweise sagen wir, daG der nicht auf dem Ovaloid O gelegene 
Punkt P auBerhalb bzw. innerhalb O liegt, wenn durch P Tangenten an O 
existieren bzw. nicht existieren. Entsprechend sagen wir: eine Flache liegt 
auBerhalb bzw. innerhalb des Ovaloides O, wenn alle Punkte der Flache 
auBerhalb bzw. innerhalb von O liegen. 

Ist das Ovaloid O Schale einer Flache vom Maximalindex, so liegt 
jede einzelne andere Schale von F, da sie nach Satz IX das Ovaloid O 
weder beriihrt noch schneidet, entweder innerhalb oder auBerhalb von O. 
Insbesondere miiBten, falls noch eine Schale O’ von F ein Ovaloid wire, 
O und O’ entweder auBerhalb voneinander liegen, oder das eine, etwa 0’, 
lage innerhalb des anderen Ovaloides, O. 

Im ersten Fall hitten O und O’ gemeinsame Tangenten. Denn die 
beiden Ovaloide werden von jeder Ebene, welche sie beide trifft, in zwei 
auBerhalb voneinander liegenden Ovalen geschnitten und diese hitten (nach 
Satz XII von A) vier gemeinsame Tangenten. Da die Flaiche F nach 
Satz II keine Doppeltangenten besitzt, miiBten diese Geraden ganz in F 
liegen. Das ist aber unméglich, weil nach Satz IX O von keiner anderen 
Schale von F beriihrt oder geschnitten wird. Also kann der erste Fall 
nicht eintreten. 

Wir zeigen, daB auch der zweite Fall nicht eintreten kann, da also 
innerhalb von O kein Ovaloid von F liegen kann. 

Zunichst kann keine auBerhalb von O gelegene Schale von F eine 
Tangente besitzen, die O schneidet. Denn gabe es eine O schneidende 
Tangente, so gabe es auch eine, die O beriihrt, und das ist unméglich, 
da F weder Doppeltangenten besitzt, noch eine O beriihrende Gerade ganz 
enthalten kann. 

Eine Gerade, welche O schneidet oder beriihrt, kann also weder zu F 
gehéren, noch eine auBerhalb von O gelegene Schale F beriihren. Jede 
der O schneidenden oder beriihrenden Geraden schneidet also eine auBer- 
halb von O gelegene Schale von F in derselben Anzahl von Punkten. 

Nun triffit aber jede Tangente von O nach Satz III die Fliche, wenn 
sie von n-ter Ordnung ist, in n Punkten, die auBerhalb von O gelegenen 
Schalen von F demnach insgesamt in n — 2 Punkten. Dem Beweise zu- 
folge trifit jede O schneidende Gerade die Schalen auBerhalb O in n — 2 
Punkten. Lage also innerhalb von O ein Ovaloid O’ von F, so wiirde 
jede O und O’ schneidende Gerade die Fliche in mindestens n+ 2 Punkten 
schneiden, also zu F gehéren. Das ist aber unméglich, weil es keine O 
schneidende oder beriihrende Schale von F gibt. 
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Damit ist gezeigt, daB F auBer O kein zweites Ovaloid enthalten 
kann, und Satz X ist bewiesen. 


§ 3. 
Die Flichen vom Maximalindex mit Kegelschalen. 


Fiir die Flachen vom Maximalindex, die eine Kegelschale enthalten, 
gilt der Satz: 


XI. Ist eine Schale einer Fliche vom Mazximalindex ein Kegel, so 
ist jede ihrer Schalen — mit Ausnahme hochstens eines Ovaloides — 
Kegel mit derselben Spiize. 


Der Beweis wird in vier Schritten durchgefiihrt. 


a) Es sei K eine Kegelschale der Fliche F n-ter Ordnung vom 
Maximalindex und es sei S§ ihr Scheitelpunkt, so wird die Fliche F von 
jeder Beriihrungsebene o der Kegelschale K in lauter Geraden geschnitten. 

Jede Gerade der Ebene o beriihrt nimlich die Flache, trifft also die 
Flache in n Punkten (Satz III). Daraus folgt, daB die Schnittkurve der 
Fliche F mit der Ebene o in n Geraden zerfillt. 


b) Diese m Geraden der Ebene o gehen alle durch den Punkt 8S 
hindurch. 


Ist namlich p eine dieser n Geraden, die durch den Punkt S nicht 
hindurchgeht und auf der Schale K, liegt, so haben die Schalen K und K, 
einen auBerhalb von S liegenden gemeinsamen Punkt P. Ist g die Er- 
zeugende des Kegels K, in der die Schale K von o berihrt wird, so ist 
P der Schnittpunkt der Geraden g und p. Die Schalen K und K, haben 
also eine durch P hindurchgehende gemeinsame Gerade g (Satz V1). 
Weicht diese Gerade g in einer Beriihrungsebene o von g ab, so gehért 
die Ebene o ganz der Kegelschale zu. Fiallt sie aber in jeder Berihrungs- 
ebene o von K mit der entsprechenden Gerade g zusammen, so ist der 
Kegel K ein Teil der Schale K,. Beide Fille sind unméglich, also gehen 
die in der Ebene o liegenden n Geraden der Flache F alle durch den 
Scheitelpunkt S hindurch. 

Diese n Geraden bilden Kegelteile, von deren Beriihrungsebenen die 
Flaiche wieder in n durch S hindurchgehenden Geraden geschnitten wird. 
Die so erhaltenen Geraden bilden also Kegelteile mit Beriihrungsebenen, 
von denen die Flache F wieder in n Kegel-Erzeugenden geschnitten 
wird, usw. 

c) Ist e eine Ebene, von der die Fliche F n-ter Ordnung bzw. ihre 
Schale F, n,-ter Ordnung in n bzw. n, durch den Punkt § hindurch- 
gehenden verschiedenen Geraden geschnitten wird, so schneidet die durch 
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den Punkt S hindurchgehende Ebene ¢,, die der Ebene « geniigend 
naheliegt, die Flache F bzw. F; wieder in n bzw. n,; durch den Punkt S$ 
hindurchgehenden Geraden. 

Die Ebene ¢, schneidet naimlich aus F (bzw. F,) eine Kurve n-ter 
(bzw. n,-ter) Ordnung aus, die im Punkte S einen n-fachen (bzw. n,-fachen ) 
Punkt hat. Diese Kurve mu8 also in n (bzw. n,) durch den Punkt S 
hindurchgehende Geraden zerfallen. 

d) Die Fiache kann héchstens eine Schale haben, welche keine Gerade 
enthalt. Diese Schale ist ein Ovaloid. 

Eine Beriihrungsebene des Kegels K schneidet namlich jede Schale, 
deren Ordnung gréBer als zwei ist, und jede von einem Ovaloid ver- 
schiedene Schale zweiter Ordnung. 

Auf Grund des vorigen laBt sich die Richtigkeit des Satzes XI leicht 
einsehen. 


§ 4. 
Uber die Flachen vom Maximalindex, fiir welche die Susme der Indizes 
ihrer Schalen maximal ist. 


Wir kénnen den folgenden Satz beweisen: 


XII. Das Maximum der Summe der Indizes der Schalen einer 
Flache n-ter Ordnung istn — 2. Erreicht die Summe der Indizes dieses 
Maximum, so ist die Fliche vom Mazximalindex und hat héchstens eine 
Schale zweiter Ordnung. 

Hatte eine Fliche n-ter Ordnung vom Maximalindex, fiir welche die 
Summe der Indizes ihrer Schalen n — 2 ist, zwei Schalen zweiter Ordnung, 
so wiirde die Fliche von einer Geraden, die je einen Punkt der Schalen 
zweiter Ordnung verbindet, wenigstens in n—2-+-4=n-+ 2 Punkten 
getroffen. Die Anzahl dieser Geraden ist co‘, also kann nicht jede dieser 
Geraden der Flache zugehéren. 

Der Index einer unpaaren Schale ist wenigstens 1, also ergibt sich 
auf Grund des vorigen Satzes: 


XIII. Das Maximum der Anzahl der unpaaren Schalen einer 
Fliche n-ter Ordnung (deren Schalen keine Ebenen sind) ist n—2. 
Hat eine Flache n-ter Ordnung n — 2 unpaare Schalen, so sind sie alle 
dritter Ordnung und auBer diesen n—2 Schalen kann die Flache noch 
hochstens eine Schale zweiter Ordnung haben. 


XIV. Hat eine Fldiche n-ter Ordnung n—2 unpaare Schalen, so 
schneiden je zwei von thren unpaaren Schalen einander in einer Geraden. 
. - n— n—3 
Die Flaiche hat also (o—She= 
geraden gehen durch einen Punkt. 


Doppelgeraden. Alle diese Doppel- 
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Hat die Fliche auch eine paare Schale (die von zweiter Ordnung ist), 
so hat sie aufer den fom =} (o=5) Doppelgeraden keine weitere Doppel- 
gerade. Hat die Flache keine paare Schale, so kann sie noch eine 


Doppelgerade haben, die durch den gemeinsamen Punkt der iibrigen 
(onsen Doppelgeraden hindurchgeht. In dieser Doppelgeraden 


achneidet eine unpaare Schale sich selbst. 


Eine einzige Ausnahme tritt im Falle einer Flache 6-ter Ordnung 
auf, deren vier Schalen dritter Ordnung paarweise in den Kanten eines 
Tetraeders einander schneiden. Diese Flaiche kann aufer diesen unpaaren 
Schalen noch eine Ovaloidschale haben. 


Es sei F eine Flaiche n-ter Ordnung, die n—2 Schalen dritter 
Ordnung F,, F,,..., F,., und eventuell eine Schale O zweiter Ordnung 
hat. Der Beweis des Satzes XIV wird in fiinf Schritten durchgefiihrt. 


a) Wir wollen erst beweisen, daB die Schalen F, und F, einander in 


einer Geraden schneiden und auBerhalb dieser Geraden keinen gemeinsamen 
Punkt haben. 


Die Schalen F, und F; dritter Ordnung bilden zusammen eine 
Flache F’ vierter Ordnung vom Maximalindex. Ware niamlich F’ von 
sechster Ordnung, so gabe es eine Gerade g, von der die Schalen F, 
und F; in je drei Punkten getrofien wiirden. Wire nun ¢ eine Ebene 
durch die Gerade g, so gabe es in der Ebene « unendlich viele Geraden g’, 
von denen beide Schalen in je drei Punkten getroffen wiirden. 

(Die Ebene schneidet aus der Schale F; bzw. F, eine Kurve K; baw. K; 
von dritter Ordnung aus. Hat keine der Kurven KX, und K;, eine Spitze 
und 148t man die Gerade g sich so lange bewegen, bis sie eine der Kurven K;, 
und K; beriihrt, so kann die Anzahl der Schnittpunkte der Geraden mit 
den Kurven K; und K; wihrend dieser Bewegung sich nicht verander. 
Wird die Kurve K; aber von g in dem Punkte P, beriihrt und bewegt sich 
der Punkt P von P, ausgehend auf der Kurve K,, so wird die Kurve K, 
von der im Punkte P beriihrenden Tangente p der Kurve K;, in drei Punkten 
geschnitten (Satz II). Geht eine Gerade g durch die eventuelle Spitze S 
hindurch, so werden die Kurven K; und K, von den Geraden der Ebene £ 
durch § in je drei Punkten geschnitten (Satz III). Es gibt also unendlich 
viele Geraden g’ in der Ebene ¢, von denen die Fliche F’ in je sechs 
Punkten getroffen wird.) 

Die Geraden g’ hiatten mit den Schaien F, und F, je drei Punkte, 
mit den iibrigen » — 4 unpaaren Schalen wenigstens je einen Punkt, mit 
der Fliche F also wenigstens 6-+-n—4—n-+2 Punkte gemeinsam. 
Diese unendlich vielen Geraden und damit ihre Ebene « miiBten also der 
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Flaiche F angehéren. Die Flache F hat aber keine ebene Schale. Daraus 
folgt, daB die Flache F’ von vierter Ordnung ist. Jede Gerade hat mit 
den Schalen F; und F,; wenigstens je einen gemeinsamen Punkt, mit F’ 
also wenigstens zwei gemeinsame Punkte. Die Fliche F’ ist also vom 
Maximalindex. 

Jede Ebene schneidet die Schalen F; und F, in je einer unpaaren 
Kurve. Je zwei in einer Ebene liegende unpaare Kurven haben wenig- 
stens einen gemeinsamen Punkt. Die Schalen F; und F, haben also in 
jeder Ebene gemeinsame Punkte. Die Gesamtheit der Schnittpunkte von 
F, und F, bildet, wie wir nun zeigen wollen, eine Gerade. 

Angenommen nimlich, die gemeinsamen Punkte A, B,C von F, und 
F, fielen nicht in eine Gerade, dann gehérten die Geraden BC, CA und 
AB alle der Flache F’ vierter Ordnung an, weil F’ mit jeder von ihnen 
wenigstens 2-3 = 6 gemeinsame Punkte hat. 

Die eine der Schalen F, und F, enthielte also wenigstens zwei von 
den Geraden BC, CA, AB und wiirde deshalb von der Ebene des Drei- 
eckes ABC noch in einer Geraden geschnitten. Die andere Schale wiirde 
von der Ebene ABC nicht in einer einzigen Geraden getroffen, weil die 
Punkte A, B, C nicht auf eine Gerade fallen. Jede der unendlich vielen 
Geraden der Ebene ABC, von denen diese zweite Schale in drei Punkten 
getrofien wird, hatte also mit F’ mehr als vier gemeinsame Punkte. 
Alle diese Geraden und damit ihre Ebene miiBten also der Flache F zu- 
gehéren, was unmdglich ist. Daraus folgt, daB die gemeinsamen Punkte 
der Schalen F; und F; auf einer Geraden liegen. Diese Gerade liegt ganz 
auf beiden Schalen, weil sie mit ihnen mehr als drei gemeinsame Punkte hat. 


Die Schalen F, und F; schneiden also einander in einer Geraden 9;;- 


, , - « (n-—2)(n—3 
Die n — 2 unpaaren Schalen schneiden paarweise in aoe Geraden g; ; 


einander, von denen jede unpaare Schale n — 3 Geraden enthilt. 


b) Jede der auf der Schale F, liegenden »—3 Geraden g,; 
(j=1,2,...,¢-—1,¢+1,...,2—2) wird von den iibrigen n— 4 Ge- 
raden g;; geschnitten. 

Die Gerade g,; hat mit der unpaaren Schale F, einen gemeinsamen 
Punkt. Dieser ist ein gemeinsamer Punkt der Schalen F;, F, und FP, 
und liegt deshalb auf den Geraden g;;, g,, und g;,. Die Geraden g,,, 9, 
und g;, haben also einen gemeinsamen Punkt und bilden ein Trieder. 

Fallen die Geraden g;;, g;, undg;, in eine Ebene ¢, so fallen sie in 
eine Gerade. Waren namlich die Geraden g,,;, g,, und g;, in einer Ebene « 
voneinander verschieden, so wiirde jede Gerade der Ebene « die Schalen 
F,, F,; und F, in je zwei Punkten, also, da diese Schalen von ungerader 


Ordnung sind, in je drei Punkten und die Flache F in mindestens 
Mathematische Annalen. 98. 44 
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9-+n—5—=—n-+ 4 Punkten schneiden, was unméglich ist. Ware g,, = IjnF Gi: 
so wiirde jede Gerade von « die Schalen F; und F; in drei Punkten, die 
Fiache F also in mindestens 6 + n —4—x2-+ 2 Punkten schneiden, was 
ebenfalls unmdéglich ist. Es mu8 also g,;—g,,=,, sein. 

c) Die n — 3 Geraden, in denen die Schale F, von den iibrigen un- 
paaren Schalen geschnitten wird, gehen entweder durch denselben Punkt 
hindurch, oder fallen auf die Seiten eines Dreieckes. 

Geht nimlich nicht jede dieser n — 3 Geraden durch denselben Punkt 
hindurch, so liegen diese n — 3 Geraden in einer Ebene ¢,, weil je zwei 
von ihnen einander schneiden. In dieser Ebene ¢; kénnen nicht mehr als 
drei von den n — 3 Geraden voneinander abweichen. Gilte dieses namlich 
nicht, so wiirde die Schale F, dritter Ordnung von jeder Geraden der 
Ebene e; in mehr als drei Punkten geschnitten. 

Haben die n — 3 Geraden der Schale F; einen gemeinsamen Punkt, 
so liegt dieser Punkt auf jeder unpaaren Schale, also haben auch die 
J Geraden, in denen zwei beliebige der unpaaren Schalen ein- 
ander schneiden, diesen gemeinsamen Punkt. 


d) Wir nehmen an, da nicht alle (n—2)("—3) Geraden durch 


einen und denselben Punkt hindurchgehen. In diesem Falle bilden die 
Geraden g,, (k = 2,3,...,m—3) ein Dreieck. Nimmt man an, daB die 
Geraden g,,, 9,3 und g,, voneinander abweichen, so schneiden die Schalen 
F,, F,, F,, F, der Flache F n-ter Ordnung (n > 6 auf Grund des Teiles b) 
des Beweises) einander paarweise in den sechs Kanten eines Tetraeders. 

Ist n > 6, so hat die Fliche F auch eine fiinfte unpaare Schale F,, 
von der die Schalen F,, F,, F,, F, in je einer Geraden geschnitten werden. 
Die Geraden 9,,, Joss 95> 9,5 KOnnen von den Kanten des Tetraeders nicht 
abweichen, weil die n'— 3 Geraden, in denen eine Schale F, von den 
iibrigen unpaaren Schalen geschnitten wird, auf die Seiten eines Dreieckes 
fallen. Die Schale F, hat also mit einer der Schalen F,, F,, F,, F, mehr 
als eine gemeinsame Gerade. Dies ist aber unméglich. 

Aus dieser Unméglichkeit und aus dem Teile b) des Beweises folgt, 
daB die Geraden g,; im Falle n+ 6 einen gemeinsamen Punkt haben. 
Haben die 2 — 3 unpaaren Schalen der Flache F n-ter Ordnung zwei ge- 
meinsame Punkte, so haben sie eine gemeinsame Gerade, die fiir die 
Flache F eine n — 2-fache Gerade ist. 

e) Hat die Flache F auch eine paare Schale, so hat F keine Doppel- 
gerade auBer den Doppelgeraden g;,. Hiatte nimlich eine unpaare Schale 
eine Doppelgerade, so wiirde die Flache F von denjenigen Geraden, die 
durch einen Punkt dieser Doppelgeraden hindurchgehen und die paare 
Schale schneiden, in mindestens n+ 2 Punkten geschnitten. Ware weiter 








 — or 
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P ein Punkt der gemeinsamen Geraden der paaren Schale mit der un- 
paaren Schale F,, so wiirde die Flache F von denjenigen Geraden, die 
durch den Punkt P hindurchgehen und die Schale F; noch in einem 
Punkte treffen, in mindestens n-+2 Punkten getrofien. Hitte endlich 
die paare Schale (zweiter Ordnung) eine Doppelgerade, so bestinde die 
paare Schale aus zwei Ebenen. 

Eine unpaare Schale kann also nur dann eine Doppelgerade haben, 
wenn die Fliche F keine paare Schale hat. Diese Doppelgerade schneidet 
jede der iibrigen » — 3 unpaaren Schalen, geht also durch den gemein- 
samen Punkt der Schalen hindurch. Im Falle n = 6, wo die sechs Dop- 
pelgeraden der Flaiche F die Kanten eines Tetraeders sind, kann keine 
unpaare Schale F, eine Doppelgerade haben. Hitte niamtich die unpaare 
Schale F, eine Doppelgerade, so ware diese Doppelgerade, von der die 
Schalen F,, F,, F, geschnitten wiirden, in der Ebene e, gelegen, dann 
wiirde aber auch die Ebene «, der Fliche F angehéren, weil die Schale F 
von den Geraden der Ebene e, in mehr als drei Punkten geschnitten wiirde. 

Damit ist der Satz XIV vollstindig bewiesen. 


§ 5. 
Uber die Flichen m-ter Ordnung vom Maximalindex, fiir welche die 
Summe der Indizes ihrer Schalen kleiner ist als  — 2. 


Fiir die aus r Schalen bestehenden Flichen vom Maximalindex gilt 
der folgende Satz: 


XV. Besteht eine Flache n-ter Ordnung vom Mazximalindex aus 
r Schalen, deren Indizes i,,i,,...,%, sind, so besteht die Ungleichung 
n—25>t,+4,+...¢¢,2n—2r. 
Nach Satz VII ist naimlich die Ordnung der Schale vom Index 7, 
n,=1t,+2. Ware also n—2r>,+%,+...+4,, 80 wire 


n>(#,+2)+(8+2)+...4+(¢,+2) =n, +n, +...+1N.,. 
Dies ist aber unméglich. 


XVI. Hine Flache n-ter Ordnung vom Maximalindezx, fiir welche die 
Summe der Indizes ihrer Schalen n — 2h(> 0) ist, kann héchstens h Schalen 
zweiter Ordnung haben. 


Ist diese Behauptung unrichtig, so gibt es eine Flache F n-ter Ordnung 
vom Maximalindex, die wenigstens h+-s (s>0) Schalen zweiter Ordnung 
hat. Wir bezeichnen diese Schalen zweiter Ordnung mit M,, M,,..., M,.,,--- 
und die Fliche, die aus den iibrigen Schalen der Flache F besteht, mit F’. 
Der Index 7’ der Flache F’ ist wenigstens gleich der Summe der Indizes 
ihrer Schalen, also > n — 2h. 

44* 
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Die Flache F kann héchstens ein Ovaloid haben, sie wird also von 
einer allgemeinen Ebene, von der das eventuelle Ovaloid getroffen wird, 
in einer Kurve C n-ter Ordnung vom Maximalindex geschnitten, die aus 
wenigstens h +s Ovalen und aus einer Kurve (’ vom Index i'>n — 2h 
zusammengesetzt ist. Die duale Figur der Kurve C ist von n-ter Klasse 
und vom Maximal-Klassenindex und besteht aus einer Kurve vom Klassen- 
index #’ und aus h-+-s Ovalen. Diese Ovale lassen sich in eine unend- 
liche Folge so aufschreiben, daB jedes Oval im Innern der nachfolgenden 
liegt und die vorausgehenden in seinem Inneren enthalt (wie aus dem Be- 
weise des Satzes IX von A, 8. 54—55 hervorgeht). 

Dies ist aber unméglich. Damit ist der Satz XVI bewiesen. — 


Eine Flache n-ter Ordnung vom Maximalindex, deren r Schalen die 
Indizes ¢, (k= 1,2,..., 17) besitzen, kann Satz XVI zufolge héchstens 


‘ (n *; s é s) Schalen zweiter Ordnung besitzen. Hat demnach eine Flache 


n-ter Ordnung vom Maximalindex p unpaare Schalen, g, paare Schalen 
von einem Index > 2 und g, Schalen zweiter Ordnung, dann gilt, wenn 
i, (ek =1, 2,...,q,+ p) die Schalenindizes > 0 bezeichnen, die Ungleichung 


1 attr Gt? 
W<3(n = > i,), also 5S i, +29, Sn. 
k=1 g=1 
Da jede der p Schalen ungerader Ordnung einen Index > 1 besitzt und 
von q, Schalen vorausgesetzt wurde, daB ihr Index > 2 ist, so gilt 
ut? 
p+2q, s- ty) 
also kann die obige Ungleichung erginzt werden zur Beziehung 
atPp 
pP+2q+2% 52 t,+2q,<%. 
=1 


Das erste Gleichheitszeichen kann hier nur dann bestehen, wenn die 
unpaaren Schalen alle vom Index Eins und die paaren Schalen vom Index 
Zwei oder Null sind. 

Daraus folgen die Sitze: 

XVII. Hat eine Flache n-ter Ordnung vom Mazximalindex p un- 
paare und q paare Schalen, so erreicht die Anzahl p bei festem q bzw. 
q bet festem p ihren gréBten Wert, wenn sie eine der Gleichung 


p+2q—n (0<p<n-2, 1<q<$) 


gentigende nichinegative ganze Zahl ist. Dann besitzt die Flache p Schalen 
dritter Ordnung und q Schalen zweiter Ordnung oder vom Index Zwei. 
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XVIII. Die maximale Anzahl der Schalen einer Flache n-ter Ord- 
nung vom Mazximalindex (deren Schalen von Ebenen abweichen) ist n —1. 
Erreicht die Anzahl der Schalen thr Maximum, so ist eine der Schalen 
von zweiter und jede der tibrigen von dritter Ordnung. 

Es gilt auch der folgende Satz: 


XIX. Hat eine Fliche F,, 2k-ter Ordnung vom Maximalinder k 
Schalen zweiter Ordnung, so sind sie alle Kegel mit derselben Spitze, oder 
alle (algebraische) Regeljlachen. Je zwei Schalen haben vier gemeinsame 
Erzeugende und die Flache F,, hat 2k(k—1) Doppelgerade. 

Hat eine Flache F,,,, (2&-+-1)-ter Ordnung vom Mazximalindex k 
Schalen zweiter und eine Schale dritter Ordnung, so hat sie 2(k*—1) 
Doppelgerade. 

Die Flache F,, kann kein Ovaloid enthalten. Denn hitte sie eines, so 
wiirde sie von einer Ebene, die das Ovaloid nicht schneidet und keine 
Geraden der Fliche enthalt, in einer Kurve vom Index t = 2k — 2 ge- 
schnitten, die aus k — 1 Ovalen besteht. Die Kurve kénnte also héchstens 
von der Ordnung 2(k—1)=¢ sein. Die Flache F,, hat also kein Ovaloid. 
Ihre Schalen sind (nach Satz XI) entweder Kegel mit derselben Spitze 
oder sind alle Regelflachen. 


Eine Ebene, in der keine der Geraden der Flache F,, enthalten ist, 
schneidet also die Fliche in einer Kurve C,, 2k-ter Ordnung vom Maximal- 
index, die aus k Ovalen besteht. Je zwei der Ovale von C,, haben vier 
gemeinsame Punkte, die Kurve C,, hat also 2k(k—1) Doppelpunkte’*). 

Eine Ebene ¢«, von der das etwa existierende Ovaloid der Flache F,, . , 
geschnitten wird und in der keine Gerade der Flache enthalten ist, schnei- 
det die Flache F,,,, in einer Kurve C,,,, (2%-+-1)-ter Ordnung vom 
Maximalindex, die wenigstens k Ovale besitzt, in denen die k Schalen 
zweiter Ordnung von e« geschnitten werden. Die Kurve kann aber héch- 
stens k Ovale haben, sie besteht also aus k Ovalen und aus einem Zuge 
dritter Ordnung. Diese Kurve C,,,, hat 2(k°—1) Doppelpunkte. Daraus 
folgt, daB die Fliche F,,,, 2(k°—1) Doppelgerade hat. Damit ist der 
Satz XIX bewiesen. 


*) Satz XII von A, 8. 56—57. 
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Zweites Kapitel. 
Darstellung der Fliichen vom Maximalindex. 
§ 6. 


Flachen vom Maximalindex, welche — héchstens eine Ovaloid-Schale 
ausgenommen — Kegelschalen haben. 


Die Ordnung, der Index, die Anzahl und die Indizes der Ziige sind 
fiir eine ebene Kurve projektive Eigenschaften. Projiziert man also eine 
ebene Kurve C n-ter Ordnung vom Maximalindex aus einem Punkte, der 
auBerhalb ihrer Ebene liegt, so erhalt man eine Kegelflache n-ter Ordnung 
vom Maximalindex. Besteht die Kurve C aus r Ziigen mit den Indizes 
t,, tg, --+, #,, 80 besteht auch dis projizierende Kegelflache F aus r Schalen 
mit den Indizes ¢,, %,,..., 4,. 

Wir wollen jetzt nachweisen, daB es fiir jede ganze Zahl n > 2 Flachen 
n-ter Ordnung vom Maximalindex gibt, die eine Ovaloid-Schale haben. 
Dazu brauchen wir einen Satz iiber die Kurven vom Maximal-Klassenindex. 


Eine Kurve n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex, die aus einem 
Ovale M und aus im Innern des Ovales liegenden Ziigen besteht, wird 
auch dann n-ter Klasse und vom Maximal-Klassenindex bleiben, wenn 
man das duBerste Oval M weglaBt oder durch ein solches Oval ersetzt, 
welches das Oval M im Innern enthilt*). 


Die polare Figur C der vorigen Kurve n-ter Klasse in bezug auf 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt im Innern des Ovales M liegt, wird also 
auch dann n-ter Ordnung und vom Maximalindex bleiben, wenn man das 
Oval M,, welches dem Oval M entspricht, weglaBt oder durch ein solches 
Oval M, ersetzt, das im Innern des Ovales M, enthalten ist. 

Projiziert man also die Kurve C aus einem auBerhalb ihrer Ebene 
liegenden Punkte, so wird die erhaltene Kegelfliche auch dann n-ter Ord- 
nung und vom Maximalindex bleiben, wenn man die Kegelschale F,, 
welche das Oval M, projiziert, wegli8t oder durch ein im Innern der 
Schale F, liegendes Ovaloid ersetzt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Es gilt also der folgende Satz: 

XX. Es gibt fiir jede ganze Zahl n => 2 Flachen n-ter Ordnung vom 
Mazximalindex, die eine Ovaloid-Schale haben. 

Wir haben fiir die ebenen Kurven vom Maximal-Klassenindex den 
folgenden Satz bewiesen ‘): 


*) Vgl. A, S. 41—46. 
5) Satz 8 von A, S. 44—45. 
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Es gibt fiir jede ganze Zahl n >2 solche Kurven C n-ter Klasse 
vom Maximal-Klassenindex, die aus r Ziigen von den Klassenindizes 
t,,%,---,%, bestehen, wo die Klassenindizes und A der Gleichung und 
Ungleichung 


ii t+8+...¢8,+2k=n, 1ShkSr 


geniigende beliebige nichtnegative ganze Zahlen sind und héchstens A unter 
den Klassenindizes i,,%,,...,%, verschwinden kénnen. 

Projiziert man die duale der Kurve C (die n-ter Ordnung und vom 
Maximalindex ist) aus einem Punkte, der auBerbalb ihrer Ebene liegt, so 
erhalt man eine Kegelflache F n-ter Ordnung vom Maximalindex mit r 


Schalen von den Indizes i,,%,,...,%,. Daraus folgt der Satz: 


XXI. Es gibt fiir jede ganze Zahl n =>2 solche Flachen n-ter Ord- 
nung vom Maximalinderx, die aus r Schalen von den Indizes i,,i,,..., t, 
zusammengesetzt sind, wo die Indizes und h der Gleichung bzw. Ungleichung 


ti ti,t+...¢¢,+2h—n bow. lok 


geniigende beliebige nichtnegative ganze Zahlen sind und héchstens h unter 


den Indizes i,,%,,...,%, verschwinden kénnen. 
Sind r=n—2 und i, —i,=...—¢,=1 oder r=n—1 und i,=0 
i, =t,=... =t,=1, so folgt aus dem Satze XXI der Satz: 


XXII. Es gibt fiir jede ganze Zahl n >2 solche Flichen vom Mazximal- 
index, welche n — 2 Schalen dritter Ordnung haben und aufer diesen 
noch eine paare Schale haben kénnen, welche notwendigerweise zweiter 
Ordnung ist. 

Aus dem Satze XXI ergibt sich auch der folgende Satz: 


XXIII. Hes gibt fiir jede ganze positive Zahl k Flachen 2k-ter bzw. 
(2k-+1)-ter Ordnung vom Maximalindex, die aus k Schalen zweiter Ord- 
nung bzw. aus k Schalen zweiter und aus einer Schale dritter Ordnung 
bestehen. 


§ 7. 
Die Darstellung einer Fliche sechster Ordnung vom Maximalindex, 


deren vier unpaare Schalen einander paarweise in den Kanten eines 
Tetraeders schneiden. 


XXIV. Es gibt eine (algebraische oder nichtalgebraische) Flache 
sechster Ordnung vom Maximalindex, deren vier unpaare Schalen driiter 
Ordnung paarweise in den Kanien eines Tetraeders einander schneiden. 
Die Fliche kann auch eine Ovaloidschale haben. 
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Eine solche Fliche wird in homogenen Tetraederkoordinaten (x, y, z, t) 


durch die Gleichung 


F,(z,y,2,t)=2-y-2z-t- FP, (x,y,z, t) +a, y*2*t*? ++ a, 27270? 4+ 
+ a, z* y*t* +-a, z* y*2* = 0 

dargestellt, wo F,(x,y,z,t)=0 die Gleichung mit reellen Koeffizienten 
einer algebraischen Flaiche zweiter Ordnung ist, von der keine der 
Koordinatenebenen (x= 0, y = 0, z= 0, t= 0) in reellen Punkten ge- 
schnitten wird und wo 4a,, @,, @,, @, geniigend kleine reelle positive 
Zahlen bedeuten. Ist die Flaiche F,(z,y,z,¢)=—0 reell, so hat die 
Flache F,(z, y,z,t)=0 bei geniigend kleinen Werten von 4a,, a,, a, a, 
ein Ovaloid, andernfalls aber keines. 

Man kann dies auf folgende Weise einsehen: 

Sind a, = a, = a, = a, = 0, 80 artet die Fliache F, in die Koordinaten- 
ebenen und in die Flache F, aus. Die Kanten des Koordinatentetraeders 
sind Doppelgeraden fiir diese degenerierte Fliche. Die Kanten des 
Koordinatentetraeders sind aber auch dann Doppelgeraden der Fliche F,, 
wenn die Zahlen a,, a,,4,,@, von Null verschieden sind. Lat man eine 
Zahl a, z. B. a,, nach Null konvergieren, so nahert sich eine unpaare 
Schale der Koordinatenebene z = 0. LaBt man alle vier Zahlen a, , a,, a,, a, 
auf einmal nach Null konvergieren, so nahert sich die Fliche FP, den 
Koordinatenebenen und der Flache F,. Daraus folgt, daB die Gleichung F, 
fiir geniigend kleine Werte von a,,a,,@,, a, eine Flache mit den genannten 
Eigenschaften darstellt. 

Hat die Fliche F, vom Maximalindex ein Ovaloid, so bleibt sie auch 
dann sechster Ordnung und vom Maximalindex, wenn man das Ovaloid 
weglaBt oder durch ein in seinem Innern liegendes Ovaloid ersetzt. Die 
so erhaltene Flaiche F; ist nicht algebraisch. 


§ 8. 
Eine aus zwei Regelflichenschalen zweiter Ordnung bestehende Flache 
vom Maximalindex. 
Zur Vervollsténdigung des Satzes XVII beweisen wir den Satz: 
XXV. Es gibt Flachen vierter Ordnung vom Mazximalindex, die aus 
zwet Regelflachen zweiter Ordnung bestehen. 
Fiir den Beweis dieses Satzes benédtigen wir einige Siatze iiber eine 


ebene Kurve vierter Klasse vom Maximal-Klassenindex, die aus zwei 
Ovalen besteht. 


Sind M, und M, zwei auBerhalb voneinander liegende Ovale im End- 
lichen, so stellen die zwei Ovale eine Kurve vierter Klasse vom Maximai- 
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Klassenindex dar. Die Ovale M, und M, haben vier gemeinsame Tangenten 
@,,@,,4,,@,.°) Ein Paar von diesen Tangenten wird ein konjugiertes 
Tangentenpaar genannt werden, wenn beide Ovale auf derselben Seite der 
einen und auf den entgegengesetzten Seiten der anderen Tangente liegen. 


Ist a, und a, ein konjugiertes Tangentenpaar hinsichtlich der Ovale 
M, und M,, so behaupten wir, daB jedes Oval M mit den Tangenten a, 
und a, wenigstens mit einem der Ovale M, und M, noch ein Paar der 
gemeinsamen Tangenten hat. 

Die Geraden a, und a, bilden zwei Winkelriume, in denen je eines 
von den Ovalen M, und M, liegt. Ist M ein Oval mit den Tangenten a, 
und a,, so liegt es in einem dieser Winkelriume und deshalb auBerhalb 
wenigstens eines der Ovale M, und M,. Das Oval M hat also wenigstens 
mit einem der Ovale M, und M, auBer a, und a, noch zwei gemeinsame 
Tangenten. (Eine von diesen Tangenten kann mit einer der Tangenten a, 
und a, zusammenfallen, wenn das Oval M das eine der Ovale M, und M, 
auf der Tangente a, oder a, beriihrt.) Damit ist unsere Behauptung 
bewiesen. 

Wir werden diesen Satz auf den Fall anwenden, wo die Ovale M, 
und M, Ellipsen sind. Bilden wir die polaren Figuren von M, und M, 
in bezug auf einen Kreis, so erhalten wir zwei Kegelschnitte N, und N,, 
welche zusammen eine Kurve vom Maximalindex bilden. Diese Kegel- 
schnitte schneiden einander in vier Punkten A,, A,, A,, A,, die den vier 
Tangenten a@,,a@,,@,,@, entsprechen. Ein Paar von diesen vier Punkten 
wird ein konjugiertes Punktepaar genannt, wenn seine Polaren ein konju- 
giertes Tangentenpaar bilden. Es ist leicht einzusehen, daB die zwei 
Punkte eines konjugierten Punktepaares auf dem einen Kegelschnitte von 
N, und N, aufeinander folgen, auf dem anderen aber durch die tibrigen 
zwei Schnittpunkte voneinander getrennt werden. 


Ist A, A, ein konjugiertes Punktepaar beziiglich der Kegelschnitte N, 
und N,, so schneidet ein beliebiger Kegelschnitt, der durch die Punkte A, 
und A, hindurchgeht, wenigstens den einen Kegelschnitt von N, und N, 
in zwei weiteren Punkten. 

Man lege im Raume durch die Punkte A, und A, zwei zueinander 
windschiefe Gerade p, bzw. p,. Diese Geraden und der Kegelschnitt N, 
bzw. N, bestimmen durch ihre gemeinsamen Sekanten eine windschiefe 
Regelflache zweiter Ordnung H, bzw. H,. Diese Regelflachen bilden eine 
Flache vierter Ordnung vom Maximalindex. 

Fiir den Beweis dieser Behauptung geniigt es zu zeigen, daB eine 
beliebige Gerade p, von der die Geraden p, und p, nicht geschnitten 








*) A, 8. 57. 
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werden, wenigstens die eine der Flachen H, und H, schneidet. Eine 
Gerade p, von der die Gerade p, geschnitten wird, schneidet namlich beide 
Flachen H, und H,. 

Schneidet die Gerade p keine der Geraden p, und p,, so bestimmen 
die Geraden p, p,, p, eine Regelfliche zweiter Ordnung H. Die Ebene 
der Kegelschnitte N, und N, schneidet aus H einen Kegelschnitt N aus, 
von dem wenigstens der eine der Kegelschnitte N, und N, auBer in A, 
und A, noch in zwei Punkten geschnitten wird. Haben die Kegelschnitte 
N und N, auBerhalb A, und A, den gemeinsamen Punkt B, so haben 
die Regelflichen H und H, die gemeinsame Gerade g, die durch den 
Punkt B hindurchgehbt und die Geraden p, und p, schneidet. Die Ge- 
raden p, p,, p, und q liegen auf der Regelfliche H. Die Gerade p wird 
von p, und p, nicht getrofien, wird also von der Geraden g geschnitten, 
von der auch die Geraden p, und p, geschnitten werden. Die Gerade p 
schneidet also die Gerade gq und somit auch die Regelfliche H,, wenn 
sie nicht ganz auf der Flache H, liegt. Damit ist der Satz XXV voll- 
stindig bewiesen. 


§ 9. 
Hilfssiitze iiber algebraische Kurven vom Maximalindex. 

Wir wollen zeigen, daB es auch solche Flichen vom Maximalindex 
n-ter Ordnung gibt, deren Schalen von Kegeln abweichen. Dazu bediirfen 
wir einiger Siatze tiber algebraische Kurven vom Maximalindex’). 

Wir beweisen erst den Satz: 

1. Sind die 2n—2 durch den Punkt O (x=0, y=0) hindurch- 
gehenden reellen und voneinander verschiedenen Geraden e, und f, 
(h=,2,...,.m—2; k=1,2,...,m) durch die in zx, y homogenen 
Gleichungen mit reellen Koeffizienten 

U,-s(2; y)= e, (x, y)>€, (x, Y)--+ &—9(%, y)=0, 
U,(2, ¥) =f, (%,y)-fe(%,y) ---f, (2, y) = 0 
dargestellt, so haben beide Kurven n-ter Ordnung mit der Gleichung 
(1) U,_.(x, y)-2*+0U0,(2,y)=0 bzw. U,_, (x, y)-2*—U,(z,y)=0 
p+1l=n—1 Zige. 

Die Geraden e, und f, sind alle Tangenten der Kurven (1). Die 
Geraden e, sind Wendetangenten und beriihren die Kurven (1) in dem 
(m — 2)-fachen Punkte O (x=0, y=0). Die Geraden f, beriihren die 
Kurven auBerhalb des (n — 2)-fachen Punktes (auf der Achse z= 0). 





7) Vgl. den § 1 der Abhandlung des Verfassers: Uber die reellen Ziige alge- 
braischer ebener und Raumkurven“, Math. Annalen 77 (1916), S. 416—429. 
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Weil eine durch O hindurchgehende Gerade die Kurven (1) (auSer 
in 0) héchstens in zwei reellen Punkten schneidet, kann kein Zug der 
Kurven iiber eine Tangente e, oder f, hiniibergreifen. Daraus folgt, dab 
zwischen zwei benachbarten Geraden von den Geraden e, und f, nur ein 
Zug liegen kann. Der Zug reicht nur dann in den Raum des Scheitel- 
winkels der zwei Geraden hiniiber, wenn O auf dem Zuge liegt. Daraus 
folgt, daB die eine der Kurven (1) in nm — 1 nicht benachbarten Winkel- 
riumen von den 2n — 2 Winkelriumen liegt, welche von den 2n — 2 
e, und f, Geraden begrenzt werden, wahrend die andere der Kurven (1) 
in den iibrigen n—1 Winkelriumen ist. Beide Kurven haben also 
n—1 Ziige. 

Ein Zug, dessen beide Tangenten durch den Punkt O den Geraden e, 
oder f, angehéren, ist paar. Im ersten Falle ist O ein Doppelpunkt des 
Zuges, im zweiten Falle ist O kein Punkt des Zuges. Ein Zug ist unpaar, 
wenn nur die eine von seinen durch den Punkt O hindurchgehenden 
Tangenten den Geraden e, angehért, wahrend die andere eine Gerade f, 
ist. In diesem Falle ist der Punkt 0 ein einfacher Punkt des Zuges. 

Daraus folgt: wenn die Aufeinanderfolge der 2n — 2 Geraden e, und f, 
in dem Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkte O 


(2) €, Cy fy fe Oy Oy ++ fa—s ba—afn—a fa Oa So +> 

bzw. e e, f, fy & & they Cn-4 n—s n—4 n-3 &n—9 n-2in-1 fn &s & nest ng 
ist, je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl ist, so stellen die 
Gleichungen (1) zwei hyperelliptische Kurven (vom algebraischen Ge- 
schlechte p), von denen die eine — héchstens einen Zug ausgenommen 
(wenn m eine ungerade Zahl ist) — lauter paare Ziige hat, die andere 
aber aus einem paaren Zuge und aus mn — 2 unpaaren Ziigen besteht. Die 
letzte Kurve n-ter Ordnung ist vom Maximalindex, weil sie n — 2 un- 
paare Ziige hat. Die durch den Punkt O hindurchgehenden Tangenten der 
Ziige dieser letzteren Kurve werden durch die Geradenpaare 

Co fi» foes Safar ++) Ayes 
dargestellt. 

Niahert sich die Gerade e, durch eine Drehung um den Punkt O der 
Geraden e,, so vereinigen sich die Ziige mit den Tangenten f,e, und e, f, 
in einem Doppelpunkte, wenn die Gerade e, in e, fallt. Die vereinigten 
zwei Ziige bilden einen Zug vom Index 2. La&Bt man nachher die Gerade 
f, in f, tallen, so erhalt man einen Zug vom Index 3. Durch diese Ver- 
bindung von k& aufeinander folgenden unpaaren Ziigen erhalt man einen 
vom Index k. Dieser Index ist namlich wenigstens k, weil der erhaltene 
Zug aus k Ziigen vom Index 1 entstanden ist. Er kann aber héchstens k 
sein, weil die iibrigbleibenden n — 2 — k unpaaren Ziige von einer Geraden 
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wenigstens in n — 2— k Punkten getroffen werden und deshalb die Ord- 
nung des erhaltenen Zuges héchstens k-+-2 ist. Der Index eines Zuges 
bleibt unverandert, wenn man ihn mit dem benachbarten Zuge vom Index 
Null verbindet. 

Durch dieses Verfahren laBt sich der folgende Satz, welchen wir friiher 
durch Cremonasche Transformation erhalten haben*), leicht einsehen: 

2. Es gibt fiir jede Ordnung n= 2 solche ebene algebraische Kurven 
(vom algebraischen Geschlechte p), die aus p-+-1 Ziigen von den Indizes 
f,,%, +5+> 8,4, zusammengesetzt sind, wo die Indizes beliebige nur der 
Gleichung 

i, +8+...-+8,,,=n—2 
gentigende ganze positive Zahlen sind, unter denen ein Index auch Null 
sein kann. 

Ist das Geradenpaar f,_,/,, bzw. f,_./,—, in der ersten bzw. zweiten 
Reihenfolge (2) konjugiert imaginir, so fehlt der entsprechende paare Zug. 
Dann gilt der folgende Satz: 

3. Es gibt fiir jede Ordnung n> 2 solche ebene algebratsche Kurven 
(vom algebraischen Geschlechte p= n— 2—d,—d,), die vom Mazimal- 
index sind und aus p Ziigen von den Indizes i,, %,, voy By zusammen- 
gesetzt sind, wo die Indizes beliebige nur der Gleichung 1, +1%,+...+ 1, 
=n — 2 geniigende ganze positive Zahlen sind. 

Hine solche Kurve laBt sich durch eine Gleichung von der Form 

Un—2-24,(2, y)-Va, (x, y)-2* + Un-2-2a,(2, y)-Va,(2, y)- We (x, y) = 0 
darstellen, wo Un-2-24,; O4-2-24,; Va, Va,» und We je eine homogene Form 


der Verdnderlichen x und y mit reellen Koeffizienten vom Grade n — 2 — 2d,, 
n—2—2d,, d,, d, bzw. 2 ist. Hier stellen die Gleichungen 
Un-s-24,(2,¥)=0, UOn-s-se,(z,y)=0, Va,(z,y)=0, Va,(z,y)=0 
n—2—2d,,n—2—2d,, d, bew. d, reelle verschiedene auf geeignete 
Weise aufeinander folgende Geraden dar. Die Form W,(x, y) ist eine 
positiv definite Form. 

Wir bediirfen noch des folgenden Satzes: 

4. Stellen die homogenen Formen von x und y mit reellen Koeffi- 
ztenten 

U,,-2(%> ¥) = &, (2 y)-e(Z, y) --. ea (%, y) = 0 


und U,-3(2, y) = f, (2, y)- fa (2, y) --- fp-a(2, y) =9 


je n — 2 reelle durch den Punkt O hindurchgehende verschiedene Geraden 
e, und f, (h,k=1,2,...,n—2) dar, sind die Geraden e, in dem 


*) A. a. O., Math. Annalen 77. 
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Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkte O von den Geraden f, abgetrennt 
und stellt die homogene Form W,(x,y)=f,,,(2,y)°f,(%,y) =0 zweiten 
Grades mit reellen Koeffizienten zwei beliebige durch den Punkt O hin- 
durchgehende Geraden f,_, und f, dar, so ist die Kurve n-ter Ordnung 
(3) U,-s(z,y)-2°+ U,_,(z, y)=0 

fiir jede Lage der Geraden f,,_, und f,, vom Mazximalindez. 

(Sind die Geraden f,_, und f, voneinander und von den iibrigen 
2(n — 2) Geraden verschieden, so ist die Kurve (3) irreduzibel und hat 
n— 2 unpaare Ziige und einen paaren Zug. Fillt die Gerade f,_, mit 
einer e, zusammen, so zerfallt die Kurve (3) in diese Gerade und in eine 
Kurve (n—1)-ter Ordnung, die aus »—3 unpaaren Ziigen besteht. 
Fallen beide Geraden f,_, und f, mit je einer Geraden e, zusammen, 80 
zerfallt die Kurve in zwei Geraden und in eine Kurve (n — 2)-ter Ord- 
nung mit »—4 unpaaren Ziigen. Fallen zwei von den n Geraden f, 
(k= 1,2,...,m) zusammen, so besteht die Kurve aus m — 2 unpaaren 
Ziigen und aus keinem paaren Zuge.) 

Nach der Annahme ist die Reihenfolge der 2(m — 2) Geraden e,, f, 
(h, k=1,2,...,m—2) in dem Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkte O 
die folgende 

6, fy Ca fe ++ + Qanafa eta fy -2% » 
In der Reihenfolge der 2m — 2 Geraden e,, f, (h=1,2,..., n—2, 
k=1,2,...,”) folgen entweder zweimal zwei Geraden f, oder einmal 
drei Geraden f, nacheinander. Die Reihenfolge ist also entweder von der 
Form e¢, f, ¢s fy fn—1 & fs &% fa fn & +++» oder von der Form e¢, f, ¢, fyf,-1f, &% fy---- 
Die Tangentenpaare der Kurve aus dem Punkte O sind also: e, /,, ¢, fs, 
fa—a n> fy Casta fas Os fgr--- Oder fy ey, fy fy—s> Oy far & fyr--- baw. €, f,, 
e; fa» Fac fa» es; far--> oder fi €s> fy fa-a fa SS 

Daraus folgt der Satz 4, weil die Kurve (3) einen paaren Zug und 
n—2 unpaare Ziige hat. 





§ 10. 


Die Darstellung einer Fliche n-ter Ordnung vom Maximalindex, 
deren Schalen nicht Kegel sind. 

Wir beweisen den folgenden Satz: 

XXVI. Es gibt algebraische und nichtalgebraische Flachen n-ter 
Ordnung vom Maximalindex, die aus p, von Kegeln verschiedenen Schalen 
von den Indizes i,,i,,...,%, bestehen, wo die Zahl p der Ungleichung 
0<psn-— 2 geniigt, die Indizes nur der Gleichung i, +1,+...+ 4, 
= n—2 geniigende ganze positive Zahlen sind. 
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Bedeuten die homogenen Formen U,-:2-2¢(2,y), Un-a-24,(2, vi, 
Va,(z,y), Va,(2,y) ebensolche Funktionen von x und y wie im Hilts- 
satze 3 und ist W,(z,y,z) eine positiv definite Form zweiten Grades 
von x, y und z, welche die Veranderliche z explizit enthilt, so stellt die 
Gleichung 


(4) Up,-s-2a,(x,y)-Va,(2,y)-t° + Un-s-sa, (x, y)- Vas (x, y)-We(x, y,2) = 0 


eine Fliche F, n-ter Ordnung vom Maximalindex dar, die dem Satze XXVI 
genigt. 

Die Flache wird von jeder Ebene z= azx-+ by nach dem Hilfssatze 3 
in einer Kurve n-ter Ordnung vom Maximalindex geschnitten. Diese Schnitt- 
kurven bestehen aus p Ziigen von den Indizes ¢,, #,,...,¢,. Der Punkt 
z=0, y= 0, z=0 ist fiir jede Schnittkurve ein (n — 2)-facher Punkt, 
Die Tangenten, die aus dem (n — 2)-fachen Punkte an die Schnittkurven 
gehen, sind die Schnittgeraden der Ebene z=axz-+ by mit den Ebenen 
Un—2-24,(2,y)=0 und Uy-2-24,(z, y) = 0. LaBt mana und } variieren, 
so beschreiben die Schnittkurven die Flache. 

Die Flache ist kein Kegel. Die Achse = 0, y = 0 ist fiir sie eine 
(nm — 2)-fache Gerade. Daraus folgt, daB die Flache F, rational ist, d. h. 
ihre Punkte sich als rationale Funktionen von zwei Parametern darstellen 
lassen *), 


Es gibt aber auch nichtalgebraische Flachen, die dem Satze XXVI 
geniigen. Dies la6t sich auf folgende Weise einsehen. 


Konstruiert man wie oben eine Flache F,,, (n-+k)-ter Ordnung 
vom Maximalindex, die aus p +- 1 Schalen von den Indizes ¢,, #,, ..., 66 S41 
besteht, wo p<n— 2 ist und die Indizes den Gleichungen ¢, +4, +...-++-¢,—n—2, 
t+, geniigende beliebige ganze nichtnegative Zahlen sind, so bilden 
die ersten p Schalen der Flache F,,, eine nichtalgebraische Flache n-ter 
Ordnung vom Maximalindex. Diese Flache hat die im Satze XXVI ge- 
nannten Eigenschaften. 


Wir beweisen noch den folgenden Satz: 


XXVII. Stellen die Gleichungen mit reellen Koeffizienten 


(5) Un-2(@,y)=0 und Uy-2\z,y)=0 


je n—2 — durch die Achse x=0, y=O0 hindurchgehende — EHbenen 
dar, welche einander abtrennen, und ist W,(x,y,z)=0 die Gleichung 
mit reellen Koeffizienten von zwei Ebenen, die beide durch den Punkt 


*) Vgl. M. Noether: Uber Flichen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen, 
Math. Annalen 3 (1870), S. 161 —237. 
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z=0, y=0, z=0 hindurchgehen und deren Schnitigerade in keiner 
der 2(n — 2)- Hbenen (5) liegt, so ist 
(S) Un—2(x, y)-t° + Un_a(az, y)- We(z,y, 2) = 00 


die Gleichung einer Flache n-ter Ordnung vom Mazximalindex. 
Eine allgemeine reelle Ebene von der Form 


(7) ax+by+cz=0 


schneidet aus der Flache eine irreduzible Kurve n-ter Ordnung vom 
Maximalindex aus, die aus n--1 Ziigen besteht. Nur die Ebenen (7), 
die durch eine Schnittgerade von zwei der 2n — 2 Ebenen U,-2(x, y) = 0, 
Un,-2(z,y)=0 und W,(x,y,z)=0 hindurchgehen, kénnen aus der 
Flaiche (6) reduzible Kurven n-ter Orduung vom Maximalindex aus- 
schneiden. Dies folgt einfach aus dem Hilfssatze 4. 


Wir kénnen uns leicht die Form der Flachen (4) und (6) vorstellen. 
Beide Flachen werden durch die involutorische zentrische Kollineation 


, 


z’=2, ’=y, 2=2, t=: —1 


in sich iiberfiihrt. 


Drittes Kapitel. 
Irreduzible und reduzible Flichen vom Maximalindex. 


§ 11. 


Der Begriff der Irreduzibilitat und Reduzibilitat 
fiir Flachen vom Maximalindex. 


Wir sagen, daB8 eine aus zwei oder mehreren Schalen bestehende 
Flache F n-ter Ordnung beziiglich der Realitdt reduzibel, oder kurz 
reduzibel ist, wenn man ihre Schalen in zwei oder mehrere Gruppen so 
einteilen kann, daB die Summe der Ordnungen der Flachen, die von den 
Schalen je einer Gruppe gebildet werden, der Ordnung der Flache F 
gleich ist. Etwas anders ausgedriickt: die Fliche F n-ter Ordnung ist 
zerfallend, und zwar zerfallt F in die Flachen re Aah ot 
n,-ter, nj-ter, ..., ng-ter Ordnung, wenn n= nj + n3--... + nj ist und 
die Flichen F,', F,,..., F, zusammen jede Schale der Fliche F ent- 
halten, und zwar jede Schale nur einmal. 

Hat die Fliche F nur eine Schale oder zerfallt sie bei keinerlei Ein- 
teilung ihrer Schalen, so ist die Fliche F irreduzibel oder einfach. 

Es ist klar, daB eine Flaiche n(>2)-ter Ordnung, die eine ebene 
Schale hat, reduzibel ist. Um diese trivialen Reduzibilitatsfalle auszu- 
schlieBen, nehmen wir an, daB keine Schale eine Ebene ist. 
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Unsere Definition der Reduzibilitét und Irreduzibilitat fallt mit dem 
Begriffe der algebraischen Reduzibilitaét und Irreduzibilitat nicht zusammen. 
Eine nach algebraischem Gesichtspunkte irreduzible algebraische Flache kann 
hinsichtlich der Realitét reduzibel sein und umgekehrt: es kann eine hin- 
sichtlich der Realitat irreduzible algebraische Flache algebraisch reduzibel sein. 

Fiir reduzible Flachen vom Maximalindex gilt der Satz: 

XXVIII. Ist eine Flaiche vom Maximalindex reduzibel, so sind die 
Flichen, in welche sie zerfdili, wieder vom Mazximalindez. 

Bestande der Satz nicht zu Recht, so gibe es eine Flaiche F 
n-ter Ordnung vom Maximalindex, die in die Flaichen F,’, F,,..., F, 
ni-ter, nj-ter, ..., ng-ter Ordnung zerfillt, unter denen die Fliche F,’ 
nicht vom Maximalindex ist. Es giibe also eine Gerade, von der die 
Flache F,’ héchstens in nj —4, die Flachen F,', F,, ..., F,, héchstens 
in Mj, M3, -.-, m Punkten getrofien wiirden. Diese Gerade hiitte also 
héchstens nj — 4+ 3+ nj+...+nj—n— 4 Punkte mit der Fliche F 
gemeinsam, also wire die Fliche nicht vom Maximalindex. 


§ 12. 

Arithmetische Kriterien der Irreduzibilitat und Reduzibilitat 

der Flichen vom Maximalindex. 

XXIX. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Irredu- 
zibilitat einer Flache vom Mazximalindex ist, daB die Summe der Indizes 
threr Schalen mit dem Index der Flache gleich sei. 

Bedeutet i den Index der Fliche F n-ter Ordnung vom Maximal- 


index, #,, #,, -.-, %, die Indizes ihrer r Schalen, so beweisen wir erstens, 
daB die Gleichung 
(8) Sued, +4, 4+...46 


fiir eine reduzible Flache F vom Maximalindex nicht bestehen kann. 
Zerfallt die Fliche F in die irreduziblen Flichen F,’, F,’, ..., F,’, 


deren Ordnungen bzw. Indizes nj, nj, ..., nj bzw. ij, #4, ..., ig sind, so sind 
n=nN+ngt...¢nj, n’=i''+2, ni=—i’'+2, 
’ -* , ° 
Mg=te+2, ..., m=te+2. 


Aus diesen Gleichungen folgt die Gleichung bzw. Ungleichung 

tt +ig+...+8+2(k—-1)S¢,4+¢,4+...4+¢,4+2(k-1), 
weil der Index der Flache F,’ nicht kleiner sein kann als die Summe der 
Indizes ihrer Schalen. Diese Ungleichung und die Gleichung (8) kénnen 


zugleich nur dann bestehen, wenn k=1 ist. Damit ist unsere Behaup- 
tung bewiesen. : 
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Wir miissen zweitens noch zeigen, daB eine Fliche F n-ter Ordnung 
vom Maximalindex, deren Index gréBer ist als die Summe der Indizes 
ihrer Svhalen, d.h. fiir welche 


(9) t=6,+48,+...+6,+2(h-1) (h>2) 
ist, in A irreduzible Flachen zerfallt, also nicht irreduzibel sein kann. 

Es sei ¢ eine Ebene, welche jede Schale der Flache F schneidet und 
keine Gerade von F enthalt. Es gibt solche Ebenen, weil die Flache 
héchstens ein Ovaloid besitzt. Wir bezeichnen die Schalen von F mit 
F,, F,,..-, F., die Kurven, welche durch die Ebene aus den Schalen 
ausgeschnitten werden, mit C,, C,,..., C,. Die Ordnungnn und Indizes 
dieser Kurven stimmen nach dem Satze VII mit den Ordnungen und In- 
dizes der Schalen iiberein. Es ist nicht ausgeschlossen, daB einige der 
Kurven C,, C,,..., C, aus mehreren Ziigen bestehen. 

Wir nennen die Kurve C, die von der Ebene e« aus der Flaiche F 
ausgeschnitten wird, in bezug auf die Kurven (C,, C,,...,C, reduzibel, 


oder kurz relativ reduzibel, wenn die Kurven C,, C,,..., C, sich in zwei 
oder mehrere Gruppen so einteilen lassen, daB die Summe der Ordnungen 
der Kurven, die aus je einer Gruppe der Kurven C,, C,, ..., C, bestehen, 


gleich der Ordnung n der Kurve C ist. Ist diese Zerlegung der Kurve C 
unméglich, so ist sie beziiglich der Kurven C,, O,,..., C, irreduzibel. 

Nach einem Satze fiir die Kurven vom Maximal-Klassenindex bzw. 
nach seinem Dualen’®) zerfallt die Kurve wegen der Gleichung (9) in h 
— beziiglich der Kurven C,, C,, ..., C, irreduzible— Kurven C;, O,,..., Ch. 
Bezeichnet n die Ordnung der Kurve C; (j=1,2,...,&), 80 ist 

n=n+ng+...+ nj. 

Besteht die Kurve C,’ aus m Kurven von den r Kurven C,, O,,..., C,, 
so liegt sie auf m Schalen von den r Schalen F,, F,,..., F, der Flache F. 
Bezeichnen wir mit F; (j =1,2,...,%) die aus diesen m Schalen be- 
stehende Fliche, so behaupten wir, daB die Fliche F in die irreduziblen 
Flaichen F,’, F,’,..., F,/ zerfallt. Fiir den Beweis dieser Behauptung ge- 
niigt es zu zeigen, daB die Flache F; von jeder ihrer Tangenten, die der 
Flaiche F nicht angehért, in n, Punkten getroffen wird, also die Ordnung 
der Fliche F’ mit der Ordnung der Kurve C; gleich ist. 

Es seien p, und p, bzw. P, und P, zwei von den Geraden der 
Flache F abweichende Tangenten einer Schale F,, der Flache F; baw. ihre 
Beriihrungspunkte auf der Schale F;,. Wir verbinden die Punkte P, und 
P, durch einen stetigen, auf der Schale F,, liegenden Kurvenbogen K, 
der in jedem Punkte eine bestimmte, mit dem Beriihrungspunkte sich 
stetig andernde Tangente, im Punkte P, bzw. P, die Tangente p, bzw. p, 
9) A, Satz XXXII, S, 72. 
Mathematische Annalen. 98. 45 
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hat und dessen Tangenten von den Geraden der Flache F abweichen. 
Wenn ein Punkt P auf K vor P, bis P, lauft, verindert sich die Anzahl 
der gemeinsamen Punkte der Tangente p des Bogens im Punkte P mit 
der Fliche F/ nicht, weil die Gerade p wahrend dieser Bewegung des 
Punktes P durch keine Doppeltangente und keine Gerade der Flache F 
hindurchgeht. Damit ist die Behauptung bewiesen, weil die Kurve C; 
vom Maximalindex von jeder ihrer Tangenten in n/ Punkten geschnitten 
wird. Damit ist der Satz XXIX bewiesen. 

Aus dem Beweise des Satzes XXIX ergibt sich: 

XXX. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine 
Flache n-ter Ordnung vom Maximalindex reduzibel sei, ist, daB der Index 
der Flache gréBer als die Summe der Indizes ihrer Schalen ist. Ist der 
Index der Fliche um 2(h—1) grofer als die Summe der Indizes ihrer 
Schalen, so zerfallt die Flache in h irreduzible Flachen. 

Aus den vorigen zwei Sitzen ergeben sich die folgenden Siatze: 

XXXI. Hat eine algebraische, beziiglich der Realitat irreduzible Fliche 
dieselbe algebraische und Realitdts-Ordnung, so ist die Flaiche auch alge- 
bratsch irreduzibel. 

XXXII. Hat eine algebraische und algebraisch reduzible Flache die- 
selbe algebraische und Realitats-Ordnung, so ist die Flache auch hin- 
sichtlich der Realitat reduzibel. 

XXXIII. Hine irreduzible Flache vom Mazimalindex, die aus 
k>2 Schalen besteht, bleibt auch dann irreduzibel und vom Mazximal- 
index, wenn man m(< k) threr Schalen weglaft. 

Aus der Gleichung (8) folgt namlich, daB eine Gerade g héchstens 
eine Schale der irreduziblen Fliche F n-ter Ordnung vom Maximalindex 
in so vielen Punkten schneiden kann, wie die Ordnung der betreffenden 
Schale ist. Dasselbe gilt auch fiir eine Flaiche F, die aus einer beliebigen 
Anzah! der Schalen von F besteht. Daraus folgt der Satz XXXIII. 


§ 13. 
Relative Reduzibilitét und Irreduzibilitét reeller Flaichen. 
Besteht die Fliche F n-ter Ordnung aus den Flachen F,’, F,’,..., F 


n,-ter, n,-ter, ..., n,-ter Ordnung, so ist die Flache F hinsichtlich der 
Flachen F,’, F,’,..., F ceduzibel oder kurz relativ reduzibel, wenn die 
Flachen F,', F,',..., F, sich in zwei oder mehrere Gruppen so einteilen 
lassen, daB die Summe der Ordnungen der Flachen, die aus je einer 
Gruppe der Flachen F,’, F,',..., F,’ bestehen, mit der Ordnung der 
Flache F gleich ist. Ist diese Zerlegung unméglich, so ist die Flache F 


beziiglich der Flachen F,’, F,',..., F’ irreduzibel. 
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Flachen vom Maximalindex. 683 
Aus der Definition folgt, daB eine (absolut) irreduzible Fliche auch 
relativ irreduzibel und eine relativ reduzible Flache auch absolut redu- 
zibel ist. 
Fiir die Flachen vom Maximalindex gilt der Satz 


XXXIV. Die Fliche F vom Maszximalindex zerfalli beziiglich der 
Flichen F,’, F,),..., F.), die zusammen jede Schale der Flache enthalten 
und jede nur einmal, dann und nur dann in h relativ irreduzible Flachen, 
wenn der Index der Fliche F um 2(h—1) gréfer ist als die Summe 
der Indizes der Flachen F,', F,',..., F,. Ist h=1, 80 ist die Fliche F 


ca 


beaiiglich der Flachen F,’, F,',..., F,, irreduzibel. 


Dieser Satz 148t sich ahnlich beweisen wie die Saitze XXIX und XXX. 


Nachtrigliche Bemerkung. 


Nachdem diese Arbeit **) in einer von der vorliegenden nur wenig ver- 
schiedenen Form bei der Redaktion der Math. Annalen zum ersten Male 
am 12. 4.1923 eingegangen war™*), ist zu Ende des Jahres 1924 eine 
Abhandlung von Herrn C. Juel: ,Uber Flichen vom Maximalindex“ er- 
schienen **), 

Herr C. Juel untersuchte besonders die Regelflichen vom Maximal- 
index, die in meiner Arbeit keine besondere Rolle spielen, und bestimmt 
simtliche einschalige Regelflichen vom Maximalindex. Es ergab sich, daB 
nur zwei Méglichkeiten vorkommen: Regelflichen mit einer (n — 1)-fachen 
bzw. mit einer (n — 2)-fachen Leitlinie. Weil eine Regelfliche vom 
Maximalindex auch vom Maximal-Klassenindex ist, sind auch die Regel- 
flachen vom Maximal-Klassenindex durch die Arbeit von Herrn C. Juel 
mitbestimmt. 

Herr ©. Juel hat alle Flachen vierter Ordnung vom Maximalindex 
bestimmt, unter denen die einzige einschalige Flache, die keine Regelfliche 
ist, sich als eine Steinersche Fliche erweist. 

Herrn Juels Abhandlung und meine Arbeit erginzen sich gegenseitig. 


2) Diese Abhandlung enthilt eine Hilfte aus dem Antrittsvortrage des Verfassers, 
der am 22. Oktober 1922 vor der St.-Stefans-Akademie in Budapest vorgetragen wurde. 

#2) Die Eintragung der von der Redaktion verlangten Erginzungen hat nur aus 
aéuBeren Ursachen einen so groBen Zeitraum in Anspruch genommen. 

48) Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. Math.-fys. Meddelelser (6), 5 (1924), 
8.1—40. 


(Eingegangen am 28. 5. 1926.) 








Ein affingeometrisches Gegenstiick zu den 
Rotationsflichen. 


Von 
Wilhelm Sii8 in Kagoshima (Japan). 


1. Die Rotationsflichen der fquiformen (elementaren) Differential- 
geometrie lassen sich dadurch kennzeichnen, da8 ihre Normalen samtlich 
eine bestimmte Gerade schneiden. Hier soll die dazu analoge Frage- 
stellung der affinen Geometrie untersucht werden: 

Fiir welche Flachen schneiden alle Affinnormalen eine und dieselbe 
Gerade a? 

Die in Frage kommenden Flachen nenne ich _ ,,Affinrotations{lachen“ 
(A.-R.-Flachen), falls ihre ,Meridiane* Schattengrenzen sind. Affinspharen 
und gewohnliche Rotationsflachen sind Beispiele fiir die betrachtete Flachen- 
art. Ich zeige hier: 

Abgesehen von den Affinsphdren sind die A.-R.-Flachen bis auf 
raumtreue Affinitdten mit den Flachen des folgenden Systems = identisch: 
Jede Flache aus = wird von allen zur Geraden a senkrechten Ebenen in 
einander adhnlichen und zu a dhnlich gelegenen Kegelschnitien geschnitten, 
deren Mittelpunkte auf a liegen und die die eine Schar von Affinkriimmungs- 
linien bilden; die zweite Schar von Affinkriimmungslinien besteht aus den 
dazu senkrechten Schnittkurven der Flache mit den die Gerade a enthalten- 
den Ebenen. 

Die A.-R.-Flaichen stellen somit auch eine der zahlreichen iiberaus 
schénen Harmonien dar, um welche die Schépfer der affinen Differential- 
geometrie die Wissenschaft bereichert haben’). 


*) (Anmerkung bei der Korrektur, 21. 5. 27). Das entsprechende Problem der 
relativen Flachentheorie behandelt eine im Tohoku Math. Journal (1928) erscheinende 
Arbeit. 
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§ 1. 
Eigentliche A.-R.-Flichen: a@ ist eine eigentliche Gerade. 


2. Bezeichnet man einen Einheitsvektor der Geraden a mit a, a*=1, 
und nimmt man den Ursprung O auf a gelegen an, so ist eine A.-R.- 
Flache r(u,v) durch eine Gleichung von der Form 


(1) t+ay=fa (a+ 0) 


definiert, in welchera@(u,v) und £(u,v) zwei skalare Ortsfunktionen sind 
und » der Vektor der Affinnormalen ist'*). Ich nehme der Einfachheit 
halber an, die Flache ry sowie die Funktionen @ und # seien analytisch. 
Torsen seien von der Betrachtung ausgeschlossen, es sei also die Deter- 
minante der quadratischen Grundform G+ 0. Nach (1) gibt es auf der 
betrachteten A.-R.-Fliche durch jeden Punkt reelle Affinkriimmungslinien; 
z. B. sind diejenigen Flachenkurven, lings denen # einen konstanten Wert 
hat, Affinkriimmungslinien, da die Affinnormalen lings ihnen Torsen bilden. 
Es kénnen nun die beiden Fille eintreten: 


a) daB die beiden Affinkriimmungslinien in allen Punkten eines 
Flachenstiicks zusammenfallen, oder 

b) daB es in jedem Punkt zwei voneinander verschiedene reelle Affin- 
kriimmungslinien gibt. 

3. Ich zeige zunichst, daB die A.-R.-Fliche im Falle a) eine eigent- 
liche Affinsphire sein miiBte, was nach deren Definition jedoch mit der 
Annahme a) unvertriglich ist. Der Fall zusammenfallender Affinkriim- 
mungslinien tritt bekanntjich (B.S. 159) nur ein, wenn die Fliche nega- 
tives GauSsches Kriimmungsma8 besitzt. Benutzt man dann die Asym- 
ptotenlinien als Parameterkurven, so driickt sich das Zusammenfallen der 
Affinkriimmungslinien in dem identischen Verschwinden einer der beiden 
GréBen A, oder D, aus B.(c2). Es sei etwa 


(2a) D,=09. 


Dann sind die Kurven u = konst. Affinkriimmungslinien. Ist gleichzeitig 
auch A, = 0, so ist die A.-R.-Flache nach B. S. 209(1), 217 (§ 79) und 
210 (5) eine Affinsphire, was im Widerspruch zu der Annahme a) steht. 

Die gegenteilige Annahme A, + 0 fiihrt aber auch zu Widerspriichen, 
wie weiter gezeigt werden soll. Dann ist nimlich nach (1), (2a) und B. (c) 





**) Ich entnehme die Bezeichnungen im folgenden ohne weitere Erliuterung dem 
§ 63 des Buches von W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II, Berlin 
1923. Dieses Buch wird mit B., die Formeln des § 63 werden ohne Seitenangabe 
zitiert. 
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r+ 4,9 +«(— Hr, + +t.) = 6,4, 





(3a) 
t,+¢,) —«Hrz, = B,a. 
Hieraus folgt 
(4a) (1—eH)b,r.+ (“4 B, —(1—«H)B,| zx, + («,8, — «,8,)9=0. 


Ware nun £, = 0, so folgte aus (3a) wegen der linearen Unabhiangigkeit 
von f£,,Z,,9 und unserer Annahme A,+ 0, daB «=0 ware; die A-R.- 
Flache entartete dann nach (1) in eine Gerade, ein trivialer Fall, der 
ausgeschlossen sein soll. Es ist somit zugleich mit A,+0 auch £, +0 
anzunehmen. Aus dem Verschwinden der Koeffizienten von z,, r,, 9 in (4a) 
folgt jetzt 


(5a) b,=a,=0; «=mp—R,=—R,, 
und nach B. (c7) ist 





also muB 
(6a) D=0 


gesetzt werden. Aus B.(c4) schlieBt man, daB r,<rz,,—0 ist; dann 

sind die Affinkriimmungslinien u = konst. gerade. Die betrachtete A.-R.- 

Flache ware also unter dex Annahme A, +0 eine windschiefe Fiache. 
(3a), lautet jetzt nach (5a) 


A, 
«9 + $1, = Ba. 


Hieraus erhaélt man durch Differentiation nach « wegen (5a) und B. (c6) 
infolge unserer Annahme £, +0, dab «,=0, also H= 2 auf der A.-R.- 
Flache konstant ist. Dann aber wire 


A, 
es - Ba, 
also nach B. (c6) 











(=) +p 9=8,.0— Se cA, 


—— 
somit « A,=0, was im Widerspruch zu gemachten Annahmen steht. 


4. Die A.-R.-Flache besitze jetzt iiberall zwei voneinander verschiedene 
Affinkriimmungslinien, Wahlt man diese zu Parameterlinien u = «1 = konst., 
v = u* = konst., so ist 


(2) Gy, = By, = 0 
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und es folgt aus (1) und B. (a13) 
(1- ¢) t+ 4,9 = Ba (¢ = 1, 2), 


B,(1— F) & — B, (i— ze +(% B, — &B,)9= 90. 
Es gibt drei Méglichkeiten, die letzte Gleichung zu befriedigen: A. 6, —=$,—0, 
B. R, = R, =a, «, 8, =«,8,, C. 8, =a, =—0, a= R,. 

A. Ist 8, = £,=0, so wird nach (3), auch a, =a, =0 und R, = R, =a; 
d. h. die A.-R.-Flache ist eine (eigentliche) Affinsphdre. 
B. Dasselbe gilt im Falle, daB 


R,=R,=«, «,6,= 6,8, 
ist; denn dann folgt aus B. (a 13) 


Lie + Oy. = — % 0g = — %D,, 
also wieder a, =a, =0. 
C. Es sei jetzt 


ee R, = «, 
Bb, +0, a,+0, R, +R,. 


Hierin ist «, +0 nach(3) eine Folge von £, +0; im Falle a, =0, 
8, +0 waren die Affinkriimmungslinien u* = konst, nach (3), nimlich zu 
« parallele Gerade, die A.-R.-Fliche ware also zylindrisch; Torsen hatten 
wir aber von der Betrachtung ausgeschlossen. Ubrigens folgt aus dem 
Verschwinden der Funktionaldeterminante «,f8,—«,f, in (3),, dab 
B = B(a(u*, u*)), also 


(3) 


(4) 


d 
A, = a a, 
ist. 


Durch Multiplikation von (3), mit % folgt nach B. (a9) 


1 





a, = B,(a2), 
also wegen (4) 
Frtey — O= 58, (a) +B, (0%) = By (0%), 

(5) aX, = (aX), =0. 
Nach (1) ist nun 

rkt+a=—fak, 
so daB wegen (4) und (5) auch 
(6) (t%), =X, =0 


ist. ZX, ist nach (5) und (6) auf der von a und ¢ aufgespannten Ebene 
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(a, £) senkrecht, welcher auch y angehdrt. (6) stellt eine erste den Ver- 
hiltnissen bei den gewéhnlichen Rotationsflichen entsprechende Tatsache 
dar: die Affinentfernung —xyX der Punkte einer Affinkriimmungslinie 
u* = konst. (einer ,,Breitenkurve“ der A.-R.-Flache) von der ,,Achse“ a 
ist lings einer solchen Kurve konstant. 


Bei kovarianter Differentiation von (6) nach u} ergibt sich wegen (2): 
(xX) = yr k, = I Xie a Adri. 


Hierin ist rX%,+ 0 anzunehmen, da sonst wegen (6) und B.(aQ9) ¢ in 
die Richtung von y fiele, wegen (1) also stets in die Gerade a, was aus- 
zuschlieBen ist. Aus der letzten Gleichung folgt dann die Gleichheit der 
Koeffizienten I= Ai. Ich behaupte aber sogar 





= 2 oG +2 " 
f) Aj: = Axe = Ay = Ts = mt Tu = 9, 
falls 

{ ) nL ) = 

x 5a (R,) 0. 


4) und (8) besagen: Die affinen Hauptkriimmungen sind langs einer 
Breitenkurve konstant. Denn nach (2), (3), (4) und (8) ist 


(Aj: + I) (1 — Fr) B+ 0% =0, 
1 


also A, +I, = 0. Also gilt (7). [B. (a6)]. (8) erweist sich aber in Nr. 5 
als aquivalent mit unserer definierenden Forderung, da8 die ,,Meridiane“ 
u* = konst. Schattengrenzen sein sollen. 

5. Ich beweise nun die Behauptung: Die Affinkriimmungslinien 
u* = konst. (die ,, Meridiane“) liegen in Ebenen n(u*) durch a, d.h. es ist 
9) (x, a*s a*r =o. 


(@ut)*’ (@u')° 








Es ist namlich nach (7) 


—_ tat Mh -_ (Ai,+ Ts.) Se + Gy, 


(aut)* 
also auch 
J 


1 

Gay 8ST 99: 
woraus (9) folgt; aus dieser Rechnung ersieht man, daB y(u*, u*) in der 
Ebene 94(u*) liegt, die nach (1) dann auch die Gerade a und den Vektor 
r(u*,u*) enthalt. Der Vektor X,(u',u*) steht nach (5) und (6) auf 
n(u*) senkrecht. ; 
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Eine zweite Ebene ¢(u*) ist noch von Bedeutung: ihr sind die 
Vektoren %, lings einer Kurve u* = konst. parallel; es ist namlich 
2 3 
(10) (z,, a°® 2 ¥) =o 


(aut)? (auty*} 


wie man analog zu (9) beweist. Aus 
#2 (AL 4ri)¥, + B,2 
(au')* | 11 a1) *4 11° 
erkennt man zugleich, daB X der Ebene ¢(u*) parallel ist. Nun ist, 
z. T. nach (7), : 
ta = 14%, = ky =f, =0, 
(du*) 
also x, auf der Ebene ¢(u*) senkrecht, falls X und X, linear unabhangig 
sind. Dies ist aber nach unseren Annahmen stets der Fall nach B. (a8). 
Langs einer Affinkriimmungslinie u* = konst. sind also die Vektoren r, 
einander parallel. Man kann statt dessen auch sagen: Jede Affinkriim- 
mungslinte u* = konst. ist eine ebene Schattengrenze*) der A.-R.-Flache. 
Umgekehrt ist dann auch (8) erfiillt. Die A.-R.-Flachen gehéren somit 
zur Klasse der von Herrn E. Salkowsky*) untersuchten A/fingesimsflachen. 
6. Der wesentlichste Schritt unserer Betrachtung besteht in dem 
Nachweis, da8 auch die Affinkriimmungslinien der zweiten Schar u* = konst. 
ebene Kurven sind, was jetzt bewiesen werden soll. 


Zunachst noch einige rechnerische Folgerungen aus dem Vorher- 
gehenden: Nach (7) ist A}, ,—=0, also nach B.(b2), (a6) und (a10) 


(11) Ais,2 = Age,2 = Ais,2 = 0. 
Hieraus folgt 
Ajz2,2 = 0 = 55 ( Asse) — 20 92 Ais 


ee é a, 2 
(12) O = 5 (Aise) — 553 (@an)@™ Aree, 
nach (2) ist also 
(13) Ais= — Ai = f,(u*). 
Nach (7) 1a8t sich der Parameter u' ferner so normieren, daB 
OG, : € 
(14) G,=+1, Ih=>4=0 (¢=1, 2) 


ist. Wir kommen jetzt zur Berechnung der Komponentendeterminante 


*) Vgl. z. B. W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, 8. 157 ff. oder B. § 45. 
*) Zur Theorie der Affingesimsflichen, Math. Zeitschr. 17, 8. 144 ff. 
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a 
der drei Vektoren r,, a: & un 
(du*) = =" 





;», deren Verschwinden nachzuweisen 


ist. Es ist 
count — (Ate + Vin) 8 + Tints + Gyn 9» 


a° é 2741 1,] 2 aG, 
@un* — 88+ [5o5(Ade-+ Ite) + Da (Aie + ee)| 2, + [TA Gy + 8]. 
Also wird nach (7) und (12): 

‘ ‘ 3 aG 
(x,, a , mt ) = (est si 5 pcr (Ate + Das) 


(du?)* (au*)* 
+ Or {5 «(Ase + I've) + I's (Ase + Ta)}}| 





1 G G. a*a 7 
= + 5 (tr te 9) [Se Oe — Oy ts 


Dafiir 148t sich auch schreiben: 


2 é° 1 a*logG 
(15) (c,. <F, Eo) = + (Gy)" 5 “Satpet (Ea ta, 9)- 


(@u*) (@u*) 








Hierin ist nach Voraussetzung (r,, 15,9) =|@|* +0; es bleibt also 








‘ a* log G 
(16) Fatbet “9 
zu beweisen. Nach (5) ist 
a*z a°z 
Oh 8 ant — Gun 


Es gibt also zwei skalare Funktionen 9 und a, so da8 
a*z a*z 
aan? OH too 
ist. Nach (7) und B. (a19) ist nun 
~s= i — An) %, + Tm, + Buy. 
(@u*) 


Berechnet man hiernach —— a ey , tragt die Werte in (17) ein und setzt 
die Koeffizienten von % beiderseits einander gleich, so wird nach (7): 


(17) 





oB,, =r op. + oe 


du* 
3 8G, 8 d log G,, 
OCF Fur? °F ous 
Daraus folgt fiir die beiderseitigen Koeffizienten von Z,: 
a 
obs Gn (1, — An) = =°5(Ta— An), 


du* 


= $I's. 














~~ ie ioe we 


r= +. a et 


a. en - We 


es ww 


iu 


> =n 
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also 

g(u*)G,, = —Ty,+4,=@" [Gx At, + 5 Oe] 
und nach (13) und (14) 


qt? 2Ge at é log Gz, wife 


aut out (u*), 





womit (16) bewiesen ist. Die Affinkriimmungslinien u'= konst. ver- 
laujfen also in Ebenen 0(u'), welche iiberdies noch paarweise parallel 
sind; denn wir fanden am Ende von Nr. 5, da8 die Vektoren x, lings 
der Kurven «* = konst. einander parallel sind. 


7. Das nichste Ziel besteht in dem Nachweis, da8 die Affinkriim- 
mungslinien u* = konst. Mittelpunktskegelschnitte sind. Fiihrt man langs 
einer Kurve u‘ =u; den Affinbogen als Parameter u* ein und bezeichnet 
die Affinkriimmung dieser ebenen Kurve mit k(u*), so ist bekanntlich 
[B. § 5] , 
at 


(éut)® 





= — k(u*)x,; 





also ist nach unserer bei (15) erfolgten Berechnung von 
bei dieser Parameterzahl fiir u* = u;: 


a nF zumindest 
u 


In = 0. 

Die Affinnormale der ebenen Kurve u*=u} ist also durch den Vektor 

a*r 

(aut)* 

bestimmt; sie liegt also in der Ebene »(u*), ist also die Schnittgerade 

der Ebenen »(u*) und #(ui). Da dies fiir alle Werte u* gilt und die 

Ebenen 9(u*) die Gerade a enthalten, gehen alle Affinnormalen der Kurve 

u*= uj} durch den Schnittpunkt von a und #(u3). Dann aber ist nach 

B.§ 12 die Kurve u*= uj} ein Mittelpunktskegelschnitt. Da hierbei u} 
ein beliebiger Wert sein konnte, ist die obige Behauptung bewiesen. 

8. Als letzter Punkt der in Nr. 1 ausgesprochenen Behauptung ist 
nun noch zu zeigen, daB die Kegelschnitte u* = konst. einander ahnlich 
und zueinander ahnlich gelegen sind. Durch eine raumtreve Affinitat, 
welche die Gerade a festliBt, sei die betrachtete A.-R.-Flache zuniichst 
in eine solche iibergefiihrt, deren Ebenen #(u*) auf @ senkrecht stehen. 

Sind die Kurven u* = konst. Ellipsen, so la8t sich durch eine weitere 
raumtreue Affinitaét, welche a festlaGt, erreichen, da8 eine bestimmte dieser 
Ellipsen, etwa fiir u'= uj, in einen Kreis iibergeht. Dann schneiden 
alle Geraden ¢ + #X(uj,u*) die Gerade a, und die Ebenen ¢ (u*) enthalten 





= (Agg + Dog) E+ Gee 9 
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simtlich die Gerade a. Dann aber treffen alle Geraden x + tX(u', u*) 
auch fiir u'+u} die Gerade a, d.h. alle Kurven «*=konst. sind 
Kreise. Damit ist dann in diesem Falle die letzte Behauptung bewiesen. 
Es hat sich zugleich gezeigt: Diese erste Klasse von A.-R.-Flachen, die 
durch positive Afjinkriimmung threr ,,Breitenkurven“ gekennzeichnet ist, 
geht durch raumtreue Affinitdten aus den metrischen (gewdhnlichen) 
Rotationsflachen hervor. 

Sind aber zweitens die Kurven u* = konst. Hyperbeln, so laBt sich 
durch eine zu den obigen analoge Affinitaét erreichen, da8 eine von ihnen, 
etwa fiir u'= wu}, eine gleichseitige Hyperbel wird. Die durch ihren 
Scheitel (ui,u2) gehende Gerade x + tX(uj, uj) trifft die Gerade a, 
und die Ebene ¢(u?) enthalt a, also treffen alle Geraden ry + ¢X(u', u?) 
auch fiir u'+ ui die Gerade a, d.h. die Scheitel der Kurven u* = konst. 
liegen in der Ebene »(u?). AuBerdem folgt aus der am Ende von Nr. 5 
bewiesenen Tatsache, daB x, auf der Ebene ((u*) senkrecht steht, dab 
die Asymptoten aller Kurven u* = konst. einander paarweise parallel sind; 
dann sind aber alle Hyperbeln u* = konst. gleichseitig, die vor Ausiibung 
der letzten Affinitét betrachteten Hyperbeln also einander dhnlich und 
ahnlich gelegen, w.z.b.w. Die zweite Klasse von A.-R.-Flachen, deren 
»Breitenkurven“ negative Affinkriimmung besitzen, hat zum Urtypus eine 
Flaiche, welche von zu a senkrechten Ebenen in gleichseitigen Hyperbeln 
mit parallelen Hauptachsen geschnitten wird. Die Briicke zwischen beiden 
Flachenklassen wird eine dritte Flichenklasse bilden, deren Urtypus durch 
verschwindende Affinkriimmung der ,,.Breitenkurven“, die also Parabeln 
sind, gekennzeichnet ist. Diese dritte Klasse wird sich tatsichlich in § 2 
bei Betrachtung der ,,uneigentlichen“ A.-R.-Flaichen ergeben, welchen wir 
die bisher betrachteten, deren ,Achse“ a eine eigentliche Gerade ist, als 
,eigentliche* gegeniiberstellen. 

Noch eine Bemerkung, die iibrigens auch fiir die uneigentlichen 
A.-R.-Flachen gilt: Man vermi8t vielleicht unter den genannten wesent- 
lichen Eigenschaften der A.-R.-Flichen eine Angabe iiber die Richtung 
der Affinnormalen der ebenen ,,Meridiane“ u* = konst. Hier zeigt sich: 
Nur bei den Flaichen zweiter Ordnung fallen die Ajffinnormalen der ,, Me- 
ridiane“ von A.-R.-Flachen mit den affinen Flachennormalen zusammen. 
Dieser Satz ist ein Sonderfall eines von Herrn E. Salkowski*) fiir Affin- 
gesimsflachen bewiesenen Satzes ‘). 

‘) Der Vollstindigkeit wegen bemerke ich noch, da (16) sich au I’ = “28 =0 
versohirfen 148t. Man gelangt hierzu durch einen aus (15) und (16) folgenden Ansatz 


er = ae 


+a 


(aury? oe Couey? 





von der Form 








abnlich, wie oben (16) bewiesen wurde. 
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§ 2. 
Uneigentliche A.-R.-Flichen: a@ ist eine uneigentliche Gerade. 


9. Bei der Behandlung der uneigentlichen A.-R.-Flachen kann ich 
mich unter wiederholter Berufung auf die Entwicklungen von § 1 wesent- 
lich kiirzer fassen. Es handelt sich um die Wiederholung des Gedanken- 
ganges von §1 mit einigen formalen Abweichungen, die ich angeben werde. 

Bei den uneigentlichen A.-R.-Flachen verlaufen alle Affinnormalen zu 
einer festen Ebene 7 parallel; sie sind alle zu einem festen Einheits- 
vektor 3 orthogonal: 


(1°) yg = 0. 
Die Parameterkurven u' = konst. seien so gewahlt, daB lings ihnen y seine 
Richtung beibehalt; sie sind also Affinkriimmungslinien, und es gilt fiir 
sie [B. (a13)] 

yxy, =< p=O. 
Da aber andererseits 


B. (a9) ynX =—1, y,% = 0 

ist — Torsen seien wieder von der Betrachtung ausgeschlossen —, so folgt 
’ 1 

2°) = a= (), 

( Y. R, 


Es seien nun zwei feste Vektoren a und 6 eingefiihrt, welche den Glei- 
chungen 
2 2 
= b = Bs 
(31) 7 
ab=az,—6,=0 
geniigen, also die Ebene » aufspannen. 


10. Diesmal werde im AnschluB an die zweite Hilfte von § 1 zuerst 
der Fall behandelt, daB durch jeden Punkt der Flaiche zwei voneinander 
verschiedene Affinkriimmungslinien gehen. 

Wenn nun die zuvor betrachteten Kurven u'~=konst. in zu 
parallelen Ebenen verlaufen, so mu auch fiir die zweite Schar von 
Affinkriimmungslinien, die wir zu Parameterkurven u*= konst. wahlen, 
nach B.(a13) wie (2°) 

), = } =0 


1 
sein. Dann ist also y ein fester Vektor und die A.-R.-Flache eine ,,un- 
eigentliche Affinsphdre“. 
Es werde jetzt angenommen, da8 y, + 0 sei und die Kurven u* = konst. 
nicht zu » parallel seien. Da die Affinnormalen der Flache lings einer 
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zu » parallelen Flachenkurve in der Ebene dieser Kurve liegen, ist jede 
solche Kurve eine Affinkriimmungslinie, die nunmehr der Schar «* = konst. 
angehért. Bei der getroffenen Parameterwah! ist 


(4’) G,,= 0,4, = B,, = 0. 
Setzen wir nun gema8 (3’) 
r=oea+ob+r%, 
¥=dAa+pub+ 3, 


so ist nach der Bestimmung der Kurven aw* = konst. 


(5’) 


af 


(6) 1=0, 
wegen (4°) also 
(7°) X= 8, 44= 4, = 0. 


Bei kovarianter Differentiation von (7°) nach u' ergibt sich wegen (4’) 
und (5’): 


X= %135= — Ai, %, = Tis £, , 


du* eort 
also 
Ay, (Aa + u,b) = 0, 
I (4,a+ 4b) = 0. 


Ware hierin 4, = ,=0, so ware nach (7’) und (5') x3=0, also 
die A.-R.-Fliche eine Ebene, was wir ausgeschlossen hatten. Also folgt 


(8”) Tis = Ty, = Aig = Ay, = 0. 
Hieraus geht wie bei (1U) in §1 hervor, daB 

, ~ i a°z 
(9°) (z,, out)?” Ge 23)- 


ist und % sowohl als auch X, lings einer Kurve u* = u? einer bestimmten 
Ebene ¢(u*) parallel ist, auf der r,(u’*, uj) senkrecht steht. Auch diese 
uneigentlichen A.-R.-Flachen erweisen sich somit als spezielle Affingesims- 
flichen. Weiter beweist man wie in §1 das Bestehen der friiheren Glei- 
chungen (11) bis (17), indem man den Ansatz (17) jetzt aus (7’) ent- 
nimmt. Die Affinkriimmungslinien u* = konst. sind also wieder eben und 
thre Ebenen einander parallel. 

Indem man den Schlu8 von Nr.7 wiederholt, findet man, daB die 
Affinnormalen einer ebenen Kurve u*= 1} alle gleichgerichtet sind, daB 
die Kurve somit nach B. § 12 eine Parabel ist. Die Achsen der Parabeln 
u* = konst. sind nach einem zu Nr. & ahnlichen Schlu8 einander parallel, 
die Parabeln also zueinander ahnlich gelegen. Wegen des Parallelismus 

















Affingeometrisches Gegenstiick der Rotationsflichen. 695 


der Vektoren yx, lings einer Kurve u* = konst. sind die Parabeln sogar 
einander kongruent. Hiermit ist der in Nr.1 ausgesprochene Satz fiir un- 
eigentliche A.-R.-Flichen mit zwei Scharen von Affinkriimmungslinien be- 
wiesen. Zugleich erkennt man, daB bei dem nach Nr. 8 bestimmten Ur- 
typus der uneigentlichen A.-R.-Flaichen Parabeln die Rolle iibernehmen, 
welche bei den Urtypen der eigentlichen A.-R.-Flachen in Nr. 8 Ellipsen 
und Hyperbeln gespielt haben. 


11. Wenn in jedem Punkt der Flache nur eine Affinkriimmungslinie 
existiert, so fiihren wir wie in Nr. 3 die Asymptotenlinien als Parameter- 
kurven u,v ein, von welchen die eine Schar, w = u* = konst., gleichzeitig 
die der Affinkriimmungslinien ist. Wie in Nr. 3 schlieBt man, da8 


(2a’) D,=9 
ist. Die A.-R.-Flache ist in dem betrachteten Falle keine Affinsphare, 
also wegen (2’) y, + 0, also ist A,+ 0 anzunehmen. Man hat wieder zu 


zeigen, daB diese Annahme zu einem Widerspruch firt. 
Nach (2’), (2a’) und B. (c6) ist dann namlich 


(3a’) H=;=0. 


1 


Nach B.(c7) folgt hieraus 
(4a’) D=0, 


und die Affinkriimmungslinien « = konst. sind wieder wie in Nr. 3 gerad- 
linig. Nach B.(c6) ist ferner 


; = & 
(5a ) Dy F? Ey> 
also nach (2’) und B. (c4) 


_ 34, F,+FAve 


es zt = 0; 


F? v 
andererseits folgt aus (3a’) und B. (¢7) 


F*(4) =F4,—4,F,=0, 


so daB sich ergibt 


(6a’) F, = A,,=0 
Dann aber ist nach B. (c 4) 
(7a’) loy= 0. 


Da dies nun fiir alle Parameter lings «= konst. gelten soll, auch fiir 
solche 6, fiir die a 0 ist, so folgt aus (7a’) r,=0, also nach (58’) 
doch »,—0 gegen unsere friihere Annahme, die somit zu einem Wider- 
spruch gefiihrt hat. 
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12. In der metrischen Geometrie sind die Katenoide die einzigen 
(eigentlichen) Rotationsflichen, welche zugleich Minimalflachen sind; und 
unter den uneigentlichen Rotationsflachen, den Zylinderflachen, besitzen 
nur die Ebenen diese Eigenschaft. Ich zeige noch, daB eine negativ ge- 
kriimmte Flache als Gegenstiick zu den Katenoiden in der Affingeometrie 
fehlt, daB aber den Ebenen in dem genannten Zusammenhang die un- 
eigentlichen Affinsphairen entsprechen, welche bekanntlich zu den Affin- 
minimalflachen gehéren. 

Fiir eine Affinminimalflache ist das Verschwinden der mittleren Affin- 
kriimmung notwendig: 


H=0. 


Nach B. 8.181 laufen dann die Affinnormalen lings einer Asymptoten- 
linie zu einer festen Ebene parallel. Nimmt man also an, die betrachtete 
A.-R.-Fliche habe negatives GauBsches Kriimmungsma®, so kann sie nicht 
, eigentlich“ sein, da sonst ihre Affinkriimmungslinien zugleich Asymptoten- 
linien sein miiBten, woraus G,,= 0 folgte, was wir von vornherein aus- 
geschlossen hatten. 


Unter den uneigentlichen A.-R.-Flichen sind nun nach (2’) héchstens 


x = zx =0 ist. Dann aber 
ist » nach B.(a13) ein fester Vektor, also die Flache eine uneigentliche 
Affinsphire. Die uneigentlichen Affinsphdren sind also die einzigen 
uneigentlichen A.-R.-Flachen, welche zugleich Affinminimaljflachen sind. 
Eigentliche A.-R.-Flachen, welche auch Affinminimaljlachen sind, findet 
man bei B., 8. 186/187. Sie mtissen positive Kriimmung besitzen. 


diejenigen Affinminimalflachen, fiir welche 


Kagoshima, im Oktober 1926. 


(Eingegangen am 3. 11. 1926.) 




















Zum Teilerproblem. 


Von 
J. G. van der Corput in Groningen. 


Bezeichnet 7'(n) die Anzahl der Teiler der positiven ganzen Zahl n, 


so ist fiir groBes x, wie Dirichlet gezeigt hat, die Summe 5) 7'(n) 

nse 
approximativ durch die Funktion zlogz-+(2C—1)a darstellbar, wo C 
die Eulersche Konstante ist; genauer gesagt, die Funktion 


(1) (x)= 3) T(n) — xlogz —(20—1)2—} 


ist nach Dirichlet*) bei groBem x héchstens von der GréBenordnung yz. 
Nach Voronoi*) ist sogar 


(2) 4 (x)= O(Vzlogz), 
und ich habe diese Abschiatzung verscharft zu 
(3) A(z) =O(z2%), 


wo © eine geeignet gewahlte, von x unabhingige Zahl < } bezeichnet*); 
auBerdem habe ich noch bewiesen, daB © sogar < 3% gewahlt werden 
darf *). 


Mehrere Mathematiker haben jetzt (3) mit 6 <} (nicht mit 0 < 3% 
bewiesen, und ihre Beweise stiitzen sich, wie iibrigens auch die meinigen, 








1) Uber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie, Abhandlungen 
der Kénigl. Akademie der Wiss. zu Berlin 1849, math. Abhandlungen, 8. 69—83; 
Werke 2, 8. 49—66. 

*) Sur un probléme du calcul des fonctions asymptotiques, Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik 126 (1903), S.241—282. 

%) Neue zahlentheoretische Abschitzungen, Math. Annalen 89 (1923), S. 215—254; 
vgl. insbesondere 8. 251—254. 

*) Verschirfung der Abschitzung beim Teilerproblem, Math. Annalen 87 (1922), 
8. 39—65; 8.39; Berichtigungen 89. 


Mathematische Annalen. 98. 46 
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auf den Zusammenhang zwischen dem Teilerproblem und der Untersuchung 
der Summe 


S= ZS atattes (u™>1; l1sn’ <n", n’ und n” ganz), 
Wenn niamlich eine obere Schranke fiir |S| bekannt ist, so kann man 
daraus eine obere Schranke fiir | 4(2)| ableiten, so da8 das Teilerproblem 
jetzt auf zwei verschiedene Probleme zuriickgefiihrt werden kann: 

1. Gesucht wird eine méglichst genaue obere Schranke fiir | S|. 

2. Aus einer gegebenen Abschitzung fiir | S| ist eine méglichst genaue 
obere Schranke fiir | 4(2)| abzuleiten. 

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit beiden Problemen. 

Das letzte Problem wird behandelt in: 

Satz I. Hs sei u,>1, 41; fiir jedes Zahlenpaar u>u, und 
v>v, folge aus v<n' <n" < 20, n’ und n” ganz, die Ungleichung 
(4) SD etnt¥an| < P(u, v); 
die Funktion F(u,v) sei positiv und stetig, und aus u,lulUc2u, 
%SvsV<2v folge 
(5) F(U,V)<qF (u,v), 
wo q von u,U,v,V unabhdangig ist. Wenn dann m eine beliebige Zahl 
>i und >», bezeichnet, so gilt fiir die durch (1) definierte Funktion 
A(x) die Abschatzung 


«? 


(6) 4(2)=0(% loge) + 0(e4 f SF J FOP ar), 


v 
und zwar gleichmafig in ow. 
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind erfiillt mit F(u,v)—2v und 
q=2; denn die linke Seite von (4) ist Gn”—n’+1i0+1<20. 
Der Satz gibt dann 


4(z)= o(2: log z) + ot} 5 (=*') 


= o(2 log z) + o(<* ow loge), 
b 


also, w = 2x° gesetzt, 
A(x)= O(x* log x), 


womit die Voronoische Abschitzung (2) bewiesen ist. 
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Aus Satz I werden wir noch einen zweiten Satz ableiten. 
Satz Il. Es sei us 1, 21; fiir jedes Zahlenpaar u>u, und 
v>v», folge aus vgn’ <n” < 20, n’ und n” ganz, die Ungleichung 
| 5 
\n=n 
hierin bezeichnen ¢,, 8, 4, Mo, T (1LSo<s) geeignet gewdhlte absolute 
Konstanten mit 
(7) <5; Me> Gi 20 (1so<e). 


Es werde gesetzt 


a 
"maa <e, 5 uv" (log (1 + v))"*; 
: ! o=1 





Slot+ie _« _8(i—s) , 
"ester? layer | fale tl >; 
4ig 41. ” 2t0 =n. fle? 
%°= 748° O=l+T3 falls 4.+1=,; 
_ 2iot+2uo—1, = 2(1—t.) 
eee = mal Gl = 1 falls A, +1< me. 


Dann ist 


A(x) =O 5 2”* (logz)®. 
o=1 
Benutzt man das triviale Ergebnis 


a’ — 
>» nee < n”—n’'+1< 2», 
n=n' 
also 


¢=2, se=1, A=0, w=1, 1=0, =F o,=1, 
dann findet man die Voronoische Abschatzung 
A(z)= O(x* log z) 


zuriick. Eine bessere Abschatzung findet man, wenn man diesen Satz in 
Verbindung bringt mit einem Satze, dessen Beweis ich demnichst ver- 
Sffentlichen werde®): 


Es sei a<b, a und b ganz, k ganz >2, x= 2" f(t) im Inter- 
vall a<t<b reell, k-mal differentiierbar*), f"(u) stets > oder stets 
s<- 7 wo R eine von t unabhangige positive Zahl bezeichnet. Dann gilt, 

L— R\f°"(b) — ¢°-"(a)| 


5) Neue zahlentheoretische Abschitzungen, Zweite Mitteilung, Math. Zeitschrift. 
*) In den Endpunkten eventuell nur nach innen. 


46* 
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geseizt, die Ungleichung 
, a eee Be Se 
| ST etxeron| < ¢,L{R ae-3 4 7 * +L 3x—2 att) : 
‘n=e 
hierin bezeichnet c, eine geeignet gewdhite absolute Konstante. 
Es werde dieser Satz, falls n’<n” ist, angewendet mit 


2* avi 
a=n’, b=n", k=5, x=16, f(t)=2)ut, R=z;-—. 
) 5-7 4 
Die Voraussetzungen sind dann erfiillt, und wegen 
2* vf 2‘ (2)! 
——°-7 SR Saas 
8-5-7 ya 2557 4 


2* (Qu) 3-5 ut aF 


—> = -7- 9 
8-5-7 av Fw 7 








L=R\f™ (n")—f™ (n')| SRP (v)| < 
findet man dann 
| 3D etnsvan < {oo Pte uty 4 ott + ptt. gf tey-t ary 
n=n = ¢, (utes vit + ott + ya yitf), 


wo ¢, eine geeignet gewahlte absolute Konstante bezeichnet. 
Ist n’'=n”, dann gilt diese Ungleichung natiirlich auch wegen 
utcytt>1. Satz II kann jetzt angewendet werden mit 


1 51 


C, = Cs; s8=3; 4, = % Hy => t, =0; 
15 1 45 

4,=0, Vs = 16° t= 0; 4=— > Ms =F t =0, 
also 

8 51 15 

60+60 a7. ae Peers ett gy 
“eae ae ee ae ee 

a+ 0 +! ig*} ~ gts 


so daB aus Satz II folgt 
A(x) = O(a" (log x)®) = O(at4 (log x) tt) 


Ww n 
™ pa papas. Sere, pe, 
a 
30 * 30 


Diese Abschitzung ist die zur Zeit schirfste, da bis jetzt nur be- 
kannt war’): 
=O(ei) we MW i.b$51 1.1.3 
A(z)=O(as"*) mit fa-3- 3-3 8 
") Verschirfung der Abschitzung beim Teilerproblem, Math. Annalen 87 (1922), 
8. 39—65; Berichtigungen Math. Annalen 89. 
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Mit Satz I wird man niemals beweisen kénnen, daB | 4(x)| von 
kleinerer GréBenordnung als x** (log xt ist. Diese Behauptung ist klar, 


wenn w<v,+1 (da = log dann von der GréBenordnung z+ log = ist), 


und sonst ist, da wegen (4) mitn’=n” die Funktion F(u,v) mindestens 
den Wert 1 hat, 











2 %+1 
jJepee |S 4 u i (iSusgo,x >4u,), 
% 7 % * (% +1) 
also 
du mee uF} 1 (du i 
(8) iF: fr = >¢,o!, 
- (m+1)F ae 


so daB man mit dem Satze dieser Arbeit fiir 4(z) niemals eine bessere 
Abschitzung finden kann als 


A(z) = 0 (2 loge) + O(2tw!), 


und hierin ist entweder = logz oder x'w*>-ztelogiz, je nachdem 
w < oder > xt log? x ist. 


Wie scharf also auch die Summe 3 etxsvien abgeschitzt worden ist, 
der Satz dieser Arbeit wird fiir 4(z) niemals eine bessere Abschitzung 
als O(2x** log? x) liefern. 

Hiermit ist natiirlich weder behauptet, daB 4(2z) wirklich diese 
GréBenordnung besitzt, noch daB es iiberhaupt unméglich ist eine bessere 
Abschitzung fiir 4(xz) abzuleiten. Ich behaupte nur, daB die aus dem 
Satze abgeleiteten Ergebnisse niemals scharfer sein werden. Ubrigens sind 
wir noch weit davon entfernt, beweisen zu kénnen, daB 4(2z) héchstens 
von der GréBenordnung 2** log* x ist. 

Dem Beweise von Satz I schicken wir einige Hilfssitze voran, in 
denen angenommen wird, da8 die Voraussetzungen des zu beweisenden 
Satzes erfiillt sind. 


Hilfssatz 1. Ist p>o>1, 09>2v,, 80 sind die Summen 
4xtVun 4aiVun 


i= ™ Sami 


a<nSo ” oSnse n* 
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absolut genommen, kleiner als 


e, {2% ao, 
v* 


wo c, (deagl. c,,c,,¢, nachher) eine geeignet gewdhlte, hdchstens von v, 
und q abhdngige Zahl bezeichnet. 

Beweis. Es bezeichne w die gréBte der Zahlen o und 2v,. Mittels 
partieller Summation folgt aus (4) 


| nan” P | 
Lp eed F (u,v) 
1 ntort ge lie 


Diese Ungleichung, auf v = 2'w <o (1=0,1,...) angewendet, gibt 
| 426 Vun | I 
e < Cy > Tee), 
tz0 «(2° w)* 
2! wee 


(9): | * oder 5 
w<oder Sane %* ° 


und hierin ist nach (5) 


F(u, 2'w)<qF(u, v) (2°"*w<v<2'w), 











1 F(w, 2! w) F(u, v) — “ 
etntnnndoes 9q——— 
g!-lwy (24 w)t s y ot (2 wsvs2 w), 
also 
I 
F(u, 2! w) { "PF (w ) 
————< $ 8¢ f “de, 
(2! w)# mA ‘ 
wo 
so daB aus (9) folgt 
e e 
" ~y et tv un | j F ,v) Fi @) 
(10) | - “J oder § | < 26,9 Odes 2eq | 2" dv. 
| w<oderSnSo ” ae | iw v % v 


Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, falls w=o, d.h. o>2v, ist. Ist 
o<2,, 80 ist 
| sxiyun | ° J 
atvyun .) 
a) | YY =— <0, <a | & <o, | Zar, 
v* 
% 


| e<osergaste, net | Ag v 





da 9>2v, und nach (4) mit n’=n” stets F(u,v)>1 ist. Ist also 
o < 2v,, so folgt die Behauptung aus (10) und (11) 


Hilfssatz 2. Ist o0>2v,, t> ed so sind die Summen 


> etttvun oie Ds etntVun 


ste * “>e * 
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absolut kleiner als 


¢e-*F(u,e)sS aaygot f Zit) dv, 
wo c, (desgl.c,, und c,, nachher) eine geeignet gewdhlte, héchstens von vp, 
q und « abhdngige Zahl bezeichnet. ; 


Beweis. Aus ~ _ mittels partieller Summation 


und diese ee a v= 2'o (1 ganz >0) angewendet, gibt 


etztVun | F(u, oe 
| ty , 


7 
oe Ze ixo (2 @ 


etnivun Ri. v) 


e ° 











(12) 





und nach (5) ist 
F(u,2'9) <q F(u, 2°" 0) <q* F(u, 2°" 9) <...<q' F(u,@), 
also wegen 2° >q 





F(u, 2! 2) = , @) eee) 
8 7 = . 


Hiermit ist pat erste oh der Mtn fir bewiesen. 
Nach (5) ist im Intervall oS v<o 


F(u, @) Sq F(u, »), 


2 P(u, 4G) <2q F(u, v) 
: * 

also 

(14) Five) <9 got f Fee dv <2qo% fee ») de. 
te ° 


Aus (12), (13) und (14) folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 3. Wenn 


‘ - - log q 
(15) Q>2y, ye2u, ™> ing? 


tat, dann sind die Summen 


Ps T(n) etxivyn und Q?-F ~ Tn) gaxtvon, 


oder 
afdrnt t n>? n* 


absolut genommen, kleiner als 


Q? 
2 va 
oa | SJ OG ae 
} u ® v 
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wo ¢,, (desgl. c,,, ¢,, und c,, nachher) eine geeignet gewdhlte, héchstens 
von v,, q und t abhdangige Zahl bezeichnet. 
Beweis. Die Summe 


7 T(n) sxivyn 


nea 7 
kann gebracht werden in die Gestalt 
axivyad 
2. emai 2, &,+ 2 ,. 
asQ2 abs as a<os ss oxos~ 
also 
Lx || 2 \+2|) 2 
|as eS2| a<os as2 esos 











2 
Wir kénnen jetzt Hilfssatz 1 anwenden mit o=a, 9= —, u=ay, 


(@<Q); denn dann ist p>QS>ol1, e[N|j2v,. Wir bekommen 
dann 


1 F . 
<24)> 5 AGI») gy, 





(16) | 
und hierin ist nach (5) im Intervall a—}<uca. 


a 
u 





a u a 





Q 
> aS <24q jz y u,v) yo 
3 > 


es2 a ut 


so daB aus (16) folgt 


> 


asQ* 


Q? 
Q ry 
<4eyq {2 { Foe) ay, 
5 es v 


Hiermit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. 








Die Summe 
T( T(n) 


n>2* «>a 
kann gebracht werden in die Gestalt 


Se 2 Se =F J+ FZ St+Z eS 


a>2* ab>22> % = a>2b2za b>a 


etztven 
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also 


a 


| She 


<2) 


52), 


x 




















Wir kénnen jetzt Hilfssatz 2 anwenden mit u—ay, 0 = < (wenn 


a<2) und mit u=—ay, o=a (wenn a>); denn es ist dann 


@=>2>2v,. Wir bekommen dann: 


Q? 


(18) Ps [<taa ds _(2 ‘3 © f 2842 ao 


a>Q?) fo 


oa 2c, > a-* -a-"*F(ay,a). 
a>2 
Im Intervall a—}<u<a ist 
Q? 


Fay.) a, < fz Mayo be 
j , 
v 


Eo 


also nach (17) 


Q? 

a > 
7) oe avs 1 ee *) de, 
i a 
a % vt 


woraus sich ergibt 


Q? 


Q* 
a a . 
1 j 2#n9 u Fives _v) 
-> ~—-dv <2 Be Sie: dv, 
aty = vt = re t 


somit 


Q? 
(19) Zl trae aef 
v 


< 





Q* 
. 
bane _ v) ie. 


air 


AuBerdem ist 


(20) Sa-*-a-* F(ay, a) = ¥ > a-*-a-* F(ay, a) 


a> 1=0 glocase!+io 


und nach (5) ist im Intervall 2°'Q<a<2'*'Q 


F(ay,a)<qF wate ie Raa 10)<...¢9'*? F(Qy,Q), 


a~'-a-" F(ay, a) < Q™*(2'Q)~“q't! F(Qy, Q), 
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so daB nach (20) wegen 2°> gq 


bad i 
(21) Sy a--a-* F(ay, a) $ 9°" q F(Qy, 2) S'(5) 
e>2 l=0 


=c¢,,2°-** F(Qy, Q). 
Falls 


g2susa, Sess, alo 5 Q2<u<sQ, 5Q<v<a 


= Qu 


ist, so ist nach (5) 


F(yu,v)>—F (Qy, Q), 
also 
aa Q? 
Q ie Q Vou 
{4s f 7a — *) dev v> 1 F(Qy, 2) [4 m J dv 
2 gQ? 2 u : v* 
v2 20 yz 2u 
2-4] 
> oy P(@y, 2) f 44(2" 4 (c,, > 0), 
V2 
> ¢,, 2°! F(Qy, Q) (¢,, > 0), 
also 
antiie 1 —2r+3 f Pa v) 
(22) Q'' F(Qy, Q)<;-2 fe bad fas Bd 


Aus (18), (19), (21) und (22) folgt a zweite Teil der Behauptung. 


} 
Hilfssatz 4. Wenn Q2>1, 2=+5, ae<i<oe, n>4> 
g ganz >1 ist, 
= Y T'(®) xiVn _ 
(23) Qo(&sn)— 3 a tyr y "he , 
@, (é, n)= 2aif Q,-.(§+u, 0) du (h>1) 
gesetzt wird, und (?) einen Binoméialkoeffizienten bezeichnet, so ist 
g 
nie hat 1 
(4) | @, (8 9) —_ (— 1) *(2) Qa (E +02, 1+ 99)| 
n=0 ’ 


: —4))8nt+o-3 
< Og % |2| 


wo ¢,, (desgl.c,., ¢,, und c,, nachher) eine geeignet gewdhite, hochstens 
von n und g abhdngige Zahl bezeichnet. 
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Vorbemerkung. Aus der Definition der Zahlen Q, folgt, 
%+%+---+H= ¥, 


gesetzt, 
§+2+Y¥a, 
) Q,(é.9) = (228) fan J. fen 3 rin) { {yretxti na} 
Pe E+¥, 
| Beweis. Wenn fir h>0, k=>1 
k-1 
—i-n —1 
(25 ) P,.-1= D>, (—1)* ’ we )Q,(E+n2, +3 k—-5) 
n=0 


gesetzt wird, so ist die linke Seite von (24) gleich |P,,—P, ,|, und 


es ist 

v 
(26) Py jo — Pog = 2 (Py-nss, n-1 — Pon : 
Hierin ist 


xe 1)" (5) Q,-0 (FE +m20+ 3) 
-3\- . n{(EN + (Poh, .(E+ne.0 + 5k), 


falls mit i ") und ¥ rly die Zahl 0 gemeint wird. Somit ist 





7 


(1 "(So 3) pan (Ete nt 5H) 


it ee rh Q,-.(€+ nz, n+_k). 


Wenn in der ersten Summe n = m-+ 1, in der zweiten Summe n = m 
gesetzt wird, so findet man 


k-1 
21) Pave Si (MG (Peete 
m=0 


— Q,-a(¢+me.0+48)} 
Aus (25) und (27) folgt 


| F544, 8-1" 492k 
| k-1 oS 
(28) | —(— ym ("a){Qy-ne(E me ot gk -§) 


~Q,-1(§ + mete, n+ Fk) +Q,-4(E+mz, 1+ 58)}. 
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Wenn 
(29) g—k=h, nt+sk—=e, E+mz=4 


gesetzt wird, so ist der Ausdruck in (28) zwischen den geschweiften 
Klammern 


Qrs (x 6-5) — Q,(z + 2,0) +Q, (x, ¢) 


> 
—(2ni)"{ay,[...fay, oa 
0 0 0 . 


a>a? n 





(30) - 
* {2x1 Ya{ (yi aided ea Tee 
0 





z+2+Ya z+¥a 


— (yf etnt¥an) zr ieere + (yt etnurany stat Fal 


Mittels partieller Integration beweist man, da® der Ausdruck zwischen 
den geschweiften Klammern gleich 


— Ef {yst etna i ne 
also absolut genommen fiir hg —1 kleiner als c,,|z|2*-* ist. Nach 
(30) ist dann, da 
T(n) <¢, ¥n und 2¢>27+1 >3 


ist, 
| Qres(xeo— 3) — Q,(z +2, 0) + Q(z, ¢) | 


lz ja+t zt! 





4 
9.-\4) >)" yy Vn f-1 
< (22)"|2| > aa €,, |2|a°-* < Cy, 


a>@ n° Q*-i 
= 652° *|5[ t-te at s/*rrt 
wegen (29). Mit Riicksicht auf (28) folgt hieraus 
k-1 
-4} 2n+9-4 k—1 
| Po—a+s, 0-2 — Pa-2,21< 2% jz" on ( - ), 
n= 


also nach (26) 


- 2n+¢- 
[P o— Pa gl<en2 *|s|"" *, 


womit Hilfssatz 4 bewiesen ist. 


Hilfssatz 5. Istg ganz > ee x >4u, und >(g+1)*, 2>2»,, 


z= +>, und wird gesetzt 














Zam Teilerproblem. 709 


Begs tis 
4 - F(—2xu, 
wtwt..-+%=Y¥,, fafrr) a. o(te.0), 
} u % v 


8o tat 


d f.--fa P() % gtxiVay\ttet¥, 
(31) | . , % 2) at {y }esy, 


<¢,,2'|2\? yw (52,2), 





WO Cy (desgl. Cy,,..., Cg, nachher) eine geeignet gewdhlte, héchstens von 
v, q und g abhdangige Zahl bezeichnet. 
Beweis. Wenn man die Summe > in zwei Teilsummen _Y und 
n=1 ss Q? n> 
zerlegt und die Bezeichnung des vorigen Hilfssatzes benutzt, so findet man, 
daB die linke Seite von (31) 


(32) <|fouf fay, 3 |+ (2)~*} Q(z, 3) 


ist. Im ersten dieser zwei Glieder benutzen wir die Beziehung 











z+2+¥y, 
{y? any.” = ii (yi et*#¥av) dy 
(38) z+¥y, 
a+z+Y¥, zt+z+¥y we 
| = Sad yn f y? eft dy +4 f y~i et tthny dy, 
a+¥, 2+Y¥, 


und da hierin |y—a|<|z|+|Y,| ist, so ist wegen x >(g-+1)* und 
Q>2 


b 
(34) ly—2|<(9+Dl2|=(9+ D5 < ge. 
also 
(35) g2<y<se, 


so daB (5), eventuell zweimal angewendet, gibt 
F(yu,v)<q°F(52u,»), 
also nach der Definition der Funktion V 


(36) (y,2)<9q°¥ (52,2). 








710 J. G. van der Corput. 


Nach (35) ist $2 >y>}22>2u,, so daB nach Hilfssatz 3 
a+z+¥y, 


t 
I (n) ytower-2 etat¥avdy| < |2|(F2) C,, P(y, 2) 


—, } oder § 
aSarn 2+¥, 


< Cy, 27 | 2|¥ (5 s, 2) 


ist, und aus (33) folgt dann 


y Tim) f yk esnsVan\eter¥e| < Cg 2? 2|¥ (52, 2), 





ra at . ad 
also 
fen f..fay, 229 arena 
(37) ansa2 n* . 
< tq? |2|**! P (52,2). 
Nach dem vorigen Hilfssatz mit § = 2, 7 =? ist 
wv 
on 3 1 | 
— 3 (— 19" (9) @o(2 +02, 7 +39)| 
(38 ) n=0 
< Cy, 2~*|2|"** <c,,2%|2|"* eect x, 2) 
wegen (8). Wegen g> at darf nun Hilfssatz 3 mit t= Z ae 59 an- 


gewendet werden, da sy 15) erfiillt ist. Im Intervall 
rt+nzes<ysrt+(n+l1)z bow. r+(n+1)2eQySr+nz 
(0<n39) 


gilt (34), also auch (35) und (36), und nach Hilfssatz 3 mit += 
ist dann wegen (36) 


1 
+39 


me] or 








1 
Y\—2z,Q 
T (nm) etziVyn <c Sine) «6. tig”) 
\ Soon? +9 . gett” 
also nach (23) und (35) 
1 
¥ (52,2) 


|Qo(x+nz, a4 59)| < ae,9°(38) 


= ¢,,2t|2|°*" w(< 2, Q), 
so daB aus (38) folgt 


(39) 1@,(2. 5) | <ceuat lel" #(52,2). 
Mit Riicksicht auf (32) folgt aus (37) und (39) die Behauptung. 


aaa 


| 
| 
| 








6 24, wt @ ws ew 


- 


Cc 


leo) 
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Beweis von Satz I. Zuniichst zeigen wir, daB die Voraussetzungen 
von Satz I mit g > 2 erfiillt sind, wenn F(u,v) durch Min (F(u,v), 20), 
d. h. durch die kleinste der Zahlen F(u,v) und 2v ersetzt wird. Aus 
(4) und 


Ma 


| etntVan | <n” —n’+1on"<2v 
n 


folgt 
| 3S etxtVan | < Min (F(u, v), 2v), 


und aus wlulUc2u, 1 Sv <V< 2v folgt wegen (5) 
F(U,V)<qF(u,v) wud 2V<2-20<q- 2v 


wegen g > 2, also 
Min (F(U,V), 2V) << qMin(F(u,v), 2v), 


so daB in den Voraussetzungen von Satz I die Funktion F(u,v) durch 
Min(F (u,v), 2v) ersetzt werden darf. Und ist Satz I mit Min(F (u,v), 2v) 
statt F (u,v) bewiesen, d. h. gilt Ungleichung (6) mit Min(F (u,v), 2v) 
statt F(u,v), so gilt diese Ungleichung auch fiir die Funktion F(u, v). 
Beim Beweis diirfen wir also F(u,v) durch Min(F(u,v),2v), ersetzen, 
d. h. wir diirfen F(u,v) < 2v voraussetzten. AuBerdem kénnen wir noch 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit z* < w < x* voraussetzen. Denn ist 
(6) unter dieser Voraussetzung bewiesen, so darf w = xt gesetzt werden, 
und dann ist wegen F(u,v) < 2v 

at 

ue 


A(x) = O(xt log x) +0(st{ % do v) 
4 v 


a" 


= O(xtlogz) + oft f az. (s8) 
re u 


= O(x* log x) + 0 (2#{ és) = O(xt log z). 
4 


Hieraus folgt, daB dann (6) auch fiir jedes w <x! und auch fiir jedes 
w>z* gilt, da fiir jedes w < xt 


t 
x logz > xt log z, 
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und nach (8) fiir jedes w > 2? 


xi (2 f F(s**) dy > c,ztwi>c, xt loge 
J at gf 


bei hinreichend groBem z ist. 


Es ist jetzt leicht, mittels des vorangehenden Satzes den zu beweisen- 
den Satz aus der bekannten Beziehung 


(40) fa (y)dy = cy, ct 3’ 20) sina ynz+0(z2'), 

a=1 #* 
WO Cs, (desgl.c,, nachher) eine absolute Konstante ist, abzuleiten. Ich 
wahle fiir g die kleinste ganze Zahl > Ton! und ich wahle z, 2 undz, 


> 


so daB die Voraussetzungen von Hilfssatz ; “thi sind. Aus (40) folgt dann 


uy 


i z Qiz! 
A(y)dy— on Se =F ts! sinda jn DYETET| < ey, 2t = ey’ re 
2+¥, s 


so daB das Integral 


z z z a a 
J=Jdy,f...fdy, J 4(y)dy 
0 0 v 92+¥, 
die Ungleichung 
‘ 41/2 1 
(41) J| < Cy, |2 |" NG +atw (52,2)! 


erfiillt; hierin hangt c,, (desgl.c.,, cg, C,, und c,, nachher) héchstens 
VON t%,, % und g ab. Nun ist, 
ST(n)\—r(z), xlogz+(2C—1)e+4—R(2), 
ase 
gesetzt, wegen (1) 
A(x) =1(x)— R(x), 
und wegen 
. |R’(x)|<¢y loge und |y—2|<(g+1)l2| 
ist 
R(x) — R(y)| < ¢,,|2| logz, 
so daB das Integral 


z a+2z+Y¥y, 


n= fayf..fay, f ‘cyddy 
- 
die Eigenschaft besitzt 


2+2+¥y 


\J—J,+20+* R(x = |fau, f. fay, J (R(x) — R(y))dy| 


a+¥y 


< Cyq|2 ere log x, 








Zum Teilerproblem. 7138 
also nach (41) 
3 Q 1 \ 
(42) |2-9-1J,— R(z)| <n} S ms? 3 +aty(52,0)}, 


Da t(y) mit y monoton wichst (einschl. Gleichheit), so ist 2-9-1 J, > 
oder < 1t(x), also z~¢-2 J, — R(x) > oder < A(z), je nachdem z positiv oder 


4 + 
negativ, d.h. je nachdem z= + 5 oder — 5 ist. Aus (42) folgt dann 
i Q 1 
A(a)< ou} 5 log # + 7 +2tv(52,0)}, 
wenn man z positiv wahlt, und 
t Q 1 
A(x) > —¢,, (s log x + Stete(s x,0)| , 


wenn man z negativ wiahit, also 





, | 
(43) A(a bes eke +2 y (5 2.0)}. 


Wegen w > x* ist bei hinreichend groBem x die Zahl w >2,, so 
daB 2 =a gesetzt werden darf. Wegen w < «* und (8) ist 


«?* 


@ 





(44) “sotzi< igh} freee, 
zx 
und es ist 
. * F( zu =) 
1 du 
v(pz0)- JJ cy 
4 % 
io = 
— Val fea 
i 
4 % 


< Vif 2 [2emay, 
dutd ot 


also 


(45) (22,0) | < ey f a f Bem ” de. 
i u fo v 


Mathematische Annalen. 98. 47 
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Aus (43) (mit 2 =a), (44) und (45) folgt die Behauptung von 
Satz I. 
Beweis von Satz II. Wird Satz I mit 


F(u,v)=c, Su’ v"* (log(1 + v)) 
o=1 
angewendet, und wird 
%q = (log (1 + ))" 


gesetzt, dann findet man fiir jedes mw >2 und >», 


@?* 


f Pen, yo de C, ye — v”*~* (Io (1+ )) de 
g 


o 
rn lo 


o 


i -3+4, ‘w? He-? 
oO 
: Gos s 1,2 u (=) du 
o=1 


i 
(wegen (7); hierin bezeichnet c,, (desgl. c,, nachher) eine geeignet ge- 
wahlte absolute Konstante ) 


@ 


2H, | 
=e 32,20 ae "du 


ut > Po a i ee + L x? w”*** log w 
3” z,2°° w'"e~¥\ 


(S" enthalt die Glieder mit 4,4-1>y,; =” die Glieder mit 4, +. 1= 4, 
und schlieBlich 3” die Glieder mit 2, + 1 < yu,) 


= Cs, ey x, 2% a ethe-' +» z,2°° aot log w +>) 0° 0"), 
Folglich ist nach Satz I 
me zt F tthg  Igttg—} — L+i, 2,44 
(46) A(x)= Of Fler t+ S22 @ +2 1,2 @ log w 
+) z,2 tt y?"e4\, 


Es werde jetzt die Summe 
: —w 444, A.tpe-? r gee tot 
2= 2* wm”? '* *(logz) °+ > a” “oe” ¥ (log x)” 


re. ig it te 4 (log x) ° 


o 


1 
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betrachtet; man beachte, daB die in (46) vorkommenden Faktoren 
log(1-+-@) und logmw durch logz ersetzt worden sind. Die in der 
Summe = auftretenden Exponenten von @ sind positiv; denn in >" ist 
Ac +1>4., also 


he + fe — 5 > 2 (He — 4) > 0 


wegen (7); in =” ist 
1 { 3 
24+5=2(ue—4)>0 
und in =” ist 
3 
2 Ho — 3 > 0. 

Die Summe = enthalt genau s Glieder. Der Wert des gréBten dieser 

Glieder ist eine stetige, monotone, unbegrenzt wachsende Funktion von w, 


die fiir m+ 0 nach Null strebt. Und = logz ist eine stetige, monoton 


abnehmende Funktion von w, die fiir w—+co nach Null strebt, fiir o—+0 
unendlich groB wird. Folglich ist es méglich, die positive Zahl w so zu 


wahlen, daB = logxz gleich dem Wert des gréBten in 2 vorkommenden 
Gliedes ist; wir werden sofort sehen, dab bei hinreichend groBem zx die 


t 
Zahl wo >2 und >»w, ist. Da & aus s Gliedern besteht und — log x 
gleich dem gréBten dieser Glieder ist, ist 


at a? 
(47) — loga +2 <(s8+1)— loge. 


Wir haben @ so gewahlt, daB es mindestens einen Wert von o (1 <o<s) 
gibt, derart, daB entweder 


(48) = loga = a***q'**"*"* loge)”, do +1 > pes 
oder 
(49) 2 loge = att @"* (loge), det 1 = pe, 
oder 
(50) 2 loge = 2!" ¥ (log2)™, dg +1 < pe 


ist. Es ist schon bemerkt worden, daB die in diesen diei Beziehungen 
rechts auftretenden Exponenten von @ positiv sind, und wegen (7) ist der 
rechts auftretende Exponent von 2 kleiner als }. Hieraus folgt, dab w 
mit « unbegrenzt zunimmt, so daB bei hinreichend groBem z die Zahl 
o>2 und >», ist. 

47* 
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Gilt (48), so ist 


1 24,+2"5-1 


~ log 2) (atte qytothom4 


2 log z = ‘(es log x 


3A 24,42u,—14+21,\ 24,424,41 ; 
— (att (ag \tetthe ts) FSAI 2 (log); 


gilt (49), so ist 


\4"e-3 ; 


r $ +h tag-2 tot \2 44-1 
= logx = {(2- log x) z* °w* i * (log 2) ‘y} 


1 
( Siecle’ Inti 


(log x) 


und schlieBlich, falls (50) gilt, ist 


4ug-3 


= log z = {(2! log z) 


2u,- ~ | eo. 
an (a**et ug * (log x)**° S+81q\ 4H, _ Pe (log x)°°. 


Es ist also stets 
4 


zx %o / 2, 
— log x = x"* (logz)"*, 


folglich nach (47) 


1 


(at*¥o9*"4(Jog2)") }" 


*tne— 


r.\2) 24,+24,+1 : 
(log a) *) 


1 





1 \e 
eo" = 29 (logz)**, 
1 


1 





zt : ‘ 
(51) = logx +2 <(s+1)2"" (log) <(s+1) Dd’ x"* (logx)”. 


o=l1 


Diese Abschiatzung werde jetzt in (46) eingesetzt; zwar haben wir 
die in (46) vorkommenden Faktoren logw und log(1-+) durch logz 
ersetzt, aber aus (48), (49) und (50) ergibt sich, daB in allen Fallen 
log a = O(logz) ist, so daB aus (46) und (51) folgt 


A(x) =O S 2”? (logx)**, 


o=1 


was zu beweisen war. 


(Eingegangen am 10. 11. 1926.) 




















Zum Kreisproblem. 
Von 


L. W. Nieland in Groningen. 


Der Zweck dieser Arbeit ist zu zeigen, daB die von Herrn van der Corput 
in der vorangehenden Abhandlung entwickelte Methode nicht nur auf das 
Teilerproblem, sondern auch auf andere Probleme angewendet werden kann. 

Dazu wihle ich dasjenige asymptotische Gesetz der Zahlentheorie, 
welches nach Herrn Landau’) den scharfsten Priifstein fiir alle Methoden 
bildet. 

Ich meine das Kreisproblem : 

Es sei U(n) die Anzahl der ganzzahligen Lésungen der diophantischen 
Gleichung 

n=2*+y*. 
Bezeichnet x eine positive Zahl, so ist die Summe 


A(2)= SU(k) 


= Anzahl der Gitterpunkte der Kreisflache mit Mittelpunkt 0 und Radius jz 
= Anzahl der GauSschen komplexen Zahlen mit Norm <z, 
= 1+ vierfacher Anzahl der Ideale mit Norm < x im GauSschen Zahlkérper. 


Wie GauB*) gezeigt hat, ist die Funktion 
P(z)=A(z)—22 


bei groBem x héchstens von der GréBenordnung xz. Nach Herrn Sierpiriski *) 
ist sogar 


(1) P(x) = O(z+). 


*) Die Bedeutungslosigkeit der Pfeifferschen Methode fiir die analytische Zahlen- 
theorie [ Monatsschr. fir Math. und Phys. 84, S. 1—36], 8S. 2. 
*) Werke II, 8. 269—291. 
5) Prace matematyczno-fizyozne 17 (1906), S. 77--118. 
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Im Jahre 1922 hat Herr van der Corput‘) eine Methode verdffent- 
licht, mit der er zeigt, daB bei geeignet gewahltem konstantem @ < } 


(2) P(x) = O(2x®) 
ist, und die Herren Littlewood und Walfisz®) habén bewiesen, daB diese 
Beziehung sogar fiir jedes a 

6= ind +e 
giiltig ist, wo « irgendeine positive Konstante bezeichnet. Sie fiigen die 
folgende Bemerkung hinzu: 

“This result is new, but we do not regard this as the main point 
of the present paper. Doubtless no proof of (2) (with @<}) can be 
altogether easy; but whereas van der Corput’s method is probably the 
most formidable argument in the whole of pure mathematics, it will be 
found that the proof given here is both reasonably short and not impossible 
to grasp in its entirety.” 

Die von den Herren Littlewood und Walfisz gefundene Abschitzung 
ist noch von Herrn Landau*) verschirft worden zu 


P(x) = O(a 0? log®¥ 2), 


und Herr Walfisz*) hat mittels der alten van der Corputschen Methode 
gezeigt, daB sogar 


163, 
P(x) = O(a) 
ist ( ,sogar“ wegen 
ee ee ee 
4 3 3 43 B12 Tie)’ 


aber ich werde in dieser Arbeit mit der neuen Methode von Herrn van der Corput 
ziemlich leicht zeigen, daB 


(3) P(x) = O(z*) 


ist, und diese Abschatzung ist besser als die genannte Abschitzung von 
Herrn Walfisz wegen 


ae a ee ee | 


*) Verschirfung der Abschitzung beim Teilerproblem [Math. Annalen 87 (1922), 
8. 39—65], 8. 39 und Neue zahlentheoretische Abschitzungen {Math. Annalen 89 (1923), 
8. 215-254], 8. 217. 

5) J. E. Littlewood and A. Walfisz, The Lattice Points of a Circle [ Proceedings 
of the Royal Society A 106 (1924), pp. 478—487], p. 479. 

*) E. Landau, Note on the Preceding Paper [ebenda, S. 487—488]. 

*) A. Walfisz, Teilerprobleme [ Math. Zeitschr. 26 (1927), S. 66—88). 
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Der in der vorliegenden Note gegebene Beweis kann iibrigens noch 
vereinfacht werden, wenn man nur Abschitzung (3) braucht; ich werde 
jedoch mehr beweisen. Die Abschitzungsmethoden der letzten Jahre haben 
gezeigt, daB es einen genauen Zusammenhang gibt zwischen dem Kreis- 
problem und der Untersuchung der Summe 

n" , 2 : 
S= Serttewtm) (g>1; 1S n' <n"; n’,n” und w ganz). 

Aus diesen Methoden ergibt sich nimlich, daB es méglich ist, eine 
obere Schranke fiir | P(z)| zu finden, wenn man |S| nach oben abge- 
schatzt hat. Um diesen Zusammenhang médglichst allgemein zu formu- 
lieren, leite ich hier folgenden Satz ab‘): 

Satz I. He see x1, m1; fir c=>x%, ven, und wen, 
folge aus wv <n’ <n" < 20, n’ und n” ganz, die Ungleichung 
(4) | > en Vatwtte") | < F(z, v, w); 


die Funktion F(x, v,w) sei stetig und aus 
%SraXSK2r, nsvsVs2, nsowlws2w 
folge 
(5) F(X, V,W)<qF(z, v,w), 
wo q von x, X, v, V, w, W unabhangig ist. 
Wenn dann w eine beliebige Zahl >n, 2 bezeichnet, so gilt 
' S@V¥3  Vat—wi 
a? @w 1 
Ro 


sc 
= 

&R 

“cis 
toe e 
= 

oi 
— — 


und zwar gleichmafig in w. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind erfillt mit F(z, v,w)=2v 
und g= 2; denn die linke Seite von (4) ist <n”—n’+1<2v. Der 
Satz gibt, w =x? gesetzt, 


x 


P(x) = o(= +> +2t 4) =0 (_ +2t.2%) = 0(z*), 


womit die Sierpiriskische Abschitzung (1) bewiesen ist. 
Aus Satz I werden wir noch einen zweiten Satz ableiten: 


*) Ich schlieBe mich in dieser AbLandlung tunlickst der vorangehenden Arbeit 
von Herrn van der Corput an. 
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Satz Il. Hs seien die Voraussetzungen von Saiz I erfillt mit 
a . 
F(x, v. w) = ¢, Dy vw"; 
o=] 


hierin bezeichnen c,,8,4¢, to, ¥o (los) geeignet gewdahite absolute 
Konstanten mit 


o- 9 l 3 1 
(7) ta > He 5 Yat Mo 5 Ye —1. 


Es werde gesetzt 


Qie + Ha + ¥o ee " 1 ~ 

Fine 7% Qe +1 = 6, falls %o 7 Fo an 9 nebst Yo > 1, 
(8) Ble + po — 1 38 

ee Tite — 1 rn 6, falls Mo 2 nebst Ye a Te ; . 
sonst 

l 
he + 4 = 6, 

Dann ist 


P(z)=0( Sx"), 


o=1 
Auch hier findet man mit F(z,v,w)=2v die Sierpinskische Ab- 
schitzung zuriick, da dann s=1, 4,=»,=0, w,=—1, ¢,=2, also 
#,+%,> 3, %, > —1 und wegen (8) 


ee 24+, : 1 


1 2u,+2%,4+1 8 
ist. 
Eine bessere Abschitzung findet man, wenn man Satz II in Verbin- 
dung bringt mit einem Satze*) von Herrn van der Corput: 


Es sei a <b, a und b ganz, k ganz >3, x = 2", f(t) im Intervall 
ast<b reell, k mal differentiierbar (in den Endpunkten eventuell nur 


nach innen), f“(t) stets => * oder stets < — * wo R eine von t un- 
abhdngige positive Zahl bezeichnet. Dann gilt, 

4=|f*-"(b) — f*"(a)| 
gesetzt, die Ungleichung 


b 1 2 4k 4 
—y 3 - =. “a - eo 
SS etmrim| ¢,{(4R)-R —§1(4R) °+(4R) **-*.R° “\; 


hierin bezeichnet c, eine geeignet gewdhlte absolute Konstante. 


*) Dieser Satz wird demnichst in der Math. Zeitschr. verdffentlicht werden. 
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Es werde dieser Satz, falls n’< n” ist, angewendet mit 


a=n'’, b=n", k=5, x= 32, fit) = 5 Va(w* +e), z>2,21, 
NM Swsvcn <n" <2v. 


Dann ist 
f (t)—= gabe (wt4 2%)” 
f" (t)= get {(wt +e)? — (wtp at) Ne 52* w*(w? +2) -# 
f” (t) = —Sa* w*t(w* +22)! 
FIP (t) = —S ah w? {(w*-+ 42)! — 54*(w* +02) ¥) 
= = ge wt {whey *— 5(w2 + 0) but (wt ety A, 

Also 

fiP (t) = 6ar* w* (wo* + 42) ~# — 1B ph aot (yy 4 g2) 4 

fY (t) = — 302*wt(w* + #2) “Fy AB ot ott (w2 + 12)! 


= — +302! wt(w? + £2)! — 2-30 2? w*t(w? + 1%) ~# 


+ te at w! t(w* +42) 4, 


und hieraus ergibt sich, 


; = 5-302! wt(w? + 22) 7# 


gesetzt, die Ungleichung 


f"(t)<S—F: 





denn es ist 
7 + w*t(wt a)? 
105 rm) 2. -} — se & 
w* t(w* + ¢*) 

wegen ¢>n’>w. Dann ist 
2, ,%)4 2) j 6 ¢ 
Ba Si ot 8 — + 
30 2? we = 30 ale = 80" at w? zt ws 


(wegen tn” <2), wo c, (desgl. c, nachher) eine geeignet gewahlte 
Konstante ist. AuSerdem ist 
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A = |62#w*(w*+ n”*)§ an 5 at w ‘(w+ n”?) 4 a 6xt w? (w*+n’2)~$ 
oS Sebati nt 


$ 1b 


w*(w*+n’*)? f+ w* (w? +n')7? 
< (6+ =) 2* w* (w*+ n’ .¢., 142? w%y-5 


< 62 


wegen w?+ 2’ > n’*> v*. 
Hieraus folgt 4R < 14c,v, also 
- 20 


| Dy ett Vectra) | <¢,{o(2~* o*w-*) + yt me 


1s, 6 


i 2 
=o,{2¥ v8 wis+ vie 2 46 23” Bw 23 


=" 


Wegen 28 ys wis >] gilt diese Ungleichung auch falls n” =n’ ist 


so daB jetzt Satz II angewendet werden kann mit 





1 4 1 P 15 
¢,=c&; e= 8; 4. = 4, = >> = i 4,= 0, Ma = 76° y= 0; 
; 1 24 2 
44 = — Ms = 93° 1 —~ aie 
also 
gt 424 1 
0 ae aed eet ae 
. -o ae Tee 48+4+30 82’ 
.” oe 
15 
UE: NE Oy een cn Be 
: 15 - ee 3 446 > 8 8 82 82 
2-Fgt+2-0+1 
und 
2.—!,¢,-3 
9, — 46 23" 2 _ —14+%-2 _ 21 _ 27 
a | | 4-445 8 ~° 
. 295 + 2-og +1 
folglich 


Dem Beweise von Satz I schicken wir einige Hilfssitze voran, in 
denen angenommen wird, da8 die Voraussetzungen von Satz I erfiillt sind. 


Hilfssatz 1. Ist p>ao>2n,, w<a, 80 sind die Summen 


et! Va (w* + n*) - y ett Valu +n*) 
—___—_—_——__—— u 


o<mse (wt+ns)tomrt odnse (wttnsytomed’ 
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absolut genommen, kleiner als 
c, { Pezenem dv, 
ee 


wo ¢, (desgl. c, nachher) eine geeignet gewdhlte, héchstens von n, und q 
abhangige Zahl bezeichnet. 


Beweis. Mittels partieller Summation folgt aus (4) 


| a” ett Vaw +n) F(z,v,w) 
| ae Sat See 
learn’ (w+ nt)? v 





Diese Ungleichung wird angewendet auf v= 2'c, wo 1 durch die 
Zahlen 0, 1, 2 usw. lauft bis zum gréBten Wert von / mit der Eigen- 
schaft 2'6<. Man findet dann 


(9) [a nl nw a 
| o Coder SnSe (w* + na)t ord | * Zo (2'e)# 
ose 


und hierin ist nach (5) 
F(x, 2'o,w)<qF(z,v,w) (2'*o<v<2'o), 
1 F (2, 2'o, w) 2Qq F(z,v,w) 





ai-1, ata t = vf 
also 
a'o 
F(x, 2'o, w) P jf Ziesgn 
a <2 ———— dv, 
(24s) = iF" & vf 


so da8 aus (9) folgt 
eV & (w* +n") 


: <2qq | Reap, 


v 





o Coders nse (w*+nt)? Mort 


fo 


Hilfssatz 2. Ist 9 >2n,, t ~ tt w<o, so sind die Summen 


+4 ett V a(w* +n) et Ve (wt +n) 
SS. «a Sie 


nze (we+n*)* a>e (witnt)® 
absolut kleiner als 


¢, “E:8-") < 26,q08-™ j en, 


o2t 9 
te 


wo c, (desgl.c, und c, nachher) eine geeignet gewdhlie, héchstens von n,, 
q und t abhdangige Zahl bezeichnet. 
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Beweis. Aus (4) folgt mittels partieller Summation 


a” yo 
|» envowr+e ‘ F(x, », w) 


E.- (w* + n*)* 8 wv 


Diese Ungleichung, auf v= 2'9 (1 ganz >0) angewendet, gibt 
a Va(w +n) | l 
7 nie] F(2z,2 pes w) 
(10) | (wo? pnt) <a > ; 


I 
| > oder 20 1=0 (2°@ 








nach (5) ist 
F(z, 2'o, w) SqF(z, 2*“*e, w) 
<q’ P(x, 2'*o, w) Ss °* <q‘ F(z, Q; w), 


also wegen 2°' >q 





Ss —— 


57 F(x, 2'e, w) — Pie ew) tg Flee.) 
(11) _ (2' 9)** => > (&) Cy 0 


Aus (10) und (11) folgt der erste Teil der Behauptung. 
Nach (5) ist im Intervall 50S v<So 


F(z, 0, w)<qF(z,v, w), S Pee) < aq Meee) 


va 9 
Also 
F(z,0,w) tm [ Flee) 
oe <2¢e oe dv. 
te 
Hiermit ist der letzte Teil der —— a 
Hilfssatz 3. Wenn Q>4n,, > aie und >; , dann sind die 
Summen 
U(n)— aiVan Q**-7 U(n) et Van 
Feder} ° und st 


isasarn n> @ n* 
absolut genommen kleiner als 

;2v2 VH-we 
Cro f dw f et 3a dv, 


nn 


WO Cy. (deagl. C,,, Cig, --+, Cg, nachher) eine geeignet gewdhlte, héchstens 
von %, q und t abhdngige Zahl bezeichnet. 


Vorbemerkung. Das in dieser Behauptung auftretende Integral 
}ov8 Vane 
f dis f F(z,v, ©) 9, 
v! 
wo 


Mo 
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ist gréBer als eine geeignet gewihlte, héchstens von n, abhingige positive 
Zahl. Denn setzt man in (4) n’=n”, so findet man 
(12) F(z,v,w)>1, 
so daB das betrachtete Integral gréBer ist als 


Zn, wV8 
dv 

f aw f 7” 

no w +%v 


da im Intervall n,<w<2n, die Ungleichung 
w (3 = Y8w* < J 16n} — w* < J 2?— w? 


Beweis. Die Summe 


gilt. 


U(n) aiVan 
} oder 4 


isnfQ* 1sS0n52° 2 


kann gebracht werden in die Gestalt 


fo tal ~ 
y mm +y et Vz@ +) 


— ee ee eee 
isms) 0<e+ HE" (a°4+ p®) t oder § 


ett Vee 4 Dy ett Va (a* + d*) 
r foe 


2 od if 7 
1s6s2 6° “"y 


=4 


My 


1505428 a<os Vane (2° +d") 


44 > Ds toe +H) 





1s0540V5 osvgvarce (a*+ bet t 
also 
~ 
eal. S4 a +4 e - 
'1S83 2° 136s6 iSaS42V2 'a<dsym_@ 
(13) ox} . 
+4 a - 
1sashnye asosV@-@ 
Dann ist 
= ,ave ¥ 22 — w? 
(14) 7 < an = Cy; = Cia f dw f F(x,v,w) dv, 
'1g052 ba1 6 ; 


Mo w ° 


wegen der Vorbemerkung, und 


a Be he ae 


1SaS2nt+l ‘abs VR?-a& 1SaS2n,+1 ass¥-w 


<P oer ee 
(15) 1SaS2n,+1 aSdSV2*-@ b 
40V8 = ViRR—w 
< 2(2n,+ 1)e,; < Cis f dw f ee) dv. 


v 














No w 
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Auf die iibrigen Glieder von (13) kénnen wir Hilfssatz 1 anwenden mit 
o=a, o=VQ*—a’*, w=a, denn dann ist o>iQ2V2>a>2n,. 
Wir bekommen 

GS 


| Fe ae 
Wmotli<aspQyz 




















Z| 


asbsV2*-@ 








2n,ti<aSiOVe 'a<dsV*-@ 
(16) ¥2-@ 
| < 2¢, P 4 F(x, v, a) de. 


Inti<eSZOV2 Jo of 
Hierin ist nach (5) im Intervall a—i<t<a 


F(z, 0, a) Ss qF (x, v,t)s q° F(z, v, ; t) ? 





also 
i ad V2? -@ F(z, », ; t) VR F(z,», . t) 
f \z v,@) dv<q* dv <q’ . dv 
ha ° 4a s he v 


(wegen a>2n,+1 ist }¢>3(a —})>n,) 


a V2?-# 1 
<2q* { at f "F(,0. 34) 
ie o-t of 





dv, 


folglich, 54 = w gesetzt, 
V2—-@ 42V2 VR?-# P(:, ‘i ‘) 


1 
> f = Gee) dv < 2q* f dt f hid. SUP 
9 2no he 


2a +i<aSZQV? do v* 





(17) 
2V2 Vie s2v2 Vw 
—4q" { dw f F(e.0¥) dy < ag [ dw f F(z.) gy. 
ny w v* fo pd v? 
Aus (13), (14), (15), (16) und (17) folgt der erste Teil der Be- 
hauptung. 


Die Summe 
es - U(®) x Van 
a>2? n> n* 


kann gebracht werden in die Gestalt 


‘nia? + 6? 
et Vee + 67) 


n> 2 +> 


=4 F446 oe _ +t Dd . 2+e 2 2 


a=0, b>” 1S02}2)2 > VH-@ a>$2V2 b2a a>}$2V2 d>a 


o 
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Pi ae mee 
(18) n>2* a=0,b>2 1SeS42V2 'd>V2*-@ 
| +4 D |S |4e FD 
a>$2V2'b2e a>$2vVe2 'b>a! 
Dann ist 
em Veh 1 bad 1 
= < —- <Qi-% > —. 
a=0,b>2 =, b** <2m a1 of 
(19) 0V3 yore 
<Q4-**.¢, f aw f Reet g 
Mo va ss 


wegen t>% und (14), und es ist 


Sa et ae ae 


isaS2n,+1 'b>V2?*-@ 1SaS2n,+1 b>42V2 











$-2: atte oe 
(20) < (2n,+1)- ($72) a! Sar 
b=1 . 
40V2 Vw 





<¢,2'-* [ aw f F(s,¥1¥) gy 
Mo w wae 
wegen t>% und (14). Auf 


5 | 2) ele oe 


| 
2nnt+i<aS$QV? | b>V2*=—a? a>}2Ve2 'b2a a>}ayv2 


2 


b>a 





wenden wir Hilfssatz 2 an; bei der ersten Summe setzen wir 


3 3. ° 
e=)Q*-a*®; w=a; 
bei den zwei anderen Summen setzen wir 


eo=w=—a. 





Die Voraussetzungen von Hilfssatz 2, dab 9 >2n, und w<og ist, sind 


erfiillt, denn es ist in der ersten Summe 
o= (2?*—a? > QY2Z>a—w>2n, 
und in den beiden anderen Summen gelten die Beziehungen 


o=w=a>2n. 
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Wir bekommen dann wegen (18), (19) und (20) mit c,, = 4¢,,+ 8¢,, 


sQy2 V¥Q*—w? 


» |<e,at-" f aw { r{s:9#) gy 


‘n>? vt 
V¥Q?*—@? | 
(21) +8-2-¢,q > (yo*—as)*-" TE) de : 
2n,+1<astQ Ve Gee v 


+ 8e, Py a~** F(z, a,a). 





Im Intervall a —-}<t<a ist wegen (5) 


— 


F(z,v,a)SqF(z,v,t)<q’ F(z, 0 a) 


also, da in der zweiten Summe rechts von (21) t< a<}Q2y ¥2< JQ*—a? ist, 


¥2?—@ Yori 5 / 1 t) 
; 2,v,7 
F (zx, v,a) Pi" ’ 3°) 
; dv<q’ , dv, 
° 3 
Hae «= he ’ 


somit, 3 = w gesetzt, 


¥Q*— @* 


os 3 
2n,+1i<ash aye v 


$V2*—@? 
as $ave Wan" P(z,0, 58) 
(22) <¢,, Q* "fas f —"—“ dy 
y? 


yn, 5¢ 


$Qy2 VQ? w? 





3-2: F(z,v,w) 
S ¢,, Q" f dw J a5 00 de. 
,2 
n, w . 
AuBerdem ist 
7 7 , 
Po a~** F(z,a,a)= D4 > a~** F(z, a,a), 

«> 40% 1=0 910, <ase!+19 


wo 2, =42/2; nach (5) ist im Intervall 2'2,<a<2"*'Q. 
F(z,a,a) <q F(z, 2'2,,2'Q,) 
Sq*° F(z, 2°" 2,,2'"2,)<...¢q'' F(x, Q,,9,), 
a** F(x, a, a) <(2'Q,)-*"q'*' F(x, Q,,2,), 
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so daB wegen 2°°>q 
(28) > a F(x,a,a)< Q7"*qF(z, 0,, 2,) 5 (, :) 
e>taye : l=0 
Soq27 F(z, 2,, 2,). 
Fiir jedes Zahlenpaar, das die Ungleichungen 
1 1 
yg 3° S%, yg 2s StS, 


erfiillt, ist nach (5) 








1 1 1 
F(z, v3t)2oF (a, Hear (z, Q,, Q,) 
und 
(2, 58 t) 2. Ca 
few J eines 2a | F(z, Q,, Q,) J a js 
1 Vv 
7m an an "a 
> ¢, F(x, 2,,2,) fa t dw 2 ey P(e, 9,,2,) (1— 4) 2-0/4 
a" 
S Cy F(x, Q,, Q,)2 Pm, (C15 und Cy, > 0) 
Also 
Q, 
O>** F(x, 2,,2,)<+-(5)2) 2 dt 
19 
an ae 
$ave Var-t » xv a. 
<o,a-**# f dt f aa 
zn, 4 4 


denn es ist 
2m S72— 5; 71S 7O2< 52, (M-F2Q,. 


Wird hierin }4 = w gesetzt, dann findet man 
y2yv2 VR? w 
(24) Q7** F(z, Q,, Q,) < cy, Quat+t f dw f F(e.% ©) dy 


o 
Po v 


wegen 





122 < 7272; JQ? — 4w? < YQ?*—w?. 


Aus (21), (22), (23) und (24) folgt der zweite Teil der Behauptung. 


Mathematische Annalen. 98. 48 
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. : 1 
Hilfssatz 4. Wenn Q>1, z=+ — ya<i<oe, n>; 
g ganz >1 ist, 
1 U(n ee 
Qo (8s) = 3) Ayr en tar}, 


| a>22 7 ] 
| ete.) — 2a fq, s+ nae (hj>1) 


gesetzt wird und (7) einen Binomialkoeffizienten bezeichnet, so ist 


g 
: _ 7 os (gq {f : . % 
a= 
< G2 *(|3|""**"? 
33 ' 


wo C,, eine geeignet gewdhite, hdchstens von n und g abhdngige Zahl bezeich - 


net. Aus der Definition der Zahlen Q, in (25) folgt, y, + y,-+..-+y,= Y, 
gesetzt, 
£ 9 h y se) f ai z+¥p 
Q,(&.7) = (22) dy, eee dy, és a+ wre See , 
0 0 0 saan * 


Beweis. Dieser Hilfssatz ist beim Teilerproblem bewiesen mit 7'(n) 
statt U(n); von den Eigenschaften der Funktion 7(n) wurde nur 


~~ ar .» e ° 
T (n) - c| n angewendet. Da auch U(n) <c )n ist, ist der Satz mit U(n) 
auf analoge Weise zu beweisen. 





Hilfssatz 5. Ist g ganz > eats HD 42, und >(g+1)*, QD>4n 


0? 


s= + a und setzt man 
fay2 VQ?-w? F( Fe, v, w) 
Yt+¥+.--+y,=—Y,, dw ; dv = D( x7, 2), 
NM w v" 
ao ist 
P \ U( o{ a 2+z+¥,q | 
(27) fen fan. fay,5 —— {yite ad MS “ 


vege 2S 
WO Cy, eine geeignet gewdhlte, héchstens von v,, q und g abhdangige Zahl 
bezeichnet. 
Beweis. Ersetzt man in Hilfssatz 5 der vorangehenden Arbeit 
u, durch x,, v, durch 2n,, und schlieBlich ¥(}2, 2) durch ®(i 2, 2), 
dann sind alle Voraussetzungen, die bein Beweise jenes Hilfssatzes an- 
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gewendet werden, erfiillt, mit Ausnahme einer Ungleichung, die zwar 
fiir die Funktion (2,2), nicht aber fiir die hier definierte Funktion 
@(x, Q) gilt, naémlich Abschitzung (8) der van der Corputschen Abhand- 
lung, die besagt, daB (2, 2) gréBer ist als eine geeignet gewihlte posi- 
tive Konstante, multipliziert mit.Q*, Jedoch diese Ungleichung wird im 
genannten Beweis nicht in ihrer scharfsten Fassung benutzt, da es fiir 
diesen Beweis geniigt zu wissen, dab (x, 2) gréber ist als eine geeignet 
gewahlte positive Konstante; nach der Vorbemerkung von Hilfssatz 3 hat 
®(x, Q) die entsprechende Eigenschaft, so da8 der Beweis von Hilfssatz 5 
der vorangehenden Arbeit hier mutatis mutandis wiederholt werden kann, 
woraus sich die Behauptung unseres Hilfssatzes ergibt. 


Hilfssatz 6. Ist g ganz => Te x>x, und > + (9+ 1)°, Q>8n 


g= 2 7 setzt man ¥, + Y.+.--+y,=Y, und bezeichnet D(5 x, 2) 
die in dem vorigen Hiljssatz definierte Funktion, 8o tat 


(28) fan fen. fans 5 U ( Pf f yi etarVav er 
<¢,, 2! aie, Q), 
wo ¢,, (desgl. c,, und c,, nachher) eine geeignet gewdhite, héchstens von 
Vv), q und g abhdngige Zahl bezeichnet. 
Beweis. Setzt man 


(29) 2’ = 42, 3’ = 432, yi =44, Y, = 4Y,, Q te 


» 


~ 


Q, 


so sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 5 erfiillt mit a’, 2’, y,, Y,/ und Q 
Dann ist wegen (27) 


z z 2’ 
P P ~ U(n) ao 2'+2'+¥, 
Sav: fas... fay d ay Ween lh ey, 
v v 


1 


> 


la ie 


< gg (x’)*|2"| ( x’, 2"), 


also, wegen (29) 


orate atVay tr rset | 
fats, far. fas d iyie OUD nay, 


1 


< yy (42)! sa dls 52), 
ae ¥7 U(n) td sarVapystetly | 
4° | dy, | dy,... | dy, > a y‘e ot 
uv v uv n=1 a 


‘| jor 1 +) 
< q-Cqq(42)'|42|""' O (x, 5Q); 


48* 
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denn wegen (5) und der Definition von @ ist 


1 1 
(22, 52)<q9(z, 52). 
Folglich 





4’*s fan fan. fan 57 200) {yt raurnnyers™| 
a=1 | 


ss igti1 
< Cy, z* | 2! ®(z,52), 
somit 





yu +2+Y¥, 
fen fan. fan — ») yt eratiaye ‘ 
n=1 ni i 
< Cy, x* | 2/97? (x, 52) < Cy t* |2|"** G(x, Q) 
wegen der Definition von @. 
Beweis von Satz I. Ebenso wie bei dem Teilerproblem kénnen 
wir ohne ee der Allgemeinheit F(z, v,w)<2v voraussetzen 


(denn auch hier ist | > e+ Va (w+ n*) | <n"—n’+1en"s 20); auBer- 


x 
dem diirfen wir noch - > x? voraussetzen; denn ist (6) unter dieser 


Voraussetzung bewiesen, so darf w= 2? gesetzt werden, und dann ist 
wegen F(z,v,w)<2v 


‘ $Vizt at - w* 
Piz)— ole!) +0(zt { dw J 4 ae) 


= 0(2*) + 0(2*-2*) a 


b \ 
und dann gilt (6) auch fiir jedes wm < at wegen —> zx". 


Wir beweisen nun den Satz mittels der Beziehung**) 


(30) frw dy —e,.2¢ 372M) cos (2 nx + Cy_) + O(x t) 


n=1 nt 
wo ¢,, und ¢,, absolute Konstanten sind. Wir wahlen fiir g die kleinste 
ganze Zahl > ‘an und z, 2,2 so, daB die Voraussetzungen von Hilfs- 
satz 6 erfiillt sind. Aus (30) folgt dann 














a+z2+¥, | 
| f Py)ay — eg, 37 Ly? con (2 Vay + ee)Nre” 
lg = n‘ | 
+¥y 4 Q\z\ 
< Cag T" = Coy i 
z 


1) Vgl. z. B. die in FuGnote *) erwihnte Arbeit, S. 25. 
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(wo c,, eine absolute Konstante ist). Nun ist 


eS s 4 x 
U 3 —- 2+2+¥Y, 
Jan fam. fav >’ “Ly! cos (2% Vay + Ce) hay, 
0 0 0 n=1 





lf , = U Cont 2c Vay yttet TY, 
<| fay... fay, oP tyte e* lt, ’ 
t) 0 -” 





|} 2 z s x 

| U 3 onclny\ttetY, 
<| fay, fay... fay, SY {yi e : "hes, . 

19 0 v om © 


Ss Og, * |2|*** (x, Q) 
wegen Hilfssatz 6, so daB das Integral 





z z z z+z2+¥, 
J=fdy, fdy,...fdy, [ Ply)dy 
0 0 0 2+Y¥, 
die Ungleichung 
(31) IJ <ealzl***{ +2t &(2, 2)} 
zx 


von nm, und g ab. Es ist 
202) =A(2) 
und 
P(z)= A(x) — 22; 


t+z+¥y, 


s z z 
J,=fdy, fdy,...fdy, f Aly)dy 
0 0 0 2+¥y 
die Eigenschaft besitzt 


z z z a+z+¥y 
\J—J+aettaa|—=|fdy, fay... fay, f x(z—y)dy| <ey|2/"*, 
also nach (31) : 

Q 


(32) Jeet, —n2| <tu|g + 5 +28 o(2,0)1. 
- # 


Da A(y) mit y monoton wiichst (einschl. Gleichheit), so ist 
z~-1J,> oder © A(z), also z-9-1J,—ax> oder < P(z), 


+ 
je nachdem z positiv oder negativ, d.h. je nachdem z = + 3 oder — > 
ist. Aus (32) folgt dann 


t : 
P(2)< cals 4 - +23 #(2,0)}, 
Zz 











erfiillt; hierin hangt der Koeffizient c,, (desgl.c,,,¢,, nachher) héchstens 


wegen 'y—2z|<(g+1)z ist |ax—a2y|<c,,|z|, so daB das Integral 





734 L. W. Nieland. 


wenn man z positiv wahlt, und 
P(x) >— ou 5 + 5 + at @(2,9)}, 
x 


wenn man z negativ wahlt, also 
: ; | 
(33) P(x)| < out 5 +5421 o(2,0)}, 
z* 


Wegen w>2* ist w>8n, bei hinreichend groBem z, so dab Q=a@ 
gesetzt werden darf. 

Mit Riicksicht auf die Definition von ®(2z,m) folgt die Behauptung 
von Satz I aus (33). 

Beweis von Satz II. Fiir jedes w >n, }2 ist 


Law}? } oo — oo? ove ) wo? — 


zt | dw J F(z.) dy -4 Se aber caocinns 
m ” nt ” 
,ole ‘de 
SO 2,2” afi y" tre tdw+ ts Dy, eth we (Ym? — w*) wr 
ny 
(WO ¢,, eine geeignet gewahlte absolute Konstante bezeichnet; 5, enthilt 
die Glieder mit ».. < 8, S, die Glieder mit u, > $) 
bo@ye baw}2 


Sty S2tett fu Me tre Sd + tun 2 D's 7" tart f wed, 


a *., 


also 


folz |? — 
Fi(z,v,w 
oft J ( . dv 
(34) v? 
ys” Ag+ 4+ ‘—-% ai rs uot, o-% 
Se Stott ty DY zett oot + oD xiett aio . 
a a o 


Hierin bezeichnet c,, (desgl.c,, nachher) eine geeignet gewahlte héchstens 
von n, abhangige Zahl. 


y” rs : , , 3 1 
2D enthalt die Glieder mit yu, < 5 nebst u,+ % < 3? 
Pog die Glieder mit 4, > ; nebst ¥%<—1 und 
(35) inn 
y die Glieder mit x,<3 nebst »+p.> > oder 
mit “> ; nebst %>—l1. 
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Folglich ist nach Satz I: 

P(x) =O fe + =. + Sait 4+. Dy xiet oon? 4 Sait got *o~ il 3 
«* a o a 

Die Exponenten von @ in der Summe 

(36) SeGt St Tt+y 


sind >0 wegen (35). Die Summe » enthalt s+ 1 Glieder, Der Wert 
des gréBten dieser Glieder ist eine positive stetige monoton nicht-ab- 


Ps | 
nehmende Funktion von w. Und =. ist eine stetige, monoton abnehmende 


Funktion von w, die fiir @-—+co nach Null strebt, fiir » — 0 unendlich 
groB wird. Folglich ist es méglich, die positive Zahl w so zu wiahlen, 


daB = gleich dem Wert des gréBten in .S’ vorkommenden Gliedes ist; 


—_ 


wir werden sofort sehen, da8 bei hinreichend groBem z die hierdurch ein- 
deutig bestimmte Zahl wm >n, 2 ist. Da Y aus s-+-1 Glieder besteht 


und = gleich dem gréB8ten dieser Glieder ist, ist 


4 z? x? 
(37) =~ +S S(0+2)5 
Wir haben @ so gewahlt, daB 

_ x? o 


oder daB es mindestens einen Wert von o (l1<o<8) gibt, derart dab 
entweder 


oo 


(39) — = ziett (te< $s Ma + %0 <4) 
oder 
oder 
4 : 
(41) <= goth tot vont 


‘Be nebst %4 + Me > 5 oder be > > nebst pe 


also e+ >> nebst », > —1 


Da die in diesen Beziehungen rechts auftretenden Exponenten von @ 
positiv oder Null sind und wegen (7) der rechts auftretende Exponent 
von x kleiner als } ist, nimmt w mit x unbegrenzt zu, so daB bei hin- 
reichend groBem zx die Zahl w>n, /2 ist. 
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Gilt (38), so ist 


= = =z, 
@ x* 
also 
zt 7 
+ 2)at = ( +3)—22 
(wegen (37)) 


jo? Veo? — w* 


>= fo J espe 


(wegen (36) und (34)) 
> cs, x! 
nach der Vorbemerkung von Hilfssatz 3, 


Hieraus ergibt sich, daB bei hinreichend groBem z Beziehung ( 38) 


nicht gelten kann. 
Gilt (39), so ist 


3 
He <9» Me +¥%6 <5; 
also . . 
“<3~—3" 3 
so daB nach (8) 
8, = he +4 


ist, und es ist dann nach (39) 


} 


Sas giott — 9% | 
@ 


Gilt (40), so ist 











‘ +- 4,- 244+ Mg-1 
=* — Ps He~ a mg *e-* . g% 
@ 
wegen (8). 
Gilt schlieBlich (41), so ist 
$-14,-3 244+ tat %q 
x? am zhig Mot eth — gthotiret! _ 20, 
@ 
wegen (8). 
Nach (37) ist also 
a 
+3 <(0 )x® <(s+2) D2”, 


a 


a PGR 


was zu _beweisen war. 


somit 


(Eingegangen am 26. 1. 1927.) 


Zur Transzendenz von e und x. 
Von 
H. Spath in Géttingen. 


Der Beweis fiir die Transzendenz von e und x, der zuerst von Hermite 
bzw. von Lindemann gefiihrt wurde, ist spiter vor allem durch Herrn 
Hilbert sehr einfach und kurz gestaltet worden’). Im folgenden wird nun 
ein neuer Beweis mitgeteilt, der zwar vielleicht etwas linger ist als der 
Hilbertsche, der aber wegen der dabei beniitzten Hilfsmittel doch nicht 
ganz uninteressant sein diirfte. 


§ 1. 
Es handelt sich darum zu zeigen: Sind in 
(1) E=C,e" + C,e* +...+ C,e% 


die Koeffizienten C, +0 ganz rational, die Exponenten c, ganz rational 
und alle verschieden, dann ist E +0. 

1. Man darf annehmen, da8 die Exponenten ¢,, die der GréBe nach 
geordnet sein mégen, positiv sind, da man diese Voraussetzung stets durch 
Multiplikation von Z mit einer geniigend hohen Potenz von e erfiillen kann: 


0<¢,<O,<...<G_,<¢. 

Es liegt nahe, die Zahlen e% durch geeignete Naherungswerte zu 
ersetzen. Zu diesem Zweck kann man ein Vielfaches der Exponentialfunk- 
tion ke* durch eine ganze rationale Funktion mit rationalen Koeffizienten 
approximieren und dann F(c,) als Naherungswert fiir k-e wahlen. 


Die Exponentialfunktion und ihre Vielfachen sind nun charakterisiert 
durch die Differentialgleichung 


(2) y—y'=0. 


1) Math. Annalen 43 (1893), S. 216. 
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Da F(x) (#0) eine ganze rationale Funktion sein soil, kann 
(3) F(x) — F’(x) = f(z) 
nicht identisch verschwinden. f(x) ist auch eine ganze rationale Funktion 


mit rationalen Koeffizienten, und F(x) wird durch f(z) als die einzige 
rationale Lésung von (3) eindeutig bestimmt. Man hat sofort aus (3): 


(4) F(x)=—f(x)+f'(x)+...=Sf"(zx). (Die Reihe bricht ab.) 
v=0 

Lést man (3) durch den Ansatz F(x)=— u-e*, so findet man: 

(5) F(x) = —e* f e-§ f(é)dé + Ae*. 


Dabei ist a eine beliebige Konstante und A eine Konstante, die zu a so 
hinzuzubestimmen ist, daB F(a) eine ganze rationale Funktion wird. 
Wegen (4) ist das méglich. Aus (5) sieht man, daB, wenn f(x) in einem 
Intervall a << 2<b absolut genommen iiberall sehr klein ist, F(z) in 
diesem Intervall ,ungefihr“ wie Ae* verlauft. 


Der Einfachheit halber wird im folgenden a= 0 gewahlt. Dann ist 
A= F(0), und man hat 


(6) F(0)-e* = F(x) +e* f e-®f(é)dé. 
0 
Aus (1) und (6) erhalt man: 
1 i 

(7) F(0)-B= 3 C,-F(a)+ 5 Cir(aa) 

ae 4=1 
mit ‘ 
(8) r(c;) = e% f ef f(é)dé. 

0 


l 
Man kann nun f(x) so wahlen, daB SC, F(c,;)=G ganz rational 
4=1 


i 
und gleichzeitig |S’ C,r(c,)|=|R| <1 wird. 
4=1 


Es sei 
p(z)=(z—e,)(z—e,)...(27—@), 


und weiter sei w(x) irgendeine ganze rationale Funktion mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, iiber die noch geeignet verfiigt werden wird. 
Setzt man dann 


(9) f(z) = (9 (2) y(2))", 
I 
wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist, dann wird \’C, F(c,) ganz 
A=1 


a -¢,)" 
rational. Fiir jedes 4 < 1 ist ja f(x) = ==> g(x), wo g(a) eine ganze 
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rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten ist. In F (2) = » f(x) 


vr=0 
sind daher alle die Glieder, in deren Nenner noch ein Teil der Faktoren 
von n! steht, durch x — c, teilbar. Fir 2=C verschwinden aber diese 


Glieder, und F(c,) wird somit ganz rational, also auch s C;, F(c¢;). 
Andererseits folgt aus (8) allgemein: Co 


2 
(10) r(c;)|=|e" f e-§f(E)dé| < ee, m,; 
0 


mit m,= Max |f(é&)|, also 
ostse; 


~ 


|R|=|SCir(c:)|<lCevem 


A=1 
mit C= Max |C;|, m=m,, kurz 


Le, %.-e5l 
Ri <Qm 


mit Q@=/Ce*c,. Wenn daher m<z ist, so ist |R| <1. 


Fir 0< 2 <e, ist nun |g(z)| < K, und |y(xz)| < K,, wo K,, K, 
Konstante sind, also nach (9) 


m== Max | f(x)! < &. 
0Sztse¢, 
Fiir hinreichend gro®%es n>WN, ist aber — oe a Wahit man also 


1 
n>wN, in f(x) => (p(2)-y(2))", dann wird in (7) SC, F(a)=@G 
: A=1 
i 
ganz rational und gleichzeitig | R| = | 3’ C;r(c,)| <1. 
4=1 


Wenn nun £, also auch F(0)-2= G+ R verschwinden wiirde, dann 
miiBten, sobald G ganz rational und | R| <1 ist, G@ und R einzeln ver- 
schwinden. Zum Beweis, daB E+ 0, geniigt es daher umgekehrt zu 
zeigen, daB bei geeignetem f(x) bzw. w(z) eine dieser beiden Zahlen 
nicht Null ist. 

2. Bis hierher unterscheidet sich der Beweis nicht sehr wesentlich 
von den andern Beweisen. In diesen wird nun weiter gezeigt, daS man 
y (az) so wahlen kann, daB G +0 wird. 

Genau so kann man aber auch zeigen*), daB bei geeignetem y (z) 


R+0 
ist. Dies gelingt mit folgendem einfachen 


*) Beim Beweis der Irrationalitét von e pflegt man abnlich vorzugehen; ebenso 
beweist Hermite auf diesem Wege noch weiter, daB die ganzen Potenzen von e irratio- 
nal sind (Oeuvres III, p. 154). 
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Hilfssatz. He set in 
b’ 
J,= Sh(x)9(2)"de 


b>a, h(z)>0 und stetig, g(x) >0, stetig und m* = Max g(x) > 0; 
» sei eine positive ganze Zahl. 35) 

Dann ist bei beliebig kleinem «, m* >e > 0, fiir hinreichend groBes 
vy > N, (e) 
J >(m*—e)’. 


(Beweis folgt unten.) 


Nun kann in f(z) = ; 


n! 

daB das Maximum von | y(xz)-y(z)| im Intervall 0 < 2 <c, nur zwischen 

c,_, und ¢, angenommen wird, d.h.daB Max |y(z)y(z)|< Max |p(z)y(2 )| 
OSzSe; 


0SzSer, 
ist. Z. B. geniigt y(z) = 2‘, wenn g eine geniigend groBe positive ganze 
Zahl ist. Ist namlich &, ein beliebiger Punkt zwischen c,_, und c¢,, dann 
hat man wegen o(&,)+0 und &,>c,_, fiir geniigend groBes qg 


(p(x)-w(x))" tiber w(x) so verfiigt werden, 


|p (&)é| > cf, am \y(z)|, 
zs i-1 
also 


Max |p(z)2*|<| 63 9 (Eo)| S —_ |p (x)-2| = m* 


os2zSer, Sese; 
Es gibt also dann ein e > 0, dab 


Max | p(x) xt|* << m** —2e. 
OSeSer, 


Daher hat man nach (10) fiir f(z = ay (p(x)-x0)*” 


Sor (¢;) |< < ge Q(m m** — 2e)”. 


Dagegen ist nach dem obigen Hilfssatz fiir groBes » 


ir(¢,)| = ar jenfe 5[(~() &*)"] |" de| >a 5 e%(m*" — 2)”. 
Also ist 
I i—1 
|R| =| SO.r(a)|z/Gr(e)| — |X Gr(a)] 
am =1 


(m** — —2e 
i i “(\o, ce @ (ta) ). 
m°*_Ze\r__, 
Da (= =) mit wachsendem » gegen Null strebt, so ist zuletzt 











m**—-¢ 


|B) > 5 Oe" +0. 
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Gleichzeitig ist aber G ganz rational und | R| < 1, also 
F(0)-E=G+R+0, £+0. 


Es sei noch der Beweis fiir den obigen Hilfssatz nachgetragen: 
Zunachst gibt es im Intervall a < x < b eine Stelle z, mit g(z,) = m*, 
und weiter gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6(e), daB fiir alle z mit |z—z,|<6 
g(x) >m— ; ist. Fiir diese Umgebung von z, bleibt h(z)> H(e)>0. 
Also ist 
J,> 6-H: (m*— 5) . 


e 


Wegen 0 < 1 — a6 <1 ist (1 _ ges) < OH fiir groBes » > N,(e), also 


a / ¥ > 
J, > (m* — 5) \ — <4) > (m* —e)’. 
§ 2. 
Um die Transzendenz von a zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, 
daB fiir jede ganze algebraische Zahl «(+ 0) 
1— e* +0 
ist. Wegen 
1 — e®=tk# — 0 (k = 1, 2,...) 
kann dann fiir positives ganzes k 22¢k nicht algebraisch ganz, also auch 
x nicht algebraisch sein. 


Es sei also a= «a, eine ganze algebraische Zahl, und a,, a,,..., &, 
seien die zu a, algebraisch konjugierten Zahlen. An Stelle von 1 — e™ 
betrachtet man nun die in «@,,«,,...,@, symmetrische Exponentialform 
(11) E=(1—e™)(1—e%)...(1— e*) 


=e9— Sevm+ TS emta— ...4 (—1)" elatat..-tan, 


Durch Zusammenfassen etwaiger Glieder mit gleichen Exponenten kann 
man sie auf die Form bringen: 

(12) E= 50, Serie, 

. 4=1 o=1 

wo die Koeffizienten C,+ 0 ganz rational und die Exponenten ;, ver- 
schieden und fiir festes 4 algebraisch konjugierte, ganze Zahlen sind. Eincr 
der Exponenten mit gréBtem Realteil ist reell; er mége mit #* bezeichnet 
werden. (f* ist gleich der Summe aller «, mit nicht negativem Realteil 
bzw. Null, wenn alle «, links von der imaginaren Achse liegen. Kommen 
unter den «, rein imaginére Zablen vor, so gibt es in (11) zunichst 
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mehrere Glieder mit dem Exponenten £*. Doch es la8t sich dann zeigen, 
da8 diese Glieder beim Zusammenfassen sich nicht alle wegheben*)). Wenn 
in (12) noch weitere reelle Exponenten vorhanden sind, so soll der nachst 
gréBere mit f’ bezeichnet werden. 
Es ist fiir das Folgende bequem, von £ durch Multiplikation mit 
einer geniigend hohen Potenz e” (p ganz, positiv) zu einer Form 
2 ! y 
(13) E=e?-E= SC, S ele 
4=1 ea! 
iiberzugehen, in der die Exponenten y;, = ,,-+-p alle rechts von der 
imaginaren Achse liegen und im iibrigen die gleichen Eigenschaften haben 
wie die #,,. Man zeigt nun 4hnlich wie oben, daB E +0 ist. Man 
approximiert wieder e* durch ganze rationale Funktionen und erhilt analog 


(7a) F(0)-E = SQ, F(y,,)+ 5 Gr(y,,) 
Ae ’ 40 > 
mit 
(8a) r(y,,) =e fe-tr(é)dé 
7 0 


f(z) und F(z) haben dabei die alte Bedeutung (vgl. (4) und (5)); als 
Integrationsweg in den Integralen (8a) kann jeweils die Strecke s;, zwischen 
0 und y, gewahlt werden. 


Man findet daraus zunichst 


(10a) |R| =| SCir(y,,)| << Q-m, 


4,0 


wo etwa Q= | C, e *e y,,| und m das Maximum von |f(z)| auf den 
Strecken s,, ist. 
Es sei wieder 
of MS 
e(2)= I M2 — 74.) 

und y(2x) eine beliebige ganze rationale Funktion mit ganzen rationalen 
Koeffizienten. Man zeigt dann wie oben unter Hinzuziehung von Sitzen 
iiber symmetrische Funktionen, da8 fiir 


(9a) f(x) = + (p(x)-y(x))" 


*) An Stelle von Z kénnte man aber auch die Form £, = E-E betrachten, bei 
der es evident ist, da8 einer ihrer Exponenten mit gréStem Realteil reell ist. 
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F(y,,) ganz algebraisch und ao F(y,,) =@ ganz rational wird. Fiir 
hinreichend groBes n > N, mer wied wieder 
|R| =| SCr( Yip) | “24 © 
Ae 

Man braucht also nur noch zu zeigen, daB bei geeignetem y (2) 
R + 0 ist. 

Dazu wahlt man y(x) so, daB das Maximum von |q(z)-y(x)| auf 
allen Strecken s,, nur auf s*, d. h. auf der reellen Achse zwischen 
y’ =p'+p und y*=£*+ p, angenommen wird. Z. B. geniigt 

y (x)= (2*?+ A)* 

mit groBem A und groBem ganzen g. Aus 
|a*+ Al* =|(u+ev)°*+Al* =ut+o! + A* + 2u*v? + 2Au* — 2Av? 
folgt namlich fiir A > Max |y;, - =¢?* 
(14) \(wtdiv)?+Al<u®+A (u?+v0*Sc*; vo +0). 
Es sei L, = Max | p(x)| und L, = Max |z*+ A| auf den Strecken s,, + 8*. 
Wegen (14) gibt es, wenn A>c*, ein » >0 und einen Punkt é, auf 
der reellen Achse zwischen y’ und y*, daB &+A>L,+7. Da 
7 (&) + 0, so ist fiir groBes g 

|» (&)|-(So + A)" > | (E>) |(Ly + 0)" > L, Ly, 


und das Maximum m* von |y(x)(2*+ A)*| auf allen Strecken s,, ein- 
schlieBlich s* wird dann nur auf der reellen Achse zwischen y’ und y* 
angenommen. Es gibt daher ein « >0, daB auf allen Strecken s,, + s* 


(p(x))(2* + A)*|* < m** — 2e 
ist. Fiir f(z) = ay (p(x) (x* + A)*)”” ist daher auch 


y / 3 ‘ Y 
2 O10 (7.9) | < qr Q(m** — —2e)’, 


wo in >” nur iiber die y, + y»* zu summieren ist. 


Dagegen erhalt man nach dem vbigen Hilfssatz bei hinreichend groBem 
vy >QN, fiir r(y*) 


1 . 3 ¥ 
r(y")|> aye’ (m* —e) ° 


Daraus findet man wieder fiir groBes » > N, 


R\>5° aes (Oo \(m* —e)”>0. 
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Wenn also 2y >2N,2>2N,2>N, ist, dann ist @ ganz rational und 
0<!|R|<1. Daraus folgt 
G+R= F(0)-E = F(0)-e?(1— e")(1— e*)...(1— e) + 0, 
1— e@ + 0. 
Ebenso beweist man den allgemeinen Lindemannschen Satz: Zs sat 
z 
E= ST,e%*+0, 
n=l 
wenn die Koeffizienten I’, 0 algebraisch und die Exponenten y, alge- 
braisch und verschieden sind. 
Bekanntlich*) geniigt es, den spezielleren Satz zu beweisen: 


i 2 » 
E= 30, Se *e+0, 


i=1 = @=1 

wo die C,+-0 ganz rational und die y, verschieden und fiir festes 2 
algebraisch konjugierte, ganze Zahlen sind. Dabei darf man noch voraus- 
setzen, daB alle Nie positiven Realteil haben, und weiter, da8 einer der 
Exponenten mit groStem Realteil reell ist; denn die letzte Voraussetzung 
kann, falls sie nicht von Anfang an zutrifft, stets durch Ubergang von E 
zu E-E erfiillt werden. 


DaB aber unter diesen Voraussetzungen FE + 0 ist, wurde eben be- 
wiesen. 


*) Vgl. z. B. G. Hessenberg, Transzeudenz von e und 2 (Leipzig 1912), 8. 94-97. 


(Eingegangen am 18. 12. 1926.) 


Berichtigung 
zu dem Aufsatz von G. Feigl: ,,Fixpunktsitze fiir spezielle n-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten“ in diesem Band, 8. 355 —398. 
Folgende Druckfehler sind zu verbessern: 


8. 360, Z.7 v. 0. ist das Komma zwischen ,©6"“ und ,,auf“ zu tilgen 
und statt ,den Punkt P“ zu lesen ,dem Punkt P“. 


8. 360, Z. 16 v.o. ist das Komma vor ,w“ durch ; zu ersetzen. 
8. 378, Z. 19 v. 0. ist ; hinter ,R"(0)* zu tilgen. 


Tafel der Klassenzahlen der reellen quadratischen 
Zahlkérper mit Primzahldiskriminante unter 
12000 und zwischen 100 000—101000 und 
1000 000 — 1001 000. 


Von 


Karl Schafistein in Géttingen. 


Bekanntlich hat Gau8 (Werke, Bd. II, S. 450) die Klassenzahlen der 
binadren quadratischen Formen von negativer Determinante (D > — 12000) 
berechnet, aus denen die Klassenzahlen der zugehérigen quadratischen Zahl- 
kérper leicht abgeleitet werden kénnen. Die entsprechende Rechnung fiir 
indefinite Formen hat er nur fiir Determimanten ausgefiihrt, die unter 1000 
liegen. Aus den Ergebnissen hat man gefolgert, daB die Zahl der imagi- 
naren quadratischen Kérper mit der Klassenzahl 1 endlich ist, die der ent- 
sprechenden reellen unendlich. Beide Behauptungen sind bisher noch un- 
bewiesen. Es diirfte daher weiteres Zahlenmaterial in dieser Frage will- 
kommen sein. Die folgende Tafel gibt die Klassenzahlen fiir alle positiven 
Primzahldiskriminanten unterhalb 12000 und fiir die der Intervalle 
100000 — 101000 und 1000000—1001000. Die Berechnung geschah 
durch Aufstellung der Perioden der zugehérigen reduzierten quadratischen 
Formen der Diskriminante D — b* — 4ac. 

Die Tafel zeigt, daB der weit iiberwiegende Teil der Kérper die 
Klassenzahl 1 hat nicht nur bei den niedrigen Diskriminanten; auch die 
des Intervalls iiber 100000 und noch mehr desjenigen iiber 1000000 
zeigen die gleiche Erscheinung. Ferner ist bemerkenswert, daB in gewissen 
Intervallen die Kérper mit héheren Klassenzahlen sich hiufen, z. B. 
3100 < D < 3300, wo bei der Mehrzahl der Kérper h > 1 ist, gegeniiber 
dem Intervall 3300 < D < 3800, wo iiberall h = 1 ist. 

Die Klassengruppen bei simtlichen Kérpern der Tafel sind zyklisch. 
Daraus darf man jedoch nicht folgern, daB solche mit nichtzyklischer 
Gruppe nicht existieren, wenn sie auch wohl sehr selten sind. Ein Bei- 
spiel ist D = 62501 mit der Klassenzahl 9 und 8 Klassen vom Grade 3. 
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D |hl D hj] D |a] pv {al} pv Jal D Ia 
5 11 541 | 1] 1153 1} 1889 | 1] 2617 |1] 3361 | 1 
3 | 1 557 | 11). 1181 1] 1901 | 3] 2621 |1] 3873 | 1 
7 6/1 569 | 1] 1193 1} 1913 |1] 2633 |1] 3389 | 1 
2 /|1 577 | 7] 1201 1] 1988 |1] 2657 |1] 8413 | 1 
- aa 5938 | 1] 1218 1} 1949 |1] 2677 | 3] 3433 | 1 
41 1 601 | 1] 1217 1] 1973 |1] 2689 |1] 3449 | 1 
53 1 613 | 1237 l 1993 1 2693 | 1 3457 1 
61 1 617 | 1] 1249 | 1] 1997 |1] 2713 | 3] 38461 | 1 
73 «4/1 641 | 1] 1277 | 1] 2017 | 1] 2729 | 1] 3469 | 1 
a9 |) 653 | 1] 1289 1} 2029 | 7] 2741 | 1] 3517 | 1 
97 I 661 1 1297 |11] 20538 | 1 2749 «| 1 3529 1 
101 l 6738 | 1 1301 1} 2069 | 1] 2753 | 1] 3533 (1 
109 1 677 1 1321 1] 2081 5] 2777 | 8] 8541 | 1 
113 1 701 1 1361 | 1} 2089 | 3] 2789 | 1] 3557 | 1 
37 | 1] 709 | 1] 1873 | 8} 2113 | 1] 2797 | 1] 3581 | 1 
49 | 1 733 | 3] 1881 | 1] 2129 | 1] 2801 | 1] 8593 | 1 
157 | 1 757 | 1] 1401 | 1] 2137 |1] 2888 | 1] 3613 | 1 
1733 | 1 761 | 3) 1429 | 5) 2141 | 1) 2887 | 1] 3617 | 1 
81 | 1} 769 | 1] 1488 | 1) 2153 | 5] 2857 | 8] 3637 | 1 
198 | 1 773 | 1] 1458 | 1] 2161 |1] 2861 |1] 3673 | 1 
197 | 1 797 | 1] 1481 | 1] 2213 |3] 2997 | 1] 3677 | 1 
229 3 go9 | 1 1489 3] 2221 1 2909 | 1] 3697 | 1 
233 (| 1 821 1] 14938 | 1) 2237 [1] 2917 | 3] 3701 | 1 
241 1 829 | 1 1549 | 1] 2269 | 1] 2953 | 1] 3709 | 1 
257 | 8 853 | 1] 1553 | 1] 2273 | 1] 2957 | 1] 3733 | 1 
269 l 857 | 1 1597 1} 2281 1] 2969 | 1] 3761 1 
277 «(| 1 877 | 1] 1601 7] 2298 | 1] 3001 | 1] 3769 | 1 
281 1 881 1} 1609 1] 2297 |1] 9087 | 1] 3798 | 1 
293 | 1 929 | 1] 1613 1} 2309 | 1] 3041 | 1] 3797 | 1 
313 |1] 937 |1] 1621 | 1) 23883 |1] gogo | 1] gaa | 1 
317 | 1 941 | 1] 1637 1} 2341 |1] 3061 |1] 333 |! 
837 | 1 953 | 1} 1657 | 1] 2357 |1]  s089 /1] 3858 | 1 
49/1] 977 | 1) 1669 | 1] 2377 | 1] sio9 | 1] 3877 | 3 
353 | 1 997 | 1) 1698 | 1] 2381 | 1) 3121 | 5] 3881 |} 
373 | 1] 1009 | 7] 1697 | 1] 2389 | 1] 38187 | 9] 3889 | 3 
389 | 1] 1013 | 1] 1709 | 1] 2393 | 1] 3169 }1] 3917 | 1 
397 | 1] 1021 | 1] 1721 1] 2417 | 1] 3181 | 5] 3929 1 
401 |5] 1033 | 1] 1733 | 1] 2437 11] 3209 |1] 3989 | 1 
409 | 1] 1049 | 1] 1741 | 1] o441 [1] sa17 | 1] 4001 | 8 
421 | 1] 1061 | 1] 1753 | 1] 2473 | 1] 3221 | 3] 4013 | 1 
433 [1] 1069 | 1] 1777 | 1] 2477 | 1] 3229 | 8] som |} 
49 1] 1093 | 5] 1789 | 1] 2521 | 1] 8258 | 5] 4049 |! 
457 | 1] 1097 | 1] 1801 1} 2549 |1] 8257 | 1] 4057 | 1 
461 1} 1109 | 1] 1861 1] 2557 | 8} 3301 | 1] 4073 |! 
509 [1] 117 | 1] 1873 1} 2593 | 1] 3313 | 1] 4093 | 1 
521 | 1] 1129 | 9] 1877 1} 2609 | 1] 3329 |1] 4129 | 1 
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p |h| pv |s}| Dv la] pv [a] vd {al Dv Ia 
4133 | 1] 4933 | 3] 5737 | 1} 6529 |1] 7393 | 1] 8117 | 1 
4153 | 1] 4987 |1] 5741 | 3] 6558 | 1] 7417 | 1] 8161 | 2 
4157 | 1] 4957 | 1] 5749 | 1] 6569 | 1) 7483 | 1] 8209 | 1 
4177 | 1] 4969 | 1] 5801 | 1] 6577 | 1] 7457 | 1) 8221 1 
4201 | 1] 4973 | 1] 5813 |1] 6581 | 1] 7477 | 1] 8288 | 1 
4217 | 1] 4998 | 1] 5821 |3] 6637 | 3] 7481 | 8] 8287 | 1 
4229 | 7] 5009 | 1] 5849 | 1] 6658 | 1] 7489 | 1] 8269 | 1 
4241 | 1] 5021 | 1] 5857 | 1] 6661 | 1] 7517 | 1] 8278 | 1 
4253 | 1] 5077 | 1] 5861 |1] 6673 | 1] 7529 | 1] 8298 | 1 
4261 |1] 5081 |3] 5869 |1] 6689 | 1] 7587 | 8] g297 | 1 
4273 | 1] 5101. |1] 5881 | 1] 6701 | 1] 7541 | 1) 8817 | 1 
azg0 [1] 5113 | 1] 5807 [1] 6709 | 1] 7549 | 1] 8329 | 1 
4297 | 1] 5158 |1] 5958 | 1] 6733 | 1] 7561 | 1] 8353 | 1 
4337 | 1] 5189 | 1] 5981 |1] 6737 | 1] 7578 | 9} ss69 | 1 
4349 | 1] 5197 | 1] 6029 | 1] 6761 1] 7577 | 1) 8877 | 1 
4357 5 5209 1 6037 l 6781 1 7589 1 8389 1 
4373 | 1] 5233 |1] 6053 | 3] 6798 | 1] 7621 | 1] 8429 | 1 
4397 | 1] 5237 |1] 6073 |1] 6829 | 1] 7649 | 1] 8461 | 1 
4409 | 9] 5261 | 3] 6089 | 1] 6833 | 1] 7669 | 1] 8501 | 5 
4421 [1] 5273 | 7] 6101 | 1] 6841 1] 7673 | 8} 8513 | 1 
4441 | 5] 5281 | 3] 6118 | 5] 6857 | 1] 7681 | 1] 8521 | 1 
4457 | 1] 5297 | 3] 6121 | 1] 6869 | 1) 7717 | 1] 8587 | 1 
4481 | 3] 5309 | 1] 6188 | 38] 6917 | 1] 7741 | 1] 8573 | 1 
4493 | 3] 5833 | 3] 6173 | 1} 6949 | 5] 7753 | 3] 8581 | 8 
4513 | 1] 5381 | 1] 6197 | 1] 6961 | 1] 7757 | 1] 8597 | 8 
4517 | 1] 5393 | 1] 6217 | 1} 6977 | 1] 7789 | 1} 8609 | 1 
4549 | 1] 5413 | 1] 6221 | 1} 6997 | 3) 7793 | 1] 8629 | 1 
4561 | 1] 5417 | 7] 6229 | 1] 7001 | 1] 7817 | 5] 8641 1 
4597 | 3] 5487 | 1] 6257 | 1] 7018 | 1] 729 | 1) 8669 | 1 
4621 | 1] 5441 | 1] 6269 | 1] 7057 [21] 7841 | 1] 8677 | 1 
4637 [1] 5449 | 1] 6277 | 1] 7069 | 1) 7853 | 1) 8681 | 1 
4649 | 3] 5477 | 3] 6301 | 1] 7109 | 1] 7873 | 9] 8689 | 5 
4657 | 1] 5501 | 1] 6817 | 1] 7121 1] 7877 | 1] 8698 | 1 
4673 | 1] 5521 | 9] 6329 | 1] 7129 | 1) 7901 | 1 7138 | 8 
4721 | 1] 5557 | 1] 6887 |1] 7177 | 1) 7988 | 1] 8737 | 1 
4729 | 3] 5569 | 1] 6353 | 1] 7198 | 1] 7987 | 1] 8741 1 
4733 | 1] 5573 | 1] 6361 | 1] 7213 | 1] 7949 | 1] 8758 | 1 
4789 | 1] 5581 | 1] 6873 | 1] 7229 | 5] 7998 | 1] 8761 |27 
4793 | 1] 5641 | 1] 6389 | 1] 7287 | 1] 8009 | 1] 8821 1 
4801 | 1] 5653 | 1] 6397 |1] 7253 | 1] 8017 | 3] 8887 | 8 
4813 | 1] 5657 | 1] 6421 | 1] 7297 1] 8053 | 1) 8849 | 1 
4817 | 1] 5669 | 1] 6449 | 1] 7309 | 1] 8069 | 3] 8861 | 1 
4861 | 1] 5689 | 1] 6469 | 1] 7321 1} 8081 1} 8898 1 
4877 | 1] 5693 | 1] 6478 | 1] 7338 | 1] 8089 | 1} 8929 | 1 
4889 | 5] 5701 | 1] 6481 | 5] 7349 | 1] 8098 | 1] 8988 | 1 
4909 | 1} 5717 | 1] 6521 | 1] 7369 | 1] 8101 |18] 8941 1 
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p |b] D |al| Dd ja] D ja] p jal pv |a 
T 

8961 | 1 9689 iF 10457 | 3] 11317 | 1] 100129] 1] 1000087) 1 
9001 | 1] 9697 | 1] 10477 | 1] 11821 | 5} 100153] 1) 1000081 | 1 
9018 | 1 9721 | 1] 10501 | 1] 11829 | 1] 100169] 1]1000117| 1 
9029 | 7) 9733 | 1] 10518 | 1] 11853 | 1] 100189] 1] 1000121 | 1 
9041 | 1 9749 | 3] 10529 | 1] 11869 | 1] 100193] 1] 1000133) 1 
9049 | 7 9769 | 1] 10589 | 1] 11393 | 1] 100213] 1] 1000193) 1 
9109 | 1 9781 | 1] 10597 | 1] 11487 | 1] 100287) 1] 1000213) 1 
9133 | 3| 9817 | 1] 10601 | 1] 11489 | 1] 100297) 1} 1000249) 3 
9187. | 1 9829 | 5} 10618 | 5] 11497 | 1] 100813] 1] 1000253) 1 
9157 1 9833 3 10657 | 1 11549 1 100833 | 15 1000273 | 3 
9161 1 9857 1 10709 1 11598 1 100357 | 1 1000289 | 7 
9173 | 1 9901 | 1] 10729 | 1] 11597 | 1] 100361| 1] 1000813 | 1 
9181 |5| 9929 |1] 10733 | 3] 11617 | 1] 1008983| 1] 1000383) 1 
9209 |1|1 9941 | 1] 10758 | 1] 11621 | 7] 100417| 1] 1000857) 1 
9221 | 1 9949 | 1] 10781 | 1] 11633 1} 100469 | 3] 1000381 | 1 
9241 | 1 9973 | 1] 10789 | 1] 11657 | 1] 100493 | 13] 1000397 | 1 
9257 | 1] 10009 | 1] 10887 | 1] 11677 | 1) 100501) 1) 1000409 | 3 
9277 | 1] 10087 | 1 10858 | 1] 11681 | 1} 100517| 1] 1000429) 1 
9281 | 3] 10061 | 1] 10861 | 1) 11689 | 1} 100537 | 17] 1000453 | 1 
9293 3 10069 3 10889 3 11701 1 100549 | 1} 1000457 | 1 
9337 | 1] 10098 | 1] 10909 | 5] 11717 | 1] 100609| 1] 1000587) 1 
9341 | 1] 10133 | 1] 10987 | 1) 11777 | 3 100613 | 3} 1000541 | 1 
9349 | 1] 10141 | 1] 10949 | 3] 11789 | 3] 100621| 1] 1000577) 1 
9377 | 1] 10169 | 1] 10957 | 7] 11801 | 1] 100649) 1] 1000589) 1 
9397 | 1] 10177 | 1] 10973 | 1] 11813 | 1] 100669] 1] 1000609) 1 
9418 | 3] 10181 | 1] 10998 | 3] 11821 | 3] 100673] 5] 1000621 | 1 
9421 | 1] 10193 | 1} 11057 | 1] 11833 | 1] 100698 | 1] 1000669 | 1 
9433 | 1] 10253 | 1] 11069 | 1] 11897 | 1] 100783| 7] 1000697) 1 
9437 1 10273 | 1] 11093 | 1] 11909 | 1} 100741 | 1] 1000721 | 1 
9461 | 1] 10289 | 1] 11113 | 1] 11933 | 1] 100769| 1] 1000777 | 7 
9473 | 1] 10301 | 3] 11117 | 1] 11941 | 1] 100801] 1] 1000793) 1 
9497 | 10313 | 7] 11149 | 1] 11953 | 1] 100829] 1] 1000829 | 1 
9521 | 1] 10321 | 1] 11161 | 1] 11969 | 1] 100853| 1] 1000849] 1 
9533 | 1] 10333 | 3{ 11173 | 1] 11981 | 1] 100913] 1] 1000861 | 1 
9601 | 1} 10387 | 1) 11177 | 1 100987 | 1] 1000889 | 1 
9613 | 1] 10857 | 7] 11197 | 3] 100049 | 1] 100957| 3] 1000921 | 1 
9629 } 10369 | 1] 11213 | 1] 100057 | 1] 100981 | 11] 1000969 | 1 
9649 | 1] 10429 | 1} 11257 | 17] 100069 | 3 1000973 | 7 
9661 | 1] 10433 | 1] 11261 | 1] 100109 | 19}1000088 | 1] 1000981 | 1 
9677 | 1} 10453 | 1] 11273 | 5 





(Eingegangen am 16. 3. 


1927.) 








Bemerkung tiber separierbare Systeme 
in der Wellenmechanik. 


Von 


H. P. Robertson*) in Géttingen. 


E. Schrodinger’) hat in letzter Zeit die auBerst fruchtbare Hypothese 
gemacht, daB der Zustand eines Systems von Atomen und Elektronen im 
Gegensatz zur klassischen Theorie, welche ihre Grundlagen in der Hamilton- 
Jacobischen Gleichung hat, durch eine gewisse partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung definiert sei. In beiden Fallen besteht die wichtigste 
Methode zur Lésung der Grundgleichung in einem Kunstgriff, durch welchen 
sie auf lauter gewdhnliche Differentialgleichungen reduziert wird; die Be- 
dingungen, unter welchen diese Methode in der friiheren Theorie brauch- 
bar ist, sind fiir eine groBe Anzahl von Systemen von P. Stickel*) an- 
gegeben worden, und der Zweck dieser Bemerkung ist, die entsprechenden 
Bedingungen fiir die neue Gleichung aufzustellen. 

Fiir ein konservatives System mit der potentiellen Energie V(x, ... x, ), 
dessen kinetische Energie 7’ eine quadratische Form in den Geschwindig- 
keitskomponenten ist, lautet die Schrédingersche Gleichung 


(1) 4y+k*(E—V)y=0, 


wo E die Gesamtenergie, k eine Konstante und 4y der zweite Beltrami- 
sche Differentialparameter von y in bezug auf die Differentialform 27 dt* 
sind. Wir betrachten diejenigen Fille, in welchen die 2, orthogonale Ko- 
ordinaten sind, so da8 


r= SOxg “s = ($3) 


*) Fellow of the International Education Board. 
*) Ann. d. Phys. 79, 8S. 361, 489; 80, S. 437; 81, S. 109 (1926). 
*) Habilitationsschrift, Halle 1891. 
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wird, und suchen die Bedingungen, unter welchen (1) durch Trennung 
der Variablen lésbar ist, d. h. durch den Ansatz 


(2) v= IG) ¥(2)- 


Gleichung (1) nimmt jetzt die Gestalt an: 
a hy aw : 
(3) Sk (iG oe) + (BV) y=, 
wo h= I (¢)h,. Um iiberhaupt eine Lésung mittels der Separations- 
methode o erhalten, ist es notwendig, daB die Koeffizienten von “ 
und i sich nur durch einen Faktor, welcher allein von x; abhangt, 
unterscheiden; folglich ist 


ee (*) 
h, Ox, jh 


eine Funktion von z; allein, oder 

(4) h, = Pha, (2, ... M42 Ba --- Se) f (%)> 

wo a; von x, unabhangig ist. Gleichung (3) wird jetzt 
@fp,cy) 


» y iat ol 6% L : OM) 3 ni Phim ¢ 
(5) = (8) Wha, = k-(E-—V ) 


und mu8 eine Lésung der Gestalt (2) besitzen, welche, dank der Methode, 
durch die sie gefunden wurde, auBer der Energie Z=«, noch n —1 un- 
abhangige Konstanten «,...«, enthilt. (5) muB dann eine Identitat in 


den «,...«, sein; wir diirfen ihre Ableitung nach «, nehmen, wonach 


n i. (47 2% | 
> (6) yha, E EB! +k 5} =0, 
1 J 


wo 4; gleich 1 oder 0, je nachdem j gleich oder ungleich 1 ist. Aber 
es mu8 méglich sein, den «,...«, solche Werte a!...a, zu geben, daB 
fiir die Funktionen 
d , dy; 
: Fat a) 


f é 
%; (8) = 95 | 





1 
a = & 


die Determinante g’ = %;,,(%,)| nicht verschwindet. Unsere Gleichungen 
werden dann 


3 


FS Zz , - 2 el 
2 (8) Yha,e; = —ké,, 
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wonach i 
oder 
(6) h,= — kf) (2z,)¢"", 


wo g »’* die Unterdeterminante zu Y;; in y’ ist. Es ist zu bemerken, 
da8 diese Unterdeterminante, ebenso wie a;, von x; unabhangig ist, und 
wir kénnen daraus schlieBen, da8 
(7) }h op’ = K, Konstante. 
Gleichung (5) wird nach Einfiihrung von (6) und (7) 

d avi] 


V=«, - 30 pitt ‘ LY dx, J 


(8) 


! 
ie ’ 


(8) p" xi (x). 

wo 

- dy 
’ ‘ =f a 
Xi (x,) = a, ¢4,(2,) —* —— 


Wir haben also als notwendig fiir die Lésbarkeit von (3) durch 
Trennung der Variablen die Bedingungen (6), (7) und (8) gewonnen 
Fiihren wir der Einfachheit halber die neuen Funktionen 


P; (x)= —— P55 (%;) 
. k° fi (a) 


und die zugehérige Determinante m und Unterdeterminanten pq‘, und 
ferner 


f,(a;)= —k°K- * fy’ (%;).- 
4;(%)=— k* fi (x, ) 24 (24) 
ein, dann werden die erwahnten Bedingungen 
{ A) h; = pt, 


(B) = >’ (t) pt 7,(2 
1 


(C) Vho= IT) 75> 


d.h. es muB méglich sein, die kinetische und potentielle Energie durch 
n(n +1) Funktionen ;;(x;) und z,(2;), zwischen welchen die funktionale 
Identitét (C) besteht, auszudriicken. 
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Wir miissen jetzt untersuchen, ob diese notwendigen Bedingungen 
auch hinreichend sind. Zu diesem Zwecke fiihren wir (2), (A), (B) und 


(C) in Gleichung (3) ein; es wird 4344; 
n HE 
2 (8) op ,(z,) = 0, 
i 
wo 
1 da ha) 
¥, (%) = hi a 7 = + k° (, 9. — %)- 


Diese Gleichung besagt, da8 der n-Vektor (¥,...¥,), dessen Kom- ; 
ponenten ¥, ... ¥ sind, zu (g"'... q**) senkrecht steht. Aber wir wissen * 
schon, daB die n—1 unabhingigen Vektoren (,;...9,;), j= 2.-..m, , 
gerade diese Eigenschaft besitzen, folglich muB (¥,...¥%,) eine lineare 
Funktion dieser Vektoren sein, deren Koeffizienten Konstanter sind; wahlen 





wir als diese Konstanten — k*a,,..., — k*a,, so ist 
V,(z,)=— k* = (1) & P45 (%)- 
Dies sind aber die gewdhnlichen Differentialgleichungen tae 
tae ia \ 
9) fia) ta l@) GE] +BY De 9420 ~ w=] w=, & 
welche die w,(z;) definieren, welche wir am Anfang erwahnten. 


Die Gleichungen (A), (B) und (C) sind also die zugleich notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir, da8 (3) durch Trennung der Variablen 
lésbar ist; die m gewdhnlichen Differentialgleichungen ({) sind dann fiir ; 
unseren Zweck der partiellen Differentialgleichung (3) aquivalent. Es ist 
zu bemerken, da®B (A) und (B) die Stiackelschen Bedingungen sind fiir 


die Lésbarkeit der zugehérigen Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung 4 ‘ 
fn 7 ee 
° as\* . 4 
PHOLAE9 —2(«,—V)=0, 
bei dem Ansatz i ie = 
S= S(t) 8,(z;). “eke 
1 ie 
(Eingegangen am 9. 2. 1927.) av 

















. 
tarp raphy ale yo 





